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ПОСТАНОВКА И МАТЕМАТИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ЗАДАЧИ ПЛАНИРОВАНИЯ 
ОСМОТРА И РЕМОНТА ГРУЗОВЫХ КОНТЕЙНЕРОВ

Аннотация. С помощью методов математического программирования исследуется задача оптимального плани-
рования осмотра и ремонта грузовых контейнеров на нескольких площадках порта во времени, актуальность кото-
рой заключается в необходимости оптимизации процессов планирования логистических операций. Приводится фор-
мулировка задачи и ее сведение к задаче целочисленного смешанного линейного программирования. Контейнеры 
имеют несколько типов и уровней качества, что определяет стоимость их ремонта. Целевая функция включает в себя 
общие затраты на хранение, осмотр, ремонт, транспортировку контейнеров и штрафы за отказ в приеме контейнеров 
и неудовлетворенный потребительский спрос. С помощью предложенной модели можно достичь разумного времени 
вычислений для задач портовых операций и минимизировать недостаточное или избыточное использование мощно-
стей порта, предотвращая финансовые потери и повышая эффективность. Также данную модель можно легко преоб-
разовать для задач оптимизации в других областях логистики.
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THE STATEMENT AND THE MATHEMATICAL MODEL OF THE PROBLEM OF PLANNING THE 
INSPECTION AND REPAIR OF CARGO CONTAINERS

Abstract. In this paper, using mathematical programming methods we investigate the problem of optimally planning the 
inspection and repair of cargo containers at several port facilities over time. Its relevance is conditioned by the necessity of 
optimization of the processes of planning logistics operations. We represent a formulation of this problem and its reduction 
to a mixed integer linear programming (MILP). Containers have several types and levels of quality, which determine the 
cost of their repair. The objective function includes total costs of storage, inspection, repair, transportation of containers and 
penalties for both container rejection and unsatisfied consumer demand. Using the proposed model, it is possible to achieve 
reasonable computing time for port operations and minimize underutilization or overutilization of port capacity, preventing 
financial losses and increasing efficiency. Also, this model can be easily converted to solve optimization problems in other 
areas of logistics.
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Введение. Логистика является важным фактором, который должна учитывать каждая компа-
ния для оптимального распределения потребительского спроса в соответствии с существующим 
запросом. Логистику можно интерпретировать как распределение товаров от владельца к полу-
чателю или от производителей к потребителям. В логистических системах могут использоваться 
различные виды транспорта, но морской транспорт является наиболее широко распространен-
ным в международной торговле по всему миру. Морские перевозки являются одним из ключе-
вых факторов, существенно влияющих на международную торговлю и мировую экономику. Это 
обусловлено их высокой пропускной способностью, низкой стоимостью и гибкими маршрутами 
доставки по сравнению с другими видами транспорта, такими как наземный или воздушный. 

Наши исследования мотивированы следующей практической ситуацией. Грузовые контей-
неры разных типов, прибывающие в порт, необходимо осмотреть и, возможно, отремонтировать 
для дальнейшего удовлетворения ежедневного спроса пользователей. Контейнеры прибывают 
для проверки на площадку 0, а ремонтируются на F других площадках. Чистка контейнеров рас-
сматривается как вид ремонта. Любой контейнер может иметь один из q = 0, 1, ... Q + 1 уровней 
качества. Контейнеры уровня качества 0 используются для удовлетворения заданных потребно-
стей пользователей. Контейнеры уровня качества Q + 1 утилизируются и не могут быть исполь-
зованы для удовлетворения потребностей. Необходимо найти план распределения контейнеров 
на каждом этапе их обработки на площадках, чтобы свести к минимуму общие затраты на хра-
нение, осмотр, ремонт, транспортировку контейнеров и штрафы за отказ в их приеме и неудов-
летворенный потребительский спрос.

Существует огромное количество научной литературы, посвященной решению различных 
проблем контейнерной логистики. Мы проведем краткий анализ релевантных работ с их обоб-
щением в табл. 1. В работе [1] рассмотрены и обсуждены моделирование и поддержка принятия 
решений по обработке контейнеров на железнодорожных станциях. В [2] описана балансировка 
количеств порожних контейнеров между регионами с доминирующим экспортом и импортом, 
при этом особое внимание уделено евразийским интермодальным перевозкам. В [3] предложена 
модель для определения оптимальных рыночных зон грузовых перевозок, логистики, ориентиро-
ванной на порт, и внутренних интермодальных перевозок на основе теории рыночных зон. В [4] 
разработана система поддержки принятия решений на основе оптимизации для балансировки 
распределения оборудования и погрузки / разгрузки автомобилей на контейнерном терминале. 
В [5] предложен прототип системы поддержки принятия решений для сотрудничества между 
грузовыми агентами, участвующими в портовой логистике, с использованием методов обуче-
ния с подкреплением. В [6] представлена математическая модель для определения количества 
контейнеров, которые должны храниться в гавани и/или в сухом порту, с целью минимизации 
общих затрат и выбросов углекислого газа, связанных с обработкой контейнеров. В [7] рассмо-
трен метод оптимизации для создания стратегии досмотра, которая обеспечит заданный уровень 
обнаружения контейнеров с контрабандой при минимально возможных затратах. В [8] исследо-
вана проблема планирования размещения контейнеров в контексте посещения портов в заранее 
определенном порядке с целью минимизации количества перемещений контейнеров на судне. 

Некоторые темы доминируют в литературе в области оптимизации потоков порожних кон-
тейнеров в портах, принимающих поврежденные или загрязненные контейнеры. В работе [9] 
решена проблема эффективного использования как кораблей, так и контейнеров при проектиро-
вании судоходных сетей. В [10] и [11] разработана модель управления запасами для замкнутой 
цепочки поставок с возвращающимся транспортом. В [12] представлена новая стохастическая 
политика управления, учитывающая реалистичную схему распределения пустых контейнеров, 
варианты их обслуживания и ремонта, а также повороты улиц. В [13] исследована передисло-
кация порожних контейнеров через склады, расположенные в портовой зоне. В [14] рассмотре-
на задача перемещения загрязненных и чистых пустых контейнеров через терминалы, склады 
и станции очистки. 

Как видно из анализа источников, управление контейнерными операциями широко описано 
в научной литературе, но подходов, включающих оптимальное планирование осмотра и ремонта 
контейнеров, по-прежнему не хватает.
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Таблица 1. Избранная литература по контейнерной логистике

Table 1. Selected literature on container logistics

Источник Предметная область Модель / задача Метод / инструмент Портовые операции

[3] Интермодальные 
перевозки 

Определение рыночных 
зон

Аналитический  
метод на основе метрики 
Манхэттена 

Транспортировка

[4] Контейнерный  
терминал

Многопериодная задача 
о назначениях

Мета-эвристика, система 
поддержки принятия  
решений

Погрузка / разгрузка, 
транспортировка

[5] Внутренняя  
транспортировка

Маршрутизация  
транспортных средств

Метод обучения  
с подкреплением

Транспортировка

[6] Контейнерный  
терминал

Перемещение  
контейнеров

Нелинейное программиро-
вание, MATLAB

Транспортировка,  
хранение, извлечение 

[7] Безопасность порта Инспекция контейнеров Генетический алгоритм Осмотр
[8] Морская  

транспортировка
Размещение  
контейнеров

Смешанное целочисленное 
программирование, CPLEX

Погрузка / разгрузка, 
транспортировка, хранение

[9] Морская  
транспортировка

Задача о контейнеровоз-
ной сети

Эвристика Погрузка / разгрузка, 
транспортировка, хранение

[10] Замкнутая цепочка 
поставок

Модель управления 
запасами

Cтохастический подход Заказ, проверка, ремонт, 
хранение, закупка

[11] Замкнутая цепочка 
поставок

Модель управления 
запасами

Cтохастический подход Осмотр, ремонт, хранение, 
закупка

[12] Морская  
транспортировка

Модель управления 
запасами

Мета-эвристика Техническое обслужива-
ние, ремонт, транспорт, 
уличные повороты 

[13] Внутренняя  
транспортировка

Задача о потоке мини-
мальной стоимости

Эвристика Ремонт, транспортировка, 
хранение, обработка 

[14] Интермодальная 
транспортировка

Неопределенная задача 
перемещения порожних 
контейнеров

Неопределенное програм-
мирование

Погрузка / разгрузка, 
транспортировка, чистка, 
хранение

На стоя-
щая 
статья

Операции контей-
нерного терминала

Задача о многопро-
дуктовом потоке ми-
нимальной стоимости 
с ограничениями

Смешанное целочисленное 
линейное программиро-
вание 

Осмотр, ремонт, хранение, 
утилизация, транспорти-
ровка, отказ от обслужи-
вания

Формулировка задачи. Входными параметрами задачами являются: j = 1, ... n – типы кон-
тейнеров; f = 0, 1, ... F – площадки; t = 0, 1, ... T – дни горизонта планирования; q = 0, 1, ... Q + 1 –  
уровни качества в порядке ухудшения; kjt  – число контейнеров типа j, прибывающих на пло-
щадку 0 в день t; δ = 3 – количество дней задержки ремонта контейнеров уровня качества Q; 

100
jqp

 – вероятность того, что уровень качества любого неинспектированного контейнера типа j 

равен q; Jf – набор пар ( j,q) = j = 1, ... n, q = 1, ... Q, такие что fjq = f ; uj – запасы не прошедших 
инспекцию контейнеров типа j на площадке осмотра 0 в начальный день 1; gjqf – запасы инспек-
тированных контейнеров типа j качества q на площадке f в день 1; bjQt – запасы контейнеров ти-
па j и качества Q с задержкой ремонта на площадке 0, которые были инспектированы в день t – δ 
и ремонт которых может начаться в день t; Djt – совокупный спрос контейнеров типа j в день t; 
m – транспортный ресурс: общее количество контейнеров любого типа и качества, которые мо-
гут быть перемещены с площадки 0 на все остальные площадки в любой день; sj – количество 
человеко-часов, необходимых для проверки одного контейнера типа j на площадке 0; V – верх-
няя граница человеко-часов, доступных для проверки в любой день; G – верхняя граница по ко-
личеству контейнеров уровня качества Q + 1, которые могут быть утилизированы в любой день; 
rjq – количество человеко-часов, необходимых для ремонта одного контейнера типа j уровня ка-
чества q; Uf – верхняя граница человеко-часов, доступных для ремонтных работ в любой день на 
площадке f; Wf – количество контейнеров всех типов, которое может храниться на площадке f 
при переходе между двумя соседними днями; ( )rej

jc – штраф за отказ принять один контейнер 
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типа j; ( )ins
jc  – стоимость проверки одного контейнера типа j; 

( )rep
jqc  – стоимость ремонта одного 

контейнера типа j и уровня качества q на площадке fjq; 
( )tra
fc  – стоимость перевозки одного кон-

тейнера любого типа с площадки 0 на площадку f; 
( )hol
fc  – стоимость хранения одного контейне-

ра любого типа на площадке f между двумя соседними днями; ( )dis
jtc  – стоимость, которая вы-

плачивается пользователю за каждый контейнер неудовлетворенного спроса на контейнеры ти-
па j в день t. 

Задачу минимизации общих затрат при условии удовлетворения спроса можно сформу-
лировать в виде следующей задачи математического программирования. Введем переменную 

, , &, , , ,′ ′j f t f tx  которая представляет собой количество контейнеров типа j, перемещенных с площад-
ки f на площадку f′ при переходе из дня t в день ., 1{ }′∈ +t t t  Символ }& ,{ , ,∈ ⊗ ∗ q  характеризует 
неинспектированные и неотремонтированные контейнеры (& ),= ⊗  отклоненные (непринятые) 
контейнеры (& ),=  проверенные контейнеры уровня качества q, готовые к ремонту или утилиза-
ции (& = q), контейнеры уровня качества q и контейнеры уровня качества Q, проверяемые в день t 
и удерживаемые на площадке 0 до дня t + δ (& = *). Обозначим массив переменных через x.

Формальная постановка задачи. 

min{ ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )},+ + + + +
n

Rej x Hol x Ins x Rep x Tra x Dis x

где

( )( )( )
( 1, ),( 1, ),

1 1
( ) − −

= =
= ∑ ∑



n T
rej
j j t t

j t
Rej x c x

– общий штраф за отказ принять контейнеры;

( ) ( ) ( )

( )

1
( )
0 ( 1, ),( 1, 1), (0, ),(, 1), (0, ),(0, ),1 1

0

( )
( , ),( , 1),1 1 ( , )

( )
+

− − + ⊗ + −δ ∗= =
=

+= = ∈

 
= + + δ +  

 

+

∑ ∑ ∑

∑ ∑ ∑
f

Q
n T hol

j t t j t t q j t tj t
q

T F hol
j f t f t qft f j q J

Hol x c x x x

c x

– общая стоимость хранения контейнеров;

( )( )( )( )
( 1, ),( 1, ),1 1 1( ) − −= = == + −∑ ∑ ∑



n T Tins
j j jt j t tj t tIns x c u k x

– общая стоимость инспекции (осмотра) контейнеров;

( )( )( )( 1, ),( 1, ),1 1 ( )( )
1 1 1( )

100
− −= =

= = =

  + −  = +  
    

∑ ∑
∑ ∑ ∑



T T
j jt j t tt tjqn Q T reprep

jq jQ jQfj q tRep x
p u k x

c c b

– общая стоимость ремонта контейнеров;

( )
( )

(0, ),( , ),1 1 ( , )( ) = = ∈= ∑ ∑ ∑
f

T F tra
j t f t qft f j q JTra x c x

– общая стоимость транспортировки контейнеров;

( ){ }( )
( , ),( 1, ),01 1 0 1( ) max 0, α + α= = = α== −∑ ∑ ∑ ∑n T F tdis

jtjt j f Fj t fDis x c xD

– общий штраф из-за неудовлетворения спроса пользователей со следующими ограничениями:

 ( )( 1,0),( 1,1), ,    ,− − ⊗ = ∀j jt jx u  (1)
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 ( )( ,0),( ,1), ,   , 0,1,..., ,= ∀ =j f f q jqf j f Fgx  (2)

 ( )(0,0),(0,1), 10,   ,∗ += ∀j jQ jgx  (3)

 ( )(0, ),(0,1), ,     , 1,... ,−δ ∗ = ∀ = δj t jQt j tx b  (4)

 
( )( ) ( )( 1, ),(0, ), (0, ),(0, ), ,    , 0,1,... ,

100 − ⊗ +δ ∗

 
= ∀ = 

  

jQ
j t t j t t j t T

p
x x

 
(5)

 ( ) ( ) ( ) ( )( 1, 1),( 1, ), ( 1, ),(0, ), ( 1, ),( 1, 1), ( 1, ),( 1, ), ,    , 0,1,... ,− − − ⊗ − ⊗ − − + ⊗ − −+ + = + ∀ =
jt j t t j t t j t t j t t j t Tk x x x x  (6)

( ) ( )( ) ( ) ( )(0, 1),(0, ), ( 1, ),(0, ), (0, ),( 1, ), (0, ),(0, 1), ,    , 1,... ,  {0, 1},
100− − ⊗ + +

 
+ = + ∀ = ∈ + 
  

jQ
j t t q j t t j t F t q j t t q j t T q Q
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∑ ∑ ∑n Q

j t t j t t q jj q
t t

t Tx x x W
 

(16)

 ( )( , ),( , 1),1 0 ,    1,..., ,   1,..., ,+= = ≤ = =∑ ∑n Q
j f t f t q fj q f F t Tx W  (17)

 ( )(0, ),( 1, ), 11 ,    1,..., ,+ += ≤ =∑n
j t F t Qj G t Tx  (18)

 0.≤x  (19)

Ограничения (1)–(4) устанавливают начальные значения входных потоков. Ограничения (5) 
определяют количество контейнеров уровня качества Q с отложенным ремонтом среди всех кон-
тейнеров типа j, поступающих на проверку в день t. Ограничения (6)–(10) являются ограничени-
ями по сохранению потока. Ограничения (11) требуют, чтобы количество непринятых контейне-
ров не превосходило количества прибывших контейнеров на площадку 0 в день t. Ограничения 
(12) предусматривают, что при переходе от дня t к дню t + 1 количество осмотренных неремон-
тируемых контейнеров не может увеличиваться ни в одной ремонтной мастерской. Эти огра-
ничения необходимы, поскольку не существует соответствующего ограничения на сохранение 
потока осмотренных неремонтируемых контейнеров. Ограничения (13) являются ограничени-
ями транспортного ресурса. Ограничения (14), (15) выступают ограничениями по ресурсам, 
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связанными с доступными человеко-часами для работ по осмотру и ремонту соответственно. 
Ограничения (16), (17) являются ограничениями вместимости складов на площадках, а ограни-
чения (18) включают верхнюю границу на количество контейнеров, которые планируется утили-
зировать в любой день. Ограничения (19) определяют, что значения потока являются неотрица-
тельными целыми числами.

Ограничения (7) и (8) могут быть преобразованы к линейному виду следующим образом: 
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p x x x x
 

(7а)
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x x x

p x x x x
 

(8а)

Сформулированная выше задача с новыми ограничениями (7а) и (8а) принадлежит классу 
задач целочисленного линейного программирования, для решения которых можно воспользо-
ваться стандартным программным обеспечением. 

Пример задачи с модельными значениями параметров. Входные данные рассматриваемого 
нами примера являются незначительно измененными данными реальной ситуации планирования. 

Есть 4 типа контейнеров, 5 уровней их качества, 3 площадки и 2 дня горизонта планирова-
ния. Из предыдущего горизонта планирования на площадке осмотра 0 остались 60 контейнеров 
первого типа, 160 – второго, 95 – третьего и 60 – четвертого. Задержка ремонта контейнеров пя-
того уровня качества равна трем дням. На площадке 1 можно отремонтировать контейнеры пер-
вого, второго и третьего уровня качества, на площадке 2 – четвертого и пятого. Транспортный 
ресурс составляет 1930 контейнеров. Количество человеко-часов на площадке 0, необходимых 
для проверки контейнера первого типа, составляет 0,55, второго – 0,83, третьего – 0,70, четвер-
того – 0,58. Верхняя граница человеко-часов, доступных для проверки в любой день, составля-
ет 1205. Верхняя граница по количеству контейнеров уровня качества 6, которые должны быть 
утилизированы в любой день, – 54. Верхняя граница человеко-часов, доступных для ремонтных 
работ в любой день на площадке 1, составляет 2313, на площадке 2 – 1273. Количество контейне-
ров всех типов, которое может храниться при переходе между двумя соседними днями на пло-
щадке 0, составляет 1734, на площадке 1 – 932, на площадке 2 – 916. Стоимость проверки одного 
контейнера типа 1 составляет 22 денежные единицы, второго типа – 32, третьего – 28, четвер-
того – 23. Стоимость перевозки одного контейнера любого типа с площадки 0 на площадку 1 
составляет 62 денежные единицы, на площадку 2 – 68 денежных единиц. Стоимость хранения 
одного контейнера любого типа между двумя соседними днями на площадке 0 составляет 3 де-
нежные единицы, на площадке 1 и 2 – 2 денежные единицы. Штраф за отказ принять один кон-
тейнер типа 1 составляет 10 денежных единиц, типа 2 – 20, типа 3 – 30, типа 4 – 40. Остальные 
входные параметры представлены в табл. 2. 

Компьютерный эксперимент был проведен с помощью Python API CPLEX 12.10 на MacBook Pro 
с процессором Intel Core i7 2,6 ГГц и 16 ГБ оперативной памяти. За 3 с было найдено оптимальное 
решение. В соответствии с этим решением в первый день на площадке 0 планируется проинспек-
тировать 555, 402, 464 и 393 контейнера типов 1, 2, 3, и 4 соответственно. При этом 1349 контейне-
ров должны быть перемещены на площадку 1 и 515 – на площадку 2; 54 контейнера должны быть 
утилизированы; 136 контейнеров должны остаться на хранении при переходе от дня 1 к дню 2. Во 
второй день на площадке 0 планируется проинспектировать 432, 350, 261 и 322 контейнера типов 
1, 2, 3, и 4 соответственно. При этом 952 контейнера должны быть перемещены на площадку 1 
и 224 – на площадку 2; 40 контейнеров должны быть утилизированы; 229 контейнеров должны 
остаться на хранении при переходе от дня 2 к следующему периоду планирования (дню 3). В дни 
t = 1,2 планируется обслужить все контейнеры, прибывающие на площадку 0. Кроме того, соглас-
но полученному плану, в эти дни предполагается полное удовлетворение спроса клиентов.
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Таблица 2. Входные параметры

Table 2. Input parameters

Символ переменной и ее значение Описание переменной

495 432
284 308
370 260
334 321

 
 
 ∈
 
 
 

jtk

Строки матрицы соответствуют типам контейнеров, столбцы – 
дням горизонта планирования. 
Элемент таблицы – количество прибывающих контейнеров

2 57 3 2 30 4 2
2 14 37 30 12 0 5
5 23 17 41 14 0 0
5 9 10 41 30 2 3

 
 
 ∈
 
 
 

jqp

 

Cтроки матрицы соответствуют типам контейнеров, столбцы – 
уровням их качества. 
Элемент таблицы – числитель в формуле вероятности

1 2

12 3 11 10 4 1
1 7 0 3 9 0

10 3 0 8 9 0
,  ,7 3 0 2 4 0

8 0 8 12 0 3
8 0 11 6 0 11

11 0 0 1 0 0

   
   
   
   
   

∈ ∈   
   
   
   
   
   

qf qfg g

3 4

8 9 10 2 11 8
12 7 0 5 11 0
9 9 0 5 12 0

,  3 3 0 8 1 0
3 0 11 1 0 5
1 0 1 7 0 8
4 0 0 2 0 0

   
   
   
   
   

∈ ∈   
   
   
   
   
   

qf qfg g

Cтроки матрицы соответствуют уровням качества контейнеров, 
столбцы – площадкам. 
Элемент таблицы – запасы инспектированных контейнеров 
заданного типа в первый день

31 43
25 44
28 20
16 17

 
 
 ∈
 
 
 

jQtb

Строки матрицы соответствуют типам контейнеров, столбцы – 
дням планирования. 
Элемент таблицы – запасы контейнеров с задержкой ремонта

462 1037
383 812
362 773
347 748

 
 
 ∈
 
 
 

jtD

Строки матрицы соответствуют типам контейнеров, столбцы – 
дням планирования. 
Элемент таблицы – совокупный спрос

0,53 0,73 1,02 1,48 1,97
0,38 0,93 1,10 1,40 1,85
0,35 0,98 1,03 1,52 1,67
0,40 0,73 1,22 1,60 1,75

 
 
 ∈
 
 
 

jqr

Строки матрицы соответствуют типам контейнеров, столбцы – 
уровням их качества. 
Элемент таблицы – количество человеко-часов, необходимых 
для ремонта одного контейнера

( )

10,6 14,6 20,4 29,6 39,4
7,6 18,6 22,0 28,0 33,4
7,0 19,6 20,6 30,4 33,4
8,0 14,6 24,4 32,0 35,0

 
 
 ∈
 
 
 

rep
jqc

Строки матрицы соответствуют типам контейнеров, столбцы – 
уровням их качества. 
Элемент таблицы – стоимость ремонта одного контейнера

( )

145 134
147 144
137 128
129 126

 
 
 ∈
 
 
 

dis
jtc

Строки матрицы соответствуют типам контейнеров, столбцы – 
дням планирования. 
Элемент таблицы – стоимость одного контейнера невыполнен-
ного спроса

Заключение. В работе приведена постановка задачи оптимального планирования осмотра, 
хранения, транспортировки и ремонта грузовых контейнеров на нескольких площадках порта во 
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времени. Дана формальная постановка задачи в терминах целочисленного линейного програм-
мирования. С помощью CPLEX решен пример с входными данными, незначительно отличающи-
мися от реальных.
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