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ВВЕДЕНИЕ

При построении математических моделей различных процессов, происхо-
дящих в физических системах, обычно считается, что состояние системы опи-
сывается некоторой функцией и строится уравнение (обычно дифференци-
альное), решение которого задает искомое состояние. При этом коэффициен-
тами уравнения являются функции, описывающие состояния среды, в кото-
рой происходит рассматриваемый процесс. В ряде приложений среда имеет
более сложную структуру, ее состояния задаются обобщенными функциями
(распределениями Шварца) и возникают уравнения с обобщенными коэффи-
циентами. Однако обобщенная функция не может быть подставлена в рас-
сматриваемое уравнение, так как произведения обобщенных функций, вхо-
дящие в такие уравнения, не определены. Поэтому для уравнений с обобщен-
ными коэффициентами не определено понятие обобщенного решения. Такие
уравнения не являются корректными математическими моделями рассмат-
риваемых процессов и требуется построение более точных моделей. В связи
с этим основной вопрос заключается в том, чтобы выяснить, какая дополни-
тельная информация позволяет однозначно определить обобщенное решение,
т.е. найти состояние системы. Аналогично, обобщенная функция не может
быть подставлена в нелинейное уравнение, для таких уравнений также не
определено понятие обобщенного решения.

Таким образом, общая проблема заключается во введении понятия обоб-
щенного решения и связана с приданием смысла произведению обобщенных
функций. Одной из первых работ, в которых был придан строгий матема-
тический смысл понятию решения для уравнений с дельта-образными коэф-
фициентами, была статья Ф.А. Березина и Л.Д. Фаддеева1. Работы многих
авторов, посвященные различным вариантам решения этой проблемы, соста-
вили новое направление, которое только в XXI веке было включено в матема-
тическую классификацию под названием «Generalized functions for nonlinear
analysis». Среди работ, посвященных исследованию уравнений с обобщенны-
ми коэффициентами, можно выделить фундаментальную монографию2, в ко-
торой описана история вопроса и приведена обширная библиография.

Распространенные подходы к введению понятия обобщенного решения ос-
новываются на задании аппроксимаций обобщенных коэффициентов семей-
ствами обычных функций. В большинстве предшествующих исследований
рассматривались уравнения, в которых коэффициент является δ -функцией
или производной от функции ограниченной вариации. Оказалось, что обоб-

1Березин, Ф.А. Замечание об уравнении Шредингера с сингулярным потенциалом / Ф.А. Березин,
Л.Д. Фаддеев // Доклады АН СССР. − 1961. − Т. 137, № 5. − С. 1011–1014.

2Решаемые модели в квантовой механике / С. Альбеверио [и др.]. − М. : Мир, 1991. − 568 с.
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щенные решения существуют и являются регулярными обобщенными функ-
циями, то есть задаются с помощью обычных локально интегрируемых функ-
ций. К этому направлению относятся работы3 , 4 , 5 , 6 , 7 , 8 , 9 и многие другие.

Единственный, насколько известно, результат, относящийся к уравнени-
ям, в которых коэффициент имеет более сложную структуру, получен в10,
где на конкретных примерах было показано, что утверждение основной тео-
ремы классической теории дифференциальных уравнений о существовании
решения задачи Коши для дифференциальных уравнений с обобщенными
коэффициентами в общем случае не выполняется, а в случае существования
такие решения оказались сингулярными обобщенными функциями.

Появление решений, имеющих неинтегрируемые особенности, типично в
аналитической теории нелинейных дифференциальных уравнений и в теории
линейных уравнений, коэффициенты которых имеют особенности. В диссер-
тации рассмотрены два конкретных вида таких уравнений: линейные уравне-
ния первого порядка с сингулярными коэффициентами и нелинейные урав-
нения из иерархии Риккати. Целью диссертационной работы является по-
лучение условий существования обобщенных решений и построение таких
решений в явном виде для рассматриваемых уравнений.

Таким образом, рассматриваемые в диссертации задачи естественно выте-
кают из логики развития теории сингулярных решений дифференциальных
уравнений и являются актуальными. Использованный подход может быть
применен для решения аналогичных задач, возникающих в приложениях при
моделировании процессов, происходящих в средах со сложной структурой.

3Завалищин, С.Т. Импульсные процессы. Модели и приложения / С.Т. Завалищин, А.Н. Сесекин. −
М. : Наука, 1991. − 256 с.

4Лазакович, Н.В. Задача Коши для систем дифференциальных уравнений с обобщенными коэффици-
ентами в прямом произведении алгебр мнемофункций / Н.В. Лазакович, О.Л. Яблонский, А.К. Хмызов
// Доклады Национальной академии наук Беларуси. − 2011. − Т. 55, № 2. − С. 5–9.

5Антоневич, А.Б. Уравнения с дельта-образными коэффициентами: метод конечномерных аппрокси-
маций / А.Б. Антоневич, Т.А. Романчук. − Саарбрюккен : LAMBERT Academic Publishing, 2012. −
148 с.

6Костенко, А.С. Об одномерном операторе Шредингера с δ -взаимодействиями / А.С. Костенко,
М.М. Маламуд // Функц. анализ и его прил. − 2010. − Т. 44, вып. 2. − С. 87–91.

7Костенко, А.С. Матричный оператор Шредингера с δ -взаимодействиями / А.С. Костенко, М.М. Ма-
ламуд, Д.Д. Натягайло // Матем. заметки. − 2016. − Т. 100, вып. 1. − С. 59–77.

8Савчук, А.М. Асимптотический анализ решений обыкновенных дифференциальных уравнений с
коэффициентами-распределениями / А.М. Савчук, А.А. Шкаликов // Матем. сб. − 2020. − Т. 211,
№ 11. − С. 129–166.

9Шафаревич, А.И. Квазиклассическая асимптотика решения задачи Коши для уравнения Шредингера
с дельта-потенциалом, локализованным на поверхности коразмерности 1 / А.И. Шафаревич, О.А. Ще-
горцова // Труды МИАН. − 2020. − Т. 310. − С. 322–331.

10Антоневич, А.Б. Обобщенные решения одного дифференциального уравнения с рациональным ко-
эффициентом / А.Б. Антоневич, Т.Г. Шагова // Таврический Вестник Информатики и Математики. −
2019. − Вып. 3. − С. 23–36.
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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ

Связь работы с научными программами (проектами), темами
Исследования по теме диссертации проводились в соответствии с задани-

ями научных программ в рамках научно-исследовательской работы «Акту-
альные проблемы математики и ее приложений» (№ 29112032018030 в реестре
НИОК(Т)Р УO «Брестский государственный технический университет»).

Цель, задачи, объект и предмет исследования
Целью диссертационной работы является получение условий существо-

вания обобщенных решений некоторых классов обыкновенных дифференци-
альных уравнений и построение таких решений.

Для достижения поставленной цели решались следующие задачи:
1. Найти условия существования обобщенного решения задачи Коши ли-

нейных дифференциальных уравнений первого порядка, коэффициентами
которых являются распределения, соответствующие функции, имеющей осо-
бенность в одной точке, при аналитической аппроксимации коэффициента.

2. Найти условия существования обобщенного решения задачи Коши ли-
нейных дифференциальных уравнений первого порядка, коэффициентами
которых являются распределения, соответствующие заданной мероморфной
функции, при аналитической аппроксимации коэффициента.

3. Ввести понятие обобщенного решения нелинейного дифференциального
уравнения иерархии Риккати и построить обобщенные решения первого и
второго уравнений иерархии.

Объектом исследования являются линейные обыкновенные дифференци-
альные уравнения с коэффициентами, имеющими особенности, и нелинейные
уравнения иерархии Риккати. Предметом исследования является построение
аппроксимирующих решений и анализ их сходимости при аналитической ап-
проксимации коэффициента.

Выбор объекта исследования обусловлен как его богатым математическим
содержанием, так и возможными приложениями.

Научная новизна
Полученные в диссертации результаты являются новыми. Новизна и ос-

новное содержание этих результатов заключаются в следующем.
1. При аналитической аппроксимации коэффициента найдены необходи-

мые и достаточные условия разрешимости задачи Коши для дифференци-
альных уравнений, коэффициентами которых являются распределения, со-
ответствующие функции, имеющей особенность в одной точке, и построены
обобщенные решения таких уравнений.
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2. Определены условия разрешимости задачи Коши для дифференциаль-
ных уравнений, коэффициентами которых являются распределения, соответ-
ствующие мероморфным функциям.

3. Введено понятие обобщенного решения для дифференциальных уравне-
ний иерархии Риккати, получены условия их существования и такие решения
построены для первого и второго уравнений.

Положения, выносимые на защиту
1. Критерий существования и построение обобщенных решений задачи Ко-

ши для дифференциальных уравнений первого порядка с обобщенными ко-
эффициентами, имеющими особенность в одной точке, при аналитической
аппроксимации коэффициента.

2. Критерий разрешимости в пространстве распределений задачи Коши
для дифференциальных уравнений первого порядка, коэффициентами ко-
торых являются распределения, соответствующие мероморфным функциям,
при аналитической аппроксимации коэффициента.

3. Построение обобщенных решений первого и второго дифференциальных
уравнений иерархии Риккати.

Личный вклад соискателя ученой степени
В диссертационную работу не включены результаты, которые были полу-

чены другими соавторами или с другими соавторами. Материалы совместных
публикаций использованы соискателем в объеме авторского вклада.

Апробация диссертации и информация об использовании ее ре-
зультатов

Результаты диссертационной работы докладывались на ряде международ-
ных и республиканских конференций: IX и XIII Международной научно-
практической интернет-конференции «Инновационные технологии обуче-
ния физико-математическим и профессионально-техническим дисциплинам»
(Мозырь, 21–24 марта 2017 г., 25–26 марта 2021 г.); ХХ и XXIII Республи-
канской научной конференции студентов и аспирантов «Новые математиче-
ские методы и компьютерные технологии в проектировании, производстве и
научных исследованиях» (Гомель, 20–22 марта 2017 г., 23–25 марта 2020 г.);
Республиканской научно-практической конференции «Математические и фи-
зические методы исследований: научный и методический аспекты» (Брест,
27–28 апреля 2017 г., 23–24 апреля 2021 г.); Х и ХII Республиканской научной
конференции молодых ученых и студентов «Современные проблемы матема-
тики и вычислительной техники» (Брест, 23–24 ноября 2017 г., 18–19 нояб-
ря 2021 г.); Республиканской научно-практической конференции «Математи-
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ческое моделирование и новые образовательные технологии в математике»
(Брест, 23–24 апреля 2020 г.); XXIII Республиканской научно-практической
конференции молодых ученых (Брест, 14 мая 2021 г.); Международной ма-
тематической конференции «Седьмые Богдановские чтения по обыкновен-
ным дифференциальным уравнениям», посвященной 100-летию со дня рож-
дения профессора Ю.С. Богданова (Минск, 1–4 июня 2021 г.); Междуна-
родной научной конференции «XIII Белорусская математическая конферен-
ция» (Минск, 22–25 ноября 2021 г.); XX и XXI Международной научной
конференции по дифференциальным уравнениям (Еругинские чтения−2022,
Новополоцк, 31 мая−03 июня 2022 г., Еругинские чтения−2023, Могилев,
23–27 мая 2023 г.).

Результаты докладывались на научных семинарах кафедры математиче-
ского анализа, дифференциальных уравнений и их приложений БрГУ имени
А.С. Пушкина (Брест, 2019–2022 гг.), научном семинаре БГУ (Минск, 2022 г.).

Отдельные результаты научных исследований внедрены в учебный процесс
БрГТУ (акты о внедрении № 130 и 131 от 17.06.2021).

Опубликованность результатов диссертации
Основные результаты диссертации опубликованы в 25 научных работах,

из которых: 7 статей в научных изданиях, включенных в Перечень изданий,
и в иностранных научных изданиях (общим объемом 5 авторских листов), 1
статья в журнале «Веснiк Брэсцкага унiверсiтэта. Серыя 4. Фiзiка. Матэма-
тыка», 12 статей в сборниках материалов научных конференций, 5 тезисов.

Структура и объем диссертации
Диссертация состоит из введения, общей характеристики работы, четырех

глав, заключения, списка использованных источников и двух приложений.
Полный объем диссертации составляет 125 страниц, в том числе два прило-
жения занимают 17 страниц. Список использованных источников содержит
97 наименований, включая 25 собственных публикаций соискателя ученой
степени (на 10 страницах).

ОСНОВНАЯ ЧАСТЬ

В первой главе обоснована целесообразность введения и построения
обобщенных решений дифференциальных уравнений. Приведены основные
понятия теории обобщенных функций и подготовительные утверждения, об-
зор предшествующих результатов и некоторых результатов по аналитической
теории дифференциальных уравнений.

При анализе уравнений
U ′ +QU = 0, (1)
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где Q − обобщенная функция, уточнение постановки задачи заключается
в выборе аппроксимации коэффициента Q, т.е. задании семейства ограни-
ченных (обычно гладких) функций qε(x), которые при стремлении малого
параметра ε к нулю сходятся к Q в смысле сходимости в пространстве обоб-
щенных функций. Такой выбор позволяет рассмотреть семейство вспомога-
тельных аппроксимирующих уравнений

u′ε(x) + qε(x)uε (x) = 0, (2)

коэффициенты которых не имеют особенностей, а их решения определены на
всей прямой.

Определение 1. Распределение U будем называть обобщенным реше-
нием задачи Коши для уравнения (1) с условием u(x0) = C при заданном
способе аппроксимации коэффициента, если решения uε(x) уравнений (2),
удовлетворяющие условию Коши uε (x0) = C, сходятся к U в смысле схо-
димости в D′(R) 11.

При таком определении возникает вопрос об условиях существования обоб-
щенного решения задачи Коши. Такие условия неизвестны даже для про-
стейших на вид дифференциальных уравнений (1). Сложность этого вопроса
определяется тем, что невозможно описать все аппроксимации всех обобщен-
ных функций Q, а при разных аппроксимациях возникают семейства вспо-
могательных уравнений (2) с качественно разным поведением решений. Из
сказанного следует, что в явном вида ответ может быть получен только для
конкретных классов коэффициентов Q и конкретных их аппроксимаций.

Поэтому в главах 2 и 3 исследованы уравнения (1), в которых коэффициен-
тами Q являются обобщенные функции, соответствующие обычным функ-
циям q(x), особенностями которых являются полюсы, и использованы так
называемые аналитические аппроксимации.

Здесь термин «обобщенная функция Q соответствует обычной функ-
ции q(x)» означает, что для функционала Q на пространстве Шварца (ос-
новных функций) D(R) выполнено равенство 〈Q, ϕ〉 =

∫
q(x)ϕ(x)dx для

тех ϕ ∈ D(R), для которых интеграл в правой части существует.
Аналитическое представление12 обобщенной функции Q на прямой за-

дается парой (q+(z), q−(z)), где q+(z) − функция, аналитическая (не име-
ющая особенностей) в верхней полуплоскости, q−(z) − функция, аналити-
ческая в нижней полуплоскости, такой, что

Q = lim
ε→0

[q+(x+ iε)− q−(x− iε)],
11Владимиров, В.С. Обобщенные функции в математической физике / В.С. Владимиров. − М. : Наука,

1979. − 320 с.
12Бремерман, Г. Распределения, комплексные переменные и преобразования Фурье / Г. Бремерман. −

М. : Мир, 1968. − 276 с.
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где предел понимается в смысле сходимости в пространстве обобщенных
функций. Семейство функций qε(x) = q+(x + iε) − q−(x − iε) называется
аналитической аппроксимацией Q.

Аналогично возникает вопрос о введении понятия обобщенного решения
для нелинейных уравнений.

Во второй главе рассмотрены решения в пространстве обобщенных
функций семейства линейных дифференциальных уравнений первого поряд-
ка, в которых коэффициентами являются обобщенные функции, соответству-
ющие обычной функции q(x) = s

xµ , где s, µ ∈ Z, имеющей особенность в
одной точке.

В разделе 2.1 общий подход к определению понятия обобщенного реше-
ния конкретизирован для линейного дифференциального уравнения перво-
го порядка вида (1), в котором коэффициент Q соответствует гладкой при
x 6= 0 обычной функции q(x) .

Если коэффициент q(x) является интегрируемой функцией, то формула

u(x) = C · e−G(x)+G(x0), (3)

G(x) − первообразная для q(x) , задает решение задачи Коши для уравне-
ния

u′(x) + q(x)u(x) = 0 (4)
с условием u(x0) = C, x0 < 0, определенное на всей прямой.

Однако если коэффициент q(x) имеет неинтегрируемую особенность в
точке 0 , то формула (3) задает однозначно определенное решение задачи
Коши для такого уравнения только на отрицательной полупрямой.

Согласно общему подходу, первый шаг уточнения постановки задачи за-
ключается в выборе обобщенной функции Q, соответствующей q(x), после
чего получаем уравнение (1) с обобщенным коэффициентом. Поскольку все
преобразования, с помощью которых получена формула (3), не определены
для обобщенных функций, эта формула неприменима к уравнениям с обоб-
щенными коэффициентами.

Для обобщенной функции Q существует первообразная G ∈ D′(R) и, в за-
висимости от свойств G, уравнения вида (1) разбиваются на несколько клас-
сов. Если G является сингулярной обобщенной функцией, то формула (3)
не имеет смысла, так как экспонента от такой обобщенной функции не опре-
делена. Если первообразная G является локально интегрируемой функцией,
то формула (3) задает однозначно определенную на всей прямой обычную
функцию u , которую будем называть формальным решением задачи Коши
с условием u(x0) = C. Поскольку формальное решение совпадает на отри-
цательной полупрямой с решением, заданным формулой (3), получаем, что
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выбор обобщенной функции Q позволяет однозначно продолжить решение
через особую точку, что невозможно в классической теории дифференциаль-
ных уравнений на прямой. При этом, если формальное решение u является
локально интегрируемой функцией, то оно задает (однозначно определенную)
регулярную обобщенную функцию U .

Наиболее сложной оказывается ситуация, когда формальное решение
определено, но не является локально интегрируемой функцией и ему соот-
ветствует некоторое семейство сингулярных обобщенных функций. Для ко-
эффициентов вида q(x) = s

xµ такая ситуация имеет место только при µ = 1,
ввиду чего далее в разделе 2.2 рассмотрено уравнение

u′(x) +
s

x
u(x) = 0, s ∈ Z\{0}, (5)

которое мы назовем базовым, т.к. специфические особенности задачи об обоб-
щенных решениях проявляются при анализе такого уравнения.

Множество классических решений уравнения (5)

u(x) =

{
C1

xs , x < 0;
C2

xs , x > 0,

зависит от двух произвольных постоянных. Поэтому из начального условия
u(−1) = (−1)s однозначно определяется только C1 = 1, и для решения за-
дачи Коши не определено однозначное продолжение через особенность на по-
ложительную полуось. Наиболее естественное продолжение решения может
быть построено в помощью выхода в комплексную плоскость и рассмотрения
сопутствующего уравнения на комплексной плоскости

u′(z) +
s

z
u(z) = 0. (6)

Решение задачи Коши для (6) есть функция u(z) = 1
zs . При целых s эта

функция является однозначной и задает однозначное продолжение решения
через особенность. Именно поэтому мы рассматриваем уравнение (5) только
для целых значений s .

Функция 1
x не является локально интегрируемой, и ей соответствует се-

мейство обобщенных функций QM = P
(
1
x

)
+Mδ, где M − произвольная

постоянная, δ − дельта-функция Дирака, 〈δτ , ϕ〉 = ϕ(τ), а P
(
1
x

)
− рас-

пределение заданное с помощью интеграла в смысле главного значения по
Коши:

〈
P
(
1
x

)
, ϕ
〉
= v.p.

∫
1
x ϕ(x)dx.

Поэтому первый шаг уточнения постановки задачи заключается в задании
числа M, после чего получаем уравнение с обобщенным коэффициентом

U ′(x) + sQMU(x) = 0. (7)
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Для этого уравнения (в результате выбора M ) однозначно определено
формальное решение задачи Коши с условием u(−1) = (−1)s :

u(x) =

{
1
xs , x < 0;
(−1)s·e−sM

xs , x > 0.
(8)

При s > 0 формальное решение имеет степенную особенность и ему со-
ответствует семейство обобщенных функций, зависящее от s произвольных
постоянных. Исходное уравнение (7) не содержит информации о том, какие
из этих обобщенных функций следует считать его обобщенными решениями,
поэтому второй шаг уточнения постановки задачи заключается в задании
аппроксимации коэффициента sQM . Мы рассматриваем аналитические ап-
проксимации, это семейство рациональных функций

qε(x) = λ
s

x+ iε
+ (1− λ) s

x− iε
, (9)

где λ = 1
2 +

M
2π i, M = iπ(1− 2λ).

Теорема 1. [1] Решения задачи Коши с условием u(−1) = (−1)s для
аппроксимирующих уравнений (2) при аппроксимациях (9) представляются
в виде

uε(x) = C̃ε
1

(x− iε)s−λs
1

(x+ iε)λs
, (10)

где C̃ε = (−1)s(−1− iε)s−λs(−1+ iε)λs, и где при нецелом λs в правой части
рассматривается ветвь многозначной функции, однозначно определяемая
начальным условием.

При x 6= 0 семейство uε(x) точечно сходится к формальному решению
(8), причем вне любой окрестности нуля сходимость равномерная.

При анализе поведения аппроксимирующих решений имеем два случая.
Если s < 0, то при любом M формальное решение (8) является локально

ограниченной функцией и при ε → 0 семейство uε сходится к (8) в про-
странстве обобщенных функций.

Если s > 0, то поведение семейств (10) более сложное и основным резуль-
татом главы 2 являются условия сходимости этого семейства в пространстве
распределений при s > 0.

Теорема 2. [1] Пусть s ∈ N и аналитическая аппроксимация коэффи-
циента sQM = sP

(
1
x

)
+ sMδ задана формулой (9). Обобщенное решение

задачи Коши для уравнения (7) существует тогда и только тогда, когда
M = iπ

(
1− 2m

s

)
, где m − целое число, такое, что m ≤ 0 или m ≥ s .

При m ≥ s обобщенным решением является распределение
1

(x+ i0)s
= P

(
1

xs

)
+

(−1)s

(s− 1)!
iπδ(s−1),
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а при m ≤ 0 − распределение
1

(x− i0)s
= P

(
1

xs

)
− (−1)s

(s− 1)!
iπδ(s−1).

Из теоремы 2 следует, что при s > 0 для существования обоб-
щенного решения необходимо, чтобы число M имело специальный вид:
M = iπ

(
1− 2m

s

)
, где m − целое, причем это необходимое условие вы-

полнено тогда и только тогда, когда формальное решение (8) совпадает с
аналитическим решением сопутствующего уравнения (6).

В случае s = 1, рассмотренном в статье А.Б. Антоневича и Т.Г. Шаговой,
это условие оказалось и достаточным. Новым является то, что при s > 1
это условие не является достаточным и теорема 2 содержит дополнительные
условия на m , обеспечивающие существование обобщенного решения. При
s = 1 эти условия выполнены автоматически.

В главе 3 рассмотрены уравнения вида (4), в которых коэффициент яв-
ляется мероморфной функцией в окрестности D вещественной прямой, т.е.
представляется в виде q(z) = v(z)

w(z) , где v(z), w(z) − голоморфные в D

функции, не имеющие общих нулей. Как отмечено выше, существование обоб-
щенных решений связано с существованием однозначных аналитических ре-
шений на вещественной оси сопутствующего уравнения

du(z)

dz
+ q(z)u(z) = 0, (11)

которое рассматривается в разделе 3.1.
В разделе 3.2 получено представление решения в виде, удобном для даль-

нейшего исследования.
Теорема 3. [3] Решение задачи Коши для уравнения (11) с условием

u(x0) = C является мероморфной функцией в окрестности веществен-
ной прямой тогда и только тогда, когда на каждом конечном промежутке
(−N ; N) вещественной оси коэффициент q(x) представляется в виде

q(x) =
∑
|ak|<N

sk
x− ak

+ bN(x), (12)

где sk − целые числа, ak 6= N, bN(z) − аналитическая функция в откры-
том множестве на плоскости, содержащем интервал (−N ; N) .

Мероморфное решение уравнения (11) на промежутке (−N ; N) задает-
ся формулой

umer(x) = CBN(x)
∏
|ak|<N

(
x0 − ak
x− ak

)sk
, BN(x) = e

−
x∫
x0

bN (t)dt

. (13)

10



Представление (12) в виде конечной суммы использовано потому, что ана-
логичное представление рассматриваемого коэффициента на всей прямой

q(x) =
∑
k

sk
x− ak

+ b(x)

невозможно, так как такой ряд может оказаться расходящимся.
Обобщенные функции, соответствующие функции (12), описываются сле-

дующим образом. Обозначим через DN(R) подпространство, состоящее из
ϕ , у которых носитель принадлежит (−N ; N) . Функции (12) соответствует
семейство линейных непрерывных функционалов на DN(R) вида

QN =
∑
|ak|<N

sk

[
P

(
1

x− ak

)
+Mkδak

]
+ bN(x), (14)

где Mk — произвольные комплексные числа. При любых заданных Mk полу-
чаем функционал Q , определенный на всем пространстве D(R) = ∪DN(R) .

При построенном коэффициенте Q формальное решение уравнения (1)
имеет вид

u(x) = umer(x)
S(x)

S(x0)
, (15)

где S(x) =
∏

−N<ak<x
(−1)ske−skMk − кусочно-постоянная функция со скачками

в тех точках ak, где e−skMk 6= (−1)sk.
В разделе 3.3 найдены решения аппроксимирующих уравнений.
На интервале (−N ; N) аппроксимирующее семейство для распределения

(14), порожденное аналитическим представлением, можно задать формулой

qεN (x) =
∑
|ak|<N

λksk
x+ iε− ak

+
∑
|ak|<N

(1− λk)sk
x− iε− ak

+ bN(x), λk =
1

2
+
Mk

2π
i. (16)

Аналогично теореме 1 получаем, что решения задачи Коши для аппрок-
симирующих уравнений с условием uε(x0) = C представляются в виде

uεN (x) = CBN(x)×

×
∏
|ak|<N

(
x0 − ak − iε
x− iε− ak

)sk (x− iε− ak
x+ iε− ak

· x0 − ak + iε

x0 − ak − iε

)λksk (17)

и при x 6= ak и ε → 0 точечно сходятся на (−N ; N) к формальному
решению (15).

В разделе 3.4 найдены условия существования обобщенных решений
уравнения вида (4) с мероморфным коэффициентом. Семейство uεN (x)
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представлено в виде произведения семейств, сходимость которых исследована
в главе 2 при анализе базового уравнения. Сложности при анализе сходимо-
сти произведений связаны с тем, что в пространстве D′(R) предел произведе-
ния может не существовать даже в случае, когда один из двух сомножителей
равномерно сходится к гладкой функции. Достаточные условия, при которых
предел произведения равен произведению пределов, получены в лемме.

Лемма 1. [3; 7] Если семейство функций vε(x) сходится к обобщенной
функции V в смысле теории распределений и для каждого ограниченного
множества существует число ` такое, что выполняется оценка

|vε(x)| ≤
const

ε`
, (18)

а семейство гладких функций fε(x) аналитически зависит от ε и, следо-
вательно, при ε→ 0 сходится к гладкой функции f(x) , то

lim
ε→0

[fε(x)vε(x)] = lim
ε→0

fε(x) · lim
ε→0

vε(x) = f · V.

Из представления (17), используя лемму 1 и результаты главы 2, получаем
основной результат.

Теорема 4. [3] Решения задачи Коши с условием u (x0) = C для аппрок-
симирующих уравнений (2) при аппроксимации (16) коэффициента (14) на
интервале (−N ; N) имеют предел в пространстве распределений тогда и
только тогда, когда для тех значений k, для которых sk > 0 , число Mk

представляется в виде

Mk = iπ

(
1− 2mk

sk

)
,

где mk − целое, такое, что mk ≤ sk или mk ≥ 0.
При этом решения задачи Коши для аппроксимирующих уравнений (2)

на более широком интервале (−N − 1; N + 1) имеют на (−N ; N) такой
же предел, тем самым определено обобщенное решение задачи Коши на всей
прямой.

В главе 4 исследованы обобщенные решения некоторых нелинейных диф-
ференциальных уравнений, классические решения которых имеют особенно-
сти, а именно, рассмотрены уравнения из иерархии, порожденной уравнением
Риккати. Это уравнения вида

Dn
Rw = 0, n = 1, 2, 3, ...,
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где DR есть преобразование дифференциальных выражений, действующие
по формуле

DR =
d

dz
+ γw, z ∈ C, γ ∈ R\{0}. (19)

При n = 1 имеем уравнение Риккати

w′(z) + γw2(z) = 0. (20)

При n = 2 получаем второе уравнение Риккати

w′′(z) + γ2w3(z) + 3γw(z)w′(z) = 0. (21)

Если решение задачи Коши для заданного уравнения имеет полюсы на ве-
щественной прямой, то ему соответствует семейство обобщенных функций на
прямой и требуется выяснить, какие из этих обобщенных функций и в каком
смысле можно считать обобщенными решениями исходного уравнения. По-
этому сначала показано, что аналитические решения уравнений (20) и (21)
имеют в качестве особенностей только полюсы, т.е. эти уравнения облада-
ют свойством Пенлеве, для них вводится понятие обобщенного решения с
помощью аппроксимации начальных условий и получено описание всех обоб-
щенных решений при указанных аппроксимациях.

Раздел 4.1 посвящен исследованию уравнений иерархии Риккати мето-
дом резонансов.

В разделе 4.2 рассмотрено первое уравнение иерархии Риккати (20). На
прямой это уравнение

u′(x) + γu2(x) = 0, (22)

у которого решение задачи Коши с начальным условием u(x0) = C,

x0, C ∈ R, C 6= 0, уходит на бесконечность в точке a = x0 − 1
γC и не

имеет однозначно определенного продолжения через особенность.
Для сопутствующего уравнения Риккати (20) на комплексной плоскости

решение задачи Коши с условием w (z0) = C 6= 0 является рациональной
функцией w(z) = 1

γ(z−a) , где a = z0 − 1
γC , однозначно определенной при

z 6= a. В частности, при вещественных z0 = x0 и C по этой формуле на
всей прямой однозначно определена функция, имеющая особенность в точке
a = x0 − 1

γC , которую будем называть формальным решением задачи Коши
уравнения (22).

Формальному решению соответствует однопараметрическое семейство
обобщенных функций 1

γP
(

1
x−a
)
+ 1

γMδa , где M − произвольная постоянная.
Для введения понятия обобщенного решения рассмотрим решения wε(x)

задачи Коши для уравнения (20) с условиями wε(x0) = Cε , где Cε ∈ C \R и
Cε → C при ε→ 0; wε(x) не имеют особенностей на вещественной прямой.
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Определение 2. Аппроксимацией начального условия будем называть
семейство чисел Cε ∈ C \ R, таких, что Cε → C при ε → 0 . Распределе-
ние W будем называть обобщенным решением задачи Коши для уравнения
(22) с условием u(x0) = C при заданном способе аппроксимации начального
условия, если решения wε(x) задачи Коши для уравнения (20) с условиями
wε(x0) = Cε сходятся при ε→ 0 к W в смысле сходимости в пространстве
D′(R).

Теорема 5. [5] Пусть wε(x) есть решения задачи Коши для уравнения
(20), удовлетворяющие начальным условиям wε(x0) = Cε, где Cε → C при
ε → 0. Семейство wε(x) сходится в пространстве D′(R) только в двух
случаях:

1) если ImCε < 0 для достаточно малых ε, то обобщенным решением
является распределение

W− =
1

γ
P

(
1

x− a

)
− iπ 1

γ
δa;

2) если ImCε > 0 для достаточно малых ε, то обобщенным решением
является распределение

W+ =
1

γ
P

(
1

x− a

)
+ iπ

1

γ
δa.

Раздел 4.3 посвящен построению обобщенных решений второго уравне-
ния иерархии Риккати

w′′(z) + γ2w3(z) + 3γw(z)w′(z) = 0, γ ∈ R\{0}. (23)

Аналитические решения задачи Коши для этого уравнения описаны в сле-
дующей ниже лемме, из которой следует, что уравнение (23) обладает свой-
ством Пенлеве и все его решения являются рациональными функциями.

Лемма 2. [6] Решение задачи Коши для уравнения (23) с условиями
w(z0) = C1, w

′(z0) = C2, где C1, C2 ∈ C, причем C1 и C2 одновременно
не равны нулю, является рациональной функцией и имеет следующий вид:

1) если C2 6= −1
2γC

2
1 , C2 6= −γC2

1 , то

w(z) =
1

γ

[
1

z − a
+

1

z − b

]
, (24)

где

a = z0−
C1

γC2
1 + C2

+

√
−2γC2 − γ2C2

1

γ2C2
1 + γC2

, b = z0−
C1

γC2
1 + C2

−
√
−2γC2 − γ2C2

1

γ2C2
1 + γC2

,
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а знаком √ обозначено одно из значений корня квадратного, т.е. число q,

такое, что q2 = −2γC2 − γ2C2
1 ;

2) если C2 = −γC2
1 , то w(z) = 1

γ(z−a) , где a = z0 − 1
γC1

;

3) если C2 = −1
2γC

2
1 , то w(z) = 2

γ(z−a) , где a = z0 − 2
γC1

.

Рассмотрим второе уравнение Риккати (23) на прямой, т.е. уравнение вида

u′′(x) + γ2u3(x) + 3γu(x)u′(x) = 0, (25)

и задачу Коши для этого уравнения с начальными условиями в точке x0 на
прямой и вещественными C1, C2.

Определение 3. Пусть C1(ε), C2(ε) ∈ C, C1(ε)→ C1, C2(ε)→ C2 при
ε → 0. Если решения wε(x) задачи Коши для уравнения (23) с условиями
wε(x0) = C1(ε), w

′
ε(x0) = C2(ε) не имеют особенностей на вещественной

оси и сходятся при ε → 0 к W в смысле сходимости в пространстве
D′(R), то распределение W будем называть обобщенным решением задачи
Коши для уравнения (25) с условиями u(x0) = C1, u

′(x0) = C2 при заданном
способе аппроксимации начальных условий.

Теорема 6. [6] Количество обобщенных решений уравнения (25) зависит
от соотношений между начальными значениями C1 и C2, а их вид зави-
сит от знаков величин ImC1(ε) и ImC2(ε). При этом возможны четыре
случая.

1. Если C2
1 < − 2

γC2, C2 6= −γC2
1 , то существуют четыре обобщенных

решения уравнения (25)

W±,± =
1

γ
P

(
1

x− a

)
+

1

γ
P

(
1

x− b

)
± iπ 1

γ
δa ± iπ

1

γ
δb,

где

a = x0−
C1

γC2
1 + C2

+

√
−2γC2 − γ2C2

1

γ2C2
1 + γC2

, b = x0−
C1

γC2
1 + C2

−
√
−2γC2 − γ2C2

1

γ2C2
1 + γC2

.

2. Если C2 = −γC2
1 , то существуют два обобщенных решения

W± =
1

γ
P

(
1

x− a

)
± iπ 1

γ
δa, где a = x0 −

1

γC1
.

3. Если C2 = −1
2γC

2
1 , то существуют три обобщенных решения

W± =
2

γ
P

(
1

x− a

)
± iπ 2

γ
δa, W =

2

γ
P

(
1

x− a

)
, где a = x0 −

2

γC1
.
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4. Если C2
1 > − 2

γC2, то формальное решение уравнения (25) является
гладкой функцией и является единственным обобщенным решением.

В приложении приведены примеры сходимости аппроксимирующих реше-
ний для уравнений (7) при других способах аппроксимации, из которых сле-
дует, что условия существования и вид обобщенных решений зависят от спо-
соба аппроксимации и что в общей постановке получение условий существо-
вания обобщенных решений является открытой проблемой даже для простых
на вид уравнений (1) с конкретными обобщенными коэффициентами.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ

Основные научные результаты диссертации
1. Найдены все случаи существования обобщенных решений базовых диф-

ференциальных уравнений, коэффициентами которых являются распределе-
ния, соответствующие функции, имеющей полюс первого порядка в одной
точке, построены обобщенные решения таких уравнений [1; 12; 13; 14; 16; 23].

2. Определены условия разрешимости в пространстве обобщенных функ-
ций семейства дифференциальных уравнений, коэффициентами которых яв-
ляются распределения, соответствующие заданной мероморфной функции [2;
3; 4; 7; 15; 17; 19; 25].

3. Построены обобщенные решения первого и второго дифференциальных
уравнений иерархии Риккати [5; 6; 8; 9; 10; 11; 18; 20; 21; 22; 24].

Принципиально новым в работе является построение решений, являющих-
ся сингулярными обобщенными функциями, в отличие от предшествующих
работ на родственную тематику, в которых рассматривались решения, явля-
ющихся регулярными обобщенными функциями. Качественное отличие за-
ключается в том, что для рассматриваемых линейных дифференциальных
уравнений с обобщенными коэффициентами сингулярные обобщенные реше-
ния существуют только для некоторого дискретного множества обобщенных
коэффициентов и что обобщенными решениями нелинейных уравнений могут
быть только некоторые из обобщенных функций, соответствующих класси-
ческому решению с особенностями.

Рекомендации по практическому использованию результатов
Работа носит теоретический характер. Полученные результаты и методы

исследования могут быть развиты в применении к другим классам диффе-
ренциальных уравнений, встречающихся в приложениях, и использованы при
моделировании процессов, происходящих в средах со сложной структурой.

Результаты диссертации могут быть использованы в учебном процессе на
спецкурсах по дифференциальным уравнениям и функциональному анализу.
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РЕЗЮМЕ

Кузьмина Елена Викторовна

Построение обобщенных решений некоторых дифференциальных
уравнений с помощью аналитической аппроксимации

Ключевые слова: обобщенная функция, дифференциальное уравнение
с обобщенным коэффициентом, аналитическое представление распределения,
произведение обобщенных функций, способ аппроксимации, обобщенное ре-
шение нелинейного уравнения, свойство Пенлеве.

Цель работы: получение условий существования обобщенных решений
некоторых классов обыкновенных дифференциальных уравнений и построе-
ние таких решений.

Методы исследования: теория обобщенных функций, теория аналити-
ческих функций.

Полученные результаты и их новизна.
1. Найдены условия существования обобщенных решений дифференциаль-

ных уравнений, коэффициентами которых являются распределения из одно-
параметрического семейства распределений, соответствующих функции, име-
ющей полюс в одной точке. Такие условия получены впервые, они показыва-
ют, что обобщенные решения существуют только при специальных значениях
параметра.

2. Получены условия существования обобщенных решений дифференци-
альных уравнений, коэффициентами которых являются распределения, со-
ответствующие заданной мероморфной функции. Уравнения с такими коэф-
фициентами ранее не исследовались.

3. Впервые построены сингулярные обобщенные решения нелинейных
дифференциальных уравнений из иерархии Риккати.

Рекомендации по использованию. Полученные результаты и исполь-
зованный подход могут быть применены при построении сингулярных реше-
ний дифференциальных уравнений, возникающих в приложениях. Результа-
ты диссертации могут быть использованы в учебном процессе на спецкурсах
по функциональному анализу и смежным дисциплинам.

Область применения: теория сингулярных решений дифференциаль-
ных уравнений.
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РЭЗЮМЭ

Кузьмiна Алена Вiктараўна

Пабудова абагульненых рашэнняў некаторых дыферэнцыяльных
раўнанняў з дапамогай аналiтычнай апраксiмацыi

Ключавыя словы: абагульненая функцыя, дыферэнцыяльнае раўнанне
з абагульненым каэфiцыентам, аналiтычнае прадстаўленне размеркавання,
здабытак абагульненых функцый, спосаб апраксiмацыi, абагульненае раш-
энне нелiнейнага раўнання, уласцiвасць Пенлеве.

Мэта працы: атрыманне ўмоў iснавання абагульненых рашэнняў нека-
торых класаў звычайных дыферэнцыяльных раўнанняў i пабудова такiх ра-
шэнняў.

Метады даследавання: тэорыя абагульненых функцый, тэорыя
аналiтычных функцый.

Атрыманыя вынiкi i iх навiзна.
1. Знойдзены ўмовы iснавання абагульненых рашэнняў дыферэнцыяльных

раўнанняў, каэфiцыентамi якiх з’яўляюцца размеркаваннi з аднапараметрыч-
нага сямейства размеркаванняў, адпаведныя функцыi, якая мае полюс у ад-
ным пункце. Такiя ўмовы атрыманы ўпершыню, яны паказваюць, што аба-
гульненыя рашэннi iснуюць толькi пры спецыяльных значэннях параметра.

2. Атрыманы ўмовы iснавання абагульненых рашэнняў дыферэнцыяльных
раўнанняў, каэфiцыентамi якiх з’яўляюцца размеркаваннi, якiя адказваюць
зададзенай мераморфнай функцыi. Раўнаннi з такiмi коэффiцыентамi раней
не даследавалiся.

3. Упершыню пабудаваны сiнгулярныя абагульненыя рашэннi нелiнейных
дыферэнцыяльных раўнанняў з iерархii Рыкацi.

Рэкамендацыi па выкарыстаннi. Атрыманыя вынiкi i выкарыстаны
падыход могуць быць ужытыя пры пабудове сiнгулярных рашэнняў дыфер-
энцыяльных раўнанняў, якiя ўзнiкаюць у прыкладаннях. Вынiкi дысертацыi
могуць быць выкарыстаны ў навучальным працэсе на спецкурсах па функ-
цыянальнаму аналiзу i сумежных дысцыплiнах.

Галiна прымянення: тэорыя сiнгулярных рашэнняў дыферэнцыяльных
раўнанняў.
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SUMMARY

Kuzmina Elena Viktorovna

Construction of generalized solutions of some differential equations
using analytical approximation

Key words: generalized function, differential equation with a generalized
coefficient, analytical representation of a distribution, product of generalized
functions, approximation method, generalized solution of a nonlinear equation,
Painleve property.

Purpose of the work: obtaining conditions for the existence of generalized
solutions of some classes of ordinary differential equations and the construction
of such solutions.

Research methods: theory of generalized functions, theory of analytic
functions.

Obtained results and their novelty.
1. Conditions are found for the existence of generalized solutions of differential

equations whose coefficients are distributions from a one-parameter family of
distributions corresponding to a function that has a pole at one point. Such
conditions were obtained for the first time; they show that generalized solutions
exist only for special values parameter.

2. Conditions for the existence of generalized solutions of differential equations
whose coefficients are distributions corresponding to a given meromorphic function
are determined. Equations with such coefficients have not been studied previously.

3. For the first time, singular generalized solutions of nonlinear differential
equations from the Riccati hierarchy have been constructed.

Recommendations for use. The results obtained and the approach used can
be applied in constructing singular solutions of differential equations that arise in
applications. The results of the dissertation can be used in the educational process
at special courses in functional analysis and related disciplines.

Application field: theory of singular solutions of differential equations.
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