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Введение 
 

Пусть ( )F x  – функциональная матрица с элементами ( ),ijf x  тогда 

матричнозначный интеграл 

 

 ( ) ( ) ( ) .
b b b

ij ij
a a a

F x dx f x dx f x dx
           

    (1) 

 

С целью приближенного вычисления интеграла (1) рассмотрим 

квадратурную формулу с постоянной весовой функцией 
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0

( ) ( ), 
b n

k k
a k

F x dx A F x


   (2) 

 

где  

 

 
0 0 0

( ) ( ) = ( ) ,
n n n

k k k ij k k ij k
k k k

A F x A f x A f x
  

           
     

 

которая содержит в качестве параметров коэффициенты 
kA , узлы 

kx  

(чаще  ,  ,kx a b  что необязательно), 0,1,...,k n , и целое неотрицатель-

ное число n . Выбор этих параметров, вообще говоря, не всегда произ-

вольный и обычно подчинен одной или нескольким целям: 

1) минимизации погрешности квадратурной формулы; 2) упрощению 

вычислений (для этого следует, например, выбрать узлы равноотстоя-

щими или потребовать равенства коэффициентов kA C  и рассмотреть 

формулу 
0

( ) ( ) ,
b n

ij k
a k

F x dx C f x


 
   
 

   которая имеет 3n  параметра: 

0 1, , , ,..., nC n x x x ); 3) увеличению степени точности для определенных, 

например, алгебраических матричных многочленов до наивысшей воз-

можной. 

Так как число параметров kA  и kx  равно 2 2n , то естественно ожи-

дать, что квадратурная формула (2) при заданном числе 1n  узлов будет 

иметь алгебраическую степень точности 2 1n . Можно предполагать, что 

такая степень является, как правило, наивысшей возможной. Квадратуры 

наивысшей алгебраической степени точности с постоянным весом, рас-

сматриваемые для матричнозначных функций, аналогично случаю ска-

лярных функций, будем называть квадратурными формулами Гаусса.  

 

Схема построения квадратурных формул Гаусса  

для скалярных функций 

 

Известно (см., напр., [1]), что в случае скалярных функций ( )ijf x  при 

произвольном выборе попарно различных точек 0 1, ,..., nx x x  интерполяци-

онная квадратурная формула 
0

( ) ( )
b n

ij k ij k
a k

f x dx A f x


   с коэффициентами  

 

 
( )

( ) ( )

b
n

k
a

k n k

x
A dx

x x x







 , 0,1,..., ,k n  (3) 
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где 0 1( ) ( )( )...( ),n nx x x x x x x      является точной для алгебраических 

многочленов степени не выше n . Иными словами, если ( )ijf x  – алгебраи-

ческие многочлены степени меньшей или равной n , то 

0

( ) ( ),
b n

ij k ij k
a k

f x dx A f x


   что означает 
0

( ) ( ).
b n

k k
a k

F x dx A F x


   Если же в до-

полнение к указанному правилу (3) для коэффициентов 
kA  в качестве уз-

лов kx , 0,1,...,k n , выбрать корни многочлена 

0 1( ) ( )( )...( )n nx x x x x x x     , ортогонального на отрезке  ,a b  к любому 

алгебраическому многочлену степени не выше n , то алгебраическая сте-

пень точности квадратурной формулы (2) увеличится и станет макси-

мально возможной, равной 2 1n .  

 

Аналогии в случае матричнозначных функций 

 
Рассмотрим аналогичные результаты по решению проблемы по-

строения квадратурных формул наивысшей алгебраической степени точ-

ности для матричнозначных функций ( ) ( )ijF x f x    
 в случае постоянно-

го веса. 

Теорема 1. Если узлы kx , 0,1,...,k n , являются корнями многочле-

на 0 1( ) ( )( )...( )n nx x x x x x x     , ортогонального на отрезке  ,a b  к лю-

бому алгебраическому многочлену степени не выше n , то квадратурная 

формула (2) с коэффициентами ,kA  0,1,..., ,k n  вида (3), точна для лю-

бых матричных алгебраических многочленов степени не выше 2 1n . 

Доказательство. Пусть ( )ijf x  – алгебраические многочлены степени 

меньшей или равной 2 1n . Через ( )n x  обозначим алгебраический мно-

гочлен степени 1n , ортогональный на отрезке  ,a b  к многочленам 

низшей степени: ( ) 0
b

n
a

x x dx   ( 0,1,..., ).n   

Выполним деление ( )ijf x  на ( )n x . Имеем 

 

 ( ) ( ) ( ) ( ),ij n ij ijf x x q x r x  , (4) 

 

где ( )ijq x  и ( )ijr x  – частное и остаток, алгебраические многочлены степе-

ни не выше n . Проинтегрируем обе части равенства (4) от a  до b  и по-
лучим 
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 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
b b b b

ij n ij ij ij
a a a a

f x dx x q x dx r x dx r x dx      . (5) 

 

Интеграл ( ) ( )
b

n ij
a

x q x dx  в формуле (5) равен нулю в силу условия 

ортогональности ( )n x  на отрезке  ,a b  к многочленам низшей степени.  

Через ( )R x  обозначим функциональную матрицу с элементами ( ).ijr x  

Из равенств (1) и (5) имеем 
 

 ( ) ( ) ( ) ( ) .
b b b b

ij ij
a a a a

F x dx f x dx r x dx R x dx
   
        
   

      

 

В качестве интерполяционных узлов ,kx  0,1,..., ,k n  выберем корни 

многочлена ( )n x . Интеграл ( )
b

ij
a

r x dx  точно равен квадратурной сумме 

0

( ),
n

k ij k
k

A r x

  так как степень многочлена ( )ijr x  не выше n , а квадратурные 

коэффициенты по условию заданы по правилу (3), т.е. квадратурная 
формула – интерполяционная и, следовательно, является точной для всех 
алгебраических многочленов степени не выше n .  

В силу представления (4) имеем ( ) ( )ij k ij kr x f x . С учетом равенства 

(5) получим 
0

( ) ( )
b n

ij k ij k
a k

f x dx A f x


   и, следовательно, придем к точному 

равенству 
0

( ) ( )
b n

k k
a k

F x dx A F x


  , если ( )F x  – матричный алгебраический 

многочлен степени не выше 2 1n . 

Покажем, что квадратурная формула (2), в которой выбор узлов и 

коэффициентов определен теоремой 1, не может быть точна для всех 

матричных алгебраических многочленов степени 2 2n , т. е. число 2 1n  

является наивысшей алгебраической степенью точности этой формулы, 

и, следовательно, приближенное равенство (2) – квадратура Гаусса. 

Теорема 2.  Ни при каких коэффициентах kA  и узлах kx , 

0,1,...,k n , приближенное равенство (2) не может быть точным для 

всех матричных алгебраических многочленов степени 2 2n . 

Доказательство. По квадратурным узлам kx , 0,1,...,k n , образуем 

функцию 0 1( ) ( )( )...( )n nx x x x x x x      и рассмотрим случай функцио-

нальной матрицы ( )F x  с одинаковыми элементами 2( ) ( )ij nf x x  – алгебра-

ическими многочленами степени 2 2n . Очевидно, что 2( ) ( ) 0ij k n kf x x   
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для 0,1,...,k n , т.е. квадратура 
0 0

( ) ( )
n n

k k k ij k
k k

A F x A f x
 

 
   
 

   будет нулевой 

матрицей, в то время как интеграл  2( ) ( ) 0 .
b b

n
a a

F x dx x dx
 
   
 

   Таким об-

разом, существует матричный алгебраический многочлен степени 2 2n , 

для которого равенство (2) не является точным.  

 

Заключение 

 

В заключение отметим, что при любом целом неотрицательном зна-

чении n  квадратурная формула (2), в которой выбор узлов и коэффици-

ентов определен теоремой 1, существует и является единственной.  

В общем случае проблема построения квадратур наивысшей алгеб-

раической степени точности для матричнозначных функций с весовой 

функцией, отличной от постоянной (квадратур типа Гаусса), исследована 

в работе [2]. 
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