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А.А. ЛЕВАКОВ, С.А. МАЗАНИК, Г.П. РАЗМЫСЛОВИЧ 

АСИМПТОТИЧЕСКИЕ СВОЙСТВА ДИНАМИЧЕСКИХ СИСТЕМ 
The paper contains a survey of the results on asymptotic theory of linear differential systems, algebraic-differential systems and 

stochastic differential equations and inclusions obtained by the members of the department of higher mathematics the Belarusian 
State University in 2001–2010 years. 

Научные исследования, ведущиеся на кафедре высшей математики БГУ, в основном связаны с за-
дачами асимптотической теории линейных дифференциальных систем, дифференциально-алгебраи-
ческих систем и стохастических дифференциальных уравнений и включений. Работы по этим направ-
лениям были начаты в Беларуси в конце 1950-х гг. под руководством академика АН БССР Н.П. 
Еру-гина и профессора Ю.С. Богданова (заведовал кафедрой со дня ее основания в 1971 г. по
1982 г.) и ведутся в настоящее время под руководством академика НАН Беларуси Н.В. Гайшуна и
академика НАН Беларуси Н.А. Изобова (заведовал кафедрой с 1995 г. по 1999 г.). В настоящей
статье представ-лен краткий обзор основных результатов, полученных сотрудниками кафедры за
последнее десятиле-тие (обзор результатов, полученных в предыдущие годы, содержится в [1]). 
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1. Системы линейных дифференциальных уравнений 
Рассматриваются линейные системы вида 

( ) ,x A t x=�  x ∈ Rn,                                                                     (1.1) 

где A(t) – матрица размерности n × n, элементами которой являются локально интегрируемые на по-
луоси I = [t0, +∞ [, t0∈R, функции aij, i,j = 1, ..., n, sup ( ) .

t I
A t a

∈
≤ Наряду с системой (1.1) рассматрива-

ется система  
( ) ,y B t y=�  y∈Rn,                                                                   (1.2) 

коэффициенты которой имеют ту же гладкость, что и коэффициенты системы (1.1). Будем говорить, 
что система (1.1) приводима к системе (1.2), если существует линейное преобразование x = Ly с абсо-
лютно непрерывной невырожденной на I матрицей L,  переводящее систему (1.1) в систему (1.2), т. е. 
для любого решения y системы (1.2) функция x = Ly – решение системы (1.1) (для любого решения x 
системы (1.1) функция y = L−1x – решение системы (1.2)). Если матрица преобразования L является 
матрицей Ляпунова, т. е. удовлетворяет условию  

1sup(|| ( )|| || ( )|| || ( )||) ,
t I

L t L t L t−

∈
+ + < +∞�  

то системы (1.1) и (1.2) будем называть приводимыми по Ляпунову, или асимптотически эквивалент-
ными (см. [2]). Если к тому же L(t) → C при t→+∞, где C – некоторая невырожденная матрица, то 
системы (1.1) и (1.2) будем называть C-асимптотически эквивалентными, а в случае единичной мат-
рицы С –  Е-асимптотически эквивалентными. В работах [3–6] получены критерии и достаточные ус-
ловия C- и Е-асимптотической эквивалентности линейных систем, построены асимптотические инва-
рианты этих преобразований, построены системы с бесконечно дифференцируемыми коэффициента-
ми с заранее заданными асимптотическими характеристиками. В частности, показано [7], что любая 
система (1.1) асимптотически эквивалентна системе с бесконечно дифференцируемыми коэффициен-
тами. 

Исследованию приводимости по Ляпунову линейных систем в случае экспоненциально малых воз-

мущений посвящены работы [8–12]. Показано [8], что если ( ( ) ( )) || ,t

t

B u A u du Ce
+∞

−σ− ≤∫||  0, > 2 ,t a≥ σ  
 

где C – некоторая постоянная, то системы (1.1) и (1.2) являются эквивалентными по Ляпунову и 
доказана неулучшаемость оценки σ > 2a во множестве всех линейных систем. Получен общий 
интегральный признак асимптотической эквивалентности линейных систем:  

( , )( ( ) ( )) ( , ) < 1,lim A A
t t

X t B A X t d
+∞

→+∞
τ τ − τ τ τ∫ || ||

 
где ( , )AX t τ  – матрица Коши системы  (1.1). Введены понятия коэффициента r(A) и показателя ρ(A) 
приводимости линейных систем, определяемые как точные нижние грани множеств R(A) и Rλ(A) тех 
значений σ, при которых система (1.2) асимптотически эквивалентна системе (1.1) при любом воз-
мущении Q(t) = B(t) – A(t), удовлетворяющем условию ( ) || ( ) tQ t C Q e−σ≤||  или условию 

1[ ] lim ln ( ) || 0,
t

Q t Q t−

→+∞
λ ≡ ≤ −σ ≤||  σ ≥ 0, t∈I, соответственно. Доказано их совпадение для любой систе-

мы (1.1), что позволяет ввести индивидуальную асимптотическую характеристику системы (1.1) – ко-
эффициент приводимости rA = r(A) = ρ(A), и показано различие его поведения по отношению к ука-
занным возмущениям. Результаты по систематическому исследованию свойств преобразований Ля-
пунова, их инвариантов и систем-представителей классов асимптотически эквивалентных систем 
представлены в [13].  

В работах [14, 15] доказано совпадение величин неправильности систем (1.1) и (1.2) в случае, ко-
гда характеристический показатель Ляпунова λ[B – A] меньше взятого с противоположным знаком 
коэффициента неправильности Гробмана системы (1.1), и получены достаточные условия совпадения 
максимальных нижних показателей систем (1.1) и (1.2). 

С помощью метода отражающей функции В.И. Мироненко (см., например,  [16]) построен [17, 18] 
класс линейных дифференциальных систем, обладающих блочно-диагональными отражающими мат-
рицами. Изучены двухточечные краевые задачи для построенного класса систем и получены необхо-
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димые и достаточные условия существования их решений. В случае периодичности матрицы коэф-
фициентов указанных систем построены отображения за период и получены уравнения для нахожде-
ния мультипликаторов системы. Полученные результаты использованы для изучения вопросов суще-
ствования и устойчивости периодических решений построенного класса линейных систем с периоди-
ческими коэффициентами. 

2. Стохастические дифференциальные уравнения и включения 
Объектом исследований являются стохастические дифференциальные уравнения Ито 

( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ),dx t f t x t dt g t x t dW t= +  t ≥ 0, x∈Rd,                                     (2.1) 
где W(t) – стандартный винеровский процесс. Для уравнения (2.1) с измеримыми по Борелю локально 
ограниченными коэффициентами  f и g получены новые теоремы существования сильных и слабых 
решений, охватывающие решения типа скользящего режима [19–27]. Исследована [28] проблема  
существования жизнеспособных решений уравнения (2.1), удовлетворяющих условию x(t)∈K(t,x(t)), 
где K – некоторое полунепрерывное сверху многозначное отображение.  

В работе [29] доказана теорема существования слабых решений стохастических дифференциаль-
ных уравнений с отражением от границы 

0
0 0

( ) (τ (τ)) τ (τ (τ)) (τ) ( ), 0, ,
t t

x t x f ,x d g ,x dW K t t x D= + + + ≥ ∈∫ ∫  

где D – область в Rd, удовлетворяющая условиям Лионса – Шнитмана, 0 ,x D∈  функции f  и g  из-
меримы по Борелю и ограничены, K(t) – процесс ограниченной вариации, причем вариация K  воз-
растает лишь когда ( ) .x t D∈∂  

Получена теорема существования решений стохастических дифференциальных уравнений с дроб-
ным броуновским движением 

( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ) ( , ( )) ( ), 0, ,H ddx t f t x t dt g t x t dW t b t x t dB t t x= + + ≥ ∈R  
где BH(t) – дробное броуновское движение с индексом Херста H ∈ (0,5;1), функции  f, g, b  удовлетво-
ряют локальному условию Липшица [30].  

Исследована непрерывная зависимость от начальных условий и правых частей для слабых реше-
ний стохастических дифференциальных включений [19] 

( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ),dx t f t x t dt g t x t dW t∈ +  t ≥ 0, x ∈ Rd, 
с измеримыми полунепрерывными сверху многозначными отображениями  f,  g, значения которых – 
непустые выпуклые замкнутые множества. 

Получено интегральное представление решений стохастической дифференциальной системы 
( ) ( ( , ( )) ( , ( ))) ( , ( )) ( ),dx t f t x t dt q t x t dt g t x t dW t= + +  t ≥ 0, x ∈ Rd, 

через решения невозмущенной обыкновенной системы dx(t) = f(t, x(t))dt и на основе этого представ-
ления изучена устойчивость ряда нелинейных стохастических систем [31, 32].  

Установлен [19] аналог теоремы Барбашина – Красовского для автономных стохастических диф-
ференциальных включений 

( ) ( ( )) ( ( )) ( ),dx t f x t dt g x t dW t∈ +  t ≥ 0, x ∈ Rd. 
Найдены критерии ограниченности в среднеквадратическом решении систем линейных стохасти-

ческих уравнений [33] 
( ) ( ) ( ) ( ) ( ),dx t A t x t dt g t dW t= +  t ≥ 0, x∈Rd, 

где A(t) – действительная (n×n)-матрица с непрерывными элементами. 
Построены точные методы интегрирования ряда нелинейных стохастических дифференциальных 

уравнений [19].  
В рамках общей теории стохастических дифференциальных уравнений в бесконечномерных про-

странствах получены оценки функционалов от решений для стохастических дифференциально-
функциональных уравнений [25, 34] 

( ) ( , ) ( , ) ( ),t tdx t f t x dt g t x dW t= +  t ≥ 0, x∈Rd,                                     (2.2) 
где xt = {x(t + τ) | −h ≤ τ ≤ 0} – элемент пространства C([–h,0], Rd), h ≥ 0 – запаздывание, функции f, g 
измеримы по Борелю и локально ограничены. С помощью этих оценок доказаны теоремы существо-
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вания слабых решений стохастического дифференциально-функционального уравнения (2.2) с раз-
рывными коэффициентами и вырожденным оператором диффузии [25, 26, 34]. 

Рассмотрено стохастическое эволюционное уравнение 
( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ),dx t Ax t dt f t x t dt g t x t dW t= + +  t ≥ 0, x ∈ H,                         (2.3) 

где H – сепарабельное гильбертово пространство, W(t) – цилиндрическое броуновское движение со 
значениями в сепарабельном гильбертовом пространстве U, A – генератор компактной полугруппы 
S(t) на H, функции  f, g  измеримы по Борелю и локально ограничены. В работах [35–39] получены 
теоремы существования решений для уравнения (2.3). Исследована непрерывная зависимость реше-
ний уравнения (2.3) от начальных условий и правых частей [40].  

Найдены достаточные условия отсутствия взрывов у решений стохастических эволюционных 
уравнений [41] 

( ) ( ) ( , ( )) ( , ( )) ( ),dx t Ax t dt f t x t dt g t x t dW t= + +  t ≥ 0, x ∈ H, 
с измеримыми локально ограниченными функциями  f, g  и оператором A, порождающим сильно не-
прерывную полугруппу S(t).  

Для стохастического волнового уравнения 
2( , ) ( , ) ( , , ( , )) ( , , ( , )) ( , ),ttu t x a u t x f t x u t x g t x u t x W t x= ∆ + +  t ≥ 0, x∈Rd,  u ∈R, 

с измеримыми локально ограниченными функциями f, g,  пространственно однородным броуновским 
движением W(t, x) доказана теорема существования решений [42].  

Современное состояние основных разделов теории стохастических дифференциальных уравне-
ний – теоремы существования, теория устойчивости, методы интегрирования – представлено в моно-
графии [19].   

3. Дифференциально-алгебраические системы 
Рассматриваются не разрешенные относительно производной неоднородная система вида 

0 ( ) ( ) ( ), 0,A x t Ax t f t t= + ≥�                                                           (3.1) 
и система управления 

∫ ≥−+−++=
h

,t,dsstusBhtuBtButAxtxA
0

10 0)()()()()()(�                                  (3.2) 

с начальным условием 
0 0(0) , ( ) { ( ) ( ), [ ,0)},x x u u t t t h= ⋅ = = ϕ ∈ −  

где x∈Rn, u∈ Rr, A0, A, B, B1 – постоянные матрицы соответствующих размеров; B(t) – матричная 
функция; x0 – заданный n-вектор; h, h > 0, – действительное число (запаздывание); f(t), ϕ(t) – некото-
рые n-вектор функции. 

Системы (3.1), (3.2) называются регулярными, если найдется число λ0 ∈ C такое, что det(λ0A0 – A) ≠ 0. 
Ясно, что если А = 0 и detA0 = 0, то системы (3.1), (3.2) являются нерегулярными. Для нерегулярной 

системы (3.1) получены необходимые и достаточные условия существования решений и указана фор-
мула ее общего решения [43]. В работе [44] рассмотрены некоторые виды управляемости таких систем. 

Для регулярных же систем (3.1), (3.2) установлены условия существования решений [45–48] и в 
случае, когда матрица B1 = 0, B(s) ≡ 0, s∈[0, h], для системы управления (3.2) исследованы различные 
виды управляемости [49–52], получены критерии этих видов управляемости, выраженные либо через 
параметры исходной системы, либо в терминах специального решения соответствующей регулярной 
неоднородной матричной системы, которое играет роль, аналогичную роли матрицы Коши для обык-
новенных дифференциальных систем. 

В случае, когда A0 является единичной матрицей, для системы управления (3.2) получены крите-
рии относительной, полной H-управляемости и полной управляемости по выходу [53]. 

Исследованы некоторые типы управляемости дифференциально-алгебраических систем вида 
0 1( ) ( ) ( ) ( ),A x t Ax t A x t h Bu t= + − +� а также их дискретных аналогов [54–56]. 

*   *   * 
Представленные результаты, естественно, не охватывают всех исследований, проводимых сотруд-

никами кафедры (см., например, [57–78]). В частности, в монографиях [62–65] построена теория ко-
лец с дополнительной операцией суперпозиции (m-колец), исследованы свойства категории m-колец 
и их гомоморфизмов, а также категорий модулей над ними. Вопросы модулярного разрешения секре-
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та в кольцах и генерации модулей для схем разделения секрета рассмотрены в [66–70]. Классифика-
ция четырехмерных однородных неразрешимых пространств Эйнштейна и решения уравнения  
Эйнштейна – Максвелла на четырехмерных однородных псевдоримановых пространствах представ-
лены в [71, 72]. Получены разложения сингулярного интеграла с логарифмической особенностью и 
ядром Коши, позволяющие построить эффективные вычислительные схемы приближенного решения 
сингулярного уравнения первого рода с ядром Коши [73–75]. Применение функций гиперкомплекс-
ного переменного к интегрированию систем дифференциальных уравнений рассмотрено в [76–78]. 

Авторы выражают признательность академику Н.А. Изобову за внимание к работе и искренне бла-
годарят доцентов кафедры высшей математики Л.А. Альсевич, Д.Ф. Базылева, В.И. Булатова, 
С.В. Ведерникова, О.А. Кастрицу, Б.Б. Комракова, Г.В. Матвеева, Н.Я. Радыно, А.В. Филипцова, 
В.М. Ширяева и кандидата физико-математических наук ассистента М.М. Васьковского за предос-
тавленные материалы и полезное обсуждение содержания статьи. 
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