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Рассмотрено совместное применение библиотек Numpy, Sympy, Matplotlib и ба-

зовых средств языка Python для аналитических вычислений и построения некоторых 
кривых (подера, соприкасающаяся окружность, эволюта) на плоскости.  
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Введение 
 
Компьютерные технологии занимают все более существенное место 

в образовании. Появление компьютерных технологий значительно расши-
рило установленные границы процесса обучения и способствовало каче-
ственному улучшению уровня образованности. Обучение будущих специ-
алистов использованию компьютерных технологий в процессе решения 
задач по дисциплинам специальности создает фундамент для применения 
полученных навыков в профессиональной деятельности. 

Применение систем компьютерной математики (СКМ) существенно 
облегчает и расширяет возможности проведения аналитических и числен-
ных вычислений, визуализацию решения и хранение данных. Визуализа-
ция промежуточных результатов и решения задачи облегчает понимание 
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и сути исследуемых процессов и явлений, и зависимости изменения реше-
ния от влияния значений используемых параметров или переменных. Ис-
пользование СКМ при преподавании математических дисциплин (анали-
тической геометрии, математического анализа, дифференциальных урав-
нений и других) позволяет сделать излагаемый материал более доступным 
и наглядным для восприятия [1–8]. 

Коммерческие СКМ, такие как Maple, Mathematica, Mathcad, Matlab, 
достаточно дороги, и не каждый пользователь или учебное заведение мо-
жет приобрести системы с высокой стоимостью индивидуальной лицен-
зии. В образовательном процессе возможно приобретение недорогой под-
писки на веб-сервис СКМ, либо, для замены коммерческого программного 
обеспечения, использование бесплатных СКМ, например, Maxima, Scilab, 
Octave, Smath Studio, Sympy. Со сравнительным анализом СКМ – Maple, 
Mathematica, Matlab и Sympy можно ознакомиться в статье [9]. 

В данной статье приведены примеры использования бесплатной биб-
лиотеки Sympy, написанной на языке Python, для аналитических вычисле-
ний и визуализации некоторых задач из курса математического анализа и 
дифференциальной геометрии. 

 
Теоретический материал 
 
Подерой (Pedal curve) плоской кривой  относительно точки 

 называется множество оснований перпендикуляров, опущенных 
из точки  на касательные к данной кривой.  

Если функция задана параметрически x(t) (t), y(t) (t)=ϕ =ψ , , 
то параметрическое уравнение подеры имеет вид [10]: 

2
a(t) x(t)K(t) y(t)X(t) K(t),

1 K (t)
+ −

=
+

     2
a(t) x(t)K(t) y(t)Y(t) a(t) ,

1 K (t)
+ −

= −
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где   0 0a(t) y x / K(t),= +      K(t) y (t) / x (t)′ ′= . 
Если кривая задана в полярной системе координат  ( ) f ( ),ρ ϕ = ϕ  то ее 

можно представить в параметрическом виде  x(t) f (t)cos t, y(t) f (t)sin t= = . 
Кривизна кривой y f (x)=  в точки 0 0O(x , y )  вычисляется по формуле  

   при   0x x= . 

Координаты центра соприкасающейся окружности (Osculating circle) 
с кривой  в точке  вычисляются по формуле [12]: 
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Параметрическое уравнение соприкасающейся окружности имеет 
вид: 

cx(t) x R cos t= + ,       cy(t) y R sin t= + ,    [ ]t 0, 2∈ π , 
где R −  радиус окружности, R 1= Κ . 

Если кривая задана параметрически – x(t) (t), y(t) (t)=ϕ =ψ , то кри-
визна и координаты соприкасающейся окружности вычисляются по фор-
мулам [11]: 

2 2 3

x (t) y (t) x (t) y (t)1
R ((x (t)) (y (t)) )

′ ′′ ′′ ′−
Κ = =

′ ′+
   при   , 

c 2 2
x (t) y (t) x (t) y (t)x x(t) y (t)

(x (t)) (y (t))
′ ′′ ′′ ′− ′= −

′ ′+
,      c 2 2

x (t) y (t) x (t) y (t)y y(t)
(x (t)) (y (t))
′ ′′ ′′ ′−

= +
′ ′+

. 

Эволютой (Evolute) кривой называется геометрическое место цен-
тров соприкасающихся окружностей [12]. 

 
Аналитические вычисления и построение  
некоторых кривых на плоскости  
 
Пример 1. Построить график функции (четырехлепестковая роза) 

( ) cos 2ρ ϕ = ϕ . Найти параметрический вид подеры и построить ее график 
относительно точки  . 

 
Python – документ 
 
from sympy import * 
import numpy as np 
import matplotlib.pyplot as plt 
from sympy.plotting import plot 
a,x,y,X,Y = symbols("a,x y,X,Y", cls=Function) 
t = symbols("t"); x0=0; y0=0;  
x=cos(2*t)*cos(t); y=cos(2*t)*sin(t) 
k=(y.diff(t))/(x.diff(t)); a=y0+x0/k; r=simplify((a+x*k-y)/(1+k**2)) 
X=simplify(r*k); Y=simplify(a-r) 
print("==== Подера - параметрическое представление ") 
print('== x(t) = '); pprint(X);  print('== y(t) = '); pprint(Y) 
# Построение графиков   
interval = np.arange(0, 2*np.pi, 0.05) 
x_val = [x.subs(t, value) for value in interval] 
y_val = [y.subs(t, value) for value in interval] 
X_val = [X.subs(t, value) for value in interval] 

0tt =

)0,0(O
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Y_val = [Y.subs(t, value) for value in interval] 
fig = plt.figure(figsize=(7,7)) 
plt.title('Построение подеры ', fontsize=14) 
plt.xlabel('x(t)', fontsize=14); plt.ylabel('y(t) ', fontsize=14) 
plt.plot(x_val, y_val,label='Original curve',linewidth=3.0,color='k') 
plt.plot(X_val, Y_val,'--', label='Pedal curve',linewidth=2.5,color='k') 
plt.grid(); plt.legend(loc='best',fontsize=12) 
 
Результаты вычислений и визуализация кривых (рис.1,2). 
 

 
Рис. 1. Результаты вычислений 

 

 
Рис. 2. Построение подеры 

 
Пример 2. Построить гипоциклоиду x(t) = 5cost + cos5t, y(t) = 5sint – 

sin5t, соприкасающуюся окружность при t0 = 1,3 и эволюту. 
Результаты вычислений и визуализация кривых (рис.3, 4, 5). 
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Рис. 9. Результаты вычислений 

 

 
 

Рис. 4. Построение соприкасающейся окружности 
 

 
 

Рис. 5. Построение эволюты 
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