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Физика

У Д К  535.37
Е. С. ВОРОПАИ, В. А. Г  ЛИСЕНОК,

В. А. САЕЧНИКОВ, А. М. С АР Ж ЕВ С КИ Й

В Л И Я Н И Е  О Р И Е Н Т А Ц И О Н Н О Й  Д И П О Л Ь Н О Й  Р Е Л А К С А Ц И И  
НА С П Е К Т Р А Л Ь Н О -Л Ю М И Н Е С Ц Е Н Т Н Ы Е  С В О Й С Т В А  

Р А С Т В О Р О В  С Л О Ж Н Ы Х  М О Л Е К У Л  В У С Л О В И Я Х  
В З А И М О Д Е Й С Т В И Я  С Л А З Е Р Н Ы М  И З Л У Ч Е Н И Е М

С пектрально-лю м инесцентны е свойства активи рованны х  растворов  во 
многом определяю тся  процессами м еж м о л еку л яр н о й  релаксац и и  (М М Р ),  
р азви ваю щ и м и ся  вслед  за  актам и  возбуж ден и я  и д езак ти ви зац и и  при­
месных молекул. Спектроскопические проявления  М М Р  при в о зб у ж д е ­
нии растворов  излучением м алой интенсивности изучены достаточно 
полно [1, 2]. И сследован и я  ж е  этих особенностей М М Р  при взаи м одей ст ­
вии с интенсивным л азер н ы м  излучением н ачали сь  лиш ь в последние 
годы. В р аботах  [2— 6] показано , что, варьи руя  интенсивность, д л и тел ь ­
ность и спектральны й состав воздействую щ его на вещество излучения, 
м ож но у п р авл ять  процессами М М Р , а следовательно, и оптическими 
свойствам и р аствора . Это у к а зы в а е т  на сущ ествование нового круга  не­
линейны х фотофизических явлений. Н а с то я щ а я  работа  посвящ ена д а л ь ­
нейшему развитию  теоретического описания этих явлений и их эксп ери ­
ментальном у исследованию.

Д остаточн о  строгий и последовательны й расчет  сп ектрально-лю м ине­
сцентных х ар актер и сти к  растворов  м ож ет  быть выполнен с помощью 
уравнений бал ан са  и осцилляторной модели примесных молекул. П ри 
этом необходимо учиты вать  статистическое распределен ие  м олекул а к т и ­
вато р а  по степени взаим одействия  с окруж ением . В общем случае такое 
распределен ие  связан о  как  с ф луктуац ионн ы м и разл и ч и ям и  бли ж айш его  
о кр у ж ен и я  молекул, т а к  и с релаксац и ей  окруж ения  после акта  в о зб у ж ­
ден ия  или дезак ти в ац и и  мо-

lT
лекулы . Это приводит к необ­
ходимости рассм атр и вать  р а с ­
твор в виде статистического 
набора  «элем ентарны х ячеек» 
[7, 8]. К а ж д а я  ячей ка  имеет ин­
дивидуальную  конфигурацию  
располож ен ия  молекул р а с тв о ­
рителя, определяю щ ую  р а с ­
стояние м еж ду  уровням и ячей ­
ки и вероятности переходов 
м еж д у  ними, что и проявляется  
в неоднородном уш ирении 
спектров поглощ ения и и злуче­
ния раствора  в целом. Д л я  а н а ­
л и з а  процессов поглощ ения и 
излучения света в « эл ем ен тар ­
ной ячейке» воспользуем ся  че­
ты рехуровневой  схемой [1, 2],
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Рис. 1. Четырехуровневая схема. Возможные 
переходы с поглощение^ (1)  и излучением (2) 

света. Релаксация окружения (3)
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изображ енн ой  на рис. 1. Отметим, что к а ж д а я  « элем ен тарн ая  ячей ка»  
имеет собственные п ар ам етр ы  четырехуровневой схемы, т. е. свое зн а ч е ­
ние времени ж и зни  в основном xg и возбуж денном  хе состояниях, постоян­
ную времени р ел аксац и и  т д и величину релаксац и он н ы х  сдвигов э л е к ­
тронных состояний Ag и Де. В зависимости  от типа «ячейки» р ел ак сац и я  
м ож ет  соп ровож даться  к ак  ум еньш ением  (релаксац и я  вн и з) ,  т а к  и у в е ­
личением (р ел ак сац и я  вверх) [9, 10] частоты 0— 0 перехода.

В общем случае  переходы м еж д у  электронн ы м и состояниями кон ку­
рирую т с установлением  равновесия  в «элем ентарной  ячейке», и за  счет 
М М Р  д л я  к аж д о го  типа ячеек  будет возни кать  определенное р асп р ед ел е ­
ние молекул по релаксаци онны м  подуровням  основного и возбуж денного  
состояний. Это распределен ие  м ож ет  быть описано посредством ф ункций 
распределения  по значениям  какой-либо выделенной частоты  х '  (н ап р и ­
мер, частоты  0— 0 перехода в спектре поглощ ения или излучения) д л я  
невозбуж денны х pg(v ')  и возбуж ден н ы х  pe (v ') молекул. Тогда  уравнени я  
бал ан са  д л я  данного  типа ячеек  м ож но зап и сать  в виде

=  D A n e —  n e [ x j l +  $ре {х ' ,  t) d v '  J beg (Q, v ' ,  v, t ) U e ( y ) d x ] +

+  n g J P g ( 'v '< bge(Q< v '< v > t ) U s { x ) d v ,  ( 1)

ne (Q) +  ng (Q) =  - g ^ - .

Здесь  ne (Q) и n g (Q) — плотность населенностей возбуж денны х и невоз­
буж денны х молекул, ориентированны х в н ап равлени и  Q; D  — к о э ф ф и ­
циент вр ащ ател ьн о й  диф фузии; А — угловая  часть оператора  Л а п л а с а ,  
beg( Q, v ', v, t) и bge(Q, v' ,  v, i) — спектральны е  плотности д и ф ф ер ен ­
циальны х коэффициентов Эйнш тейна д ля  вы нуж денного  излучения и по­
глощ ения в задан н ой  ячейке. Д л я  общности полагаем , что вы нуж денн ы е 
переходы возни каю т под действием двух потоков ради ации , один из к о ­
торых со спектральной плотностью Ug (v)  приводит преимущ ественно 
к возбуж дению  молекул , а другой, с плотностью Ue(v)  — к в ы н у ж д ен ­
ному излучению (световому ту ш е н и ю ) . З н а я  плотности населенностей 
состояний ячеек, по известной методике [11], мож но рассчи тать  спек­
трально-лю м инесцентны е характери сти ки  всех типов центров. Д л я  опре­
деления н аб лю д аем ы х  на опыте величин д ал е е  необходимо провести 
усреднение по начальн ом у  состоянию всех «элем ентарны х ячеек».

В р ем енная  зависимость  входящ их в (1) коэффициентов Эйнш тейна 
обусловлена двумя ф акторам и : ф луктуац и ям и  окруж ения  и М М Р . П е р ­
вый процесс флуктуационны й, другой —  упорядоченный. Р азд ел ь н о е  р а с ­
смотрение ф луктуац ий  окруж ения  и М М Р  является  при ближ енны м . 
В озм ож н ость  такого  п ри ближ ения  обосновывается  тем, что энергия 
ориентационного взаим одействия  молекул  с окруж ением  в несколько 
раз  больш е энергии теплового д ви ж ен и я  молекул. С ледовательно, п ро­
цессы М М Р  происходят быстрее, чем ф луктуационны е наруш ения б л и ­
ж ай ш его  окруж ения  молекулы . Д л я  оценок скорость последнего п ро­
цесса м ож н о п олож ить  равной  скорости вр ащ ател ьн о й  диф ф узи и, т. е. D.  
Т аким  образом , ф луктуационной перестройкой ячейки мож но пренебречь, 
когда  в к а ж д о м  акте  «поглощ ение света  — дезак ти вац и я»  не содерж ится  
информ ации о предш ествую щ их актах  и хар актер н ы е  м асш табы  времени 
д ля  процессов, разви ваю щ и хся  в пределах  одной «элементарной ячейки», 
меньше времени вращ ательн ой  диф ф узи и  D ~ l. С мысл этих утверж ден ий  
будет ясен из дальн ей ш и х  примеров. О сновная трудность при вы полне­
нии расчетов закл ю чается  в вычислении функции распределения  pg(v ', t) 
и pe(v/ , t ) . Р елаксац и он н ую  часть  зависимости  коэфф ициентов Э йнш тейна 
от времени мож но св я зать  с изменением со временем частоты  0— 0 пе­
рехода, а ф луктуационную  описать  в р а м к а х  стохастического подхо­
д а  [12]. Если скорость ф луктуац ий  окруж ен и я  намного больш е в ер о ят ­
ностей переходов с поглощ ением или излучением света, то в уравн ен и ях  
б ал ан са  соответствую щ ие коэфф ициенты  Эйнш тейна м ож но р а с с м ат р и ­
вать как  усредненные по ф луктуац ионн ом у движ ени ю  молекул.
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Спектроскопические проявления  М М Р  оп ределяю тся  соотнош ениями 
м еж д у  вероятн остям и спонтанных и вы нуж денн ы х переходов, скоростью  
рел ак сац и и  и флуктуационного  наруш ения окруж ен и я  молекул. Р а с с м о т ­
рим некоторые частные случаи.

1. П о л н ая  р ел аксац и я  в основном и возбуж денном  состоянии (тд<С 
<Сте, т g).  Этот случай хорош о изучен в линейной спектроскопии [1, 2] 
и соответствует м ал о в язки м  растворам . Н езависим о  от значений Ug’(v)  
и He (v), определяю щ и х время xg и т е, переходы с поглощ ением и и зл у ­
чением происходят из равновесных состояний и (см. рис. 1). При 
использовании уравнений баланса вероятности переходов здесь можно рас­
сматривать как усредненные по флуктуационному движению окруж ения, 
если только не ставится задача изучения поведения системы на времен­
ных интервалах порядка D - 1 .

2. П о л н ая  р е л а к с а ц и я  в основном и ч астичная  в возбуж денном  со­
стоянии ( f e~TH<CTg). И злучение в этом случае  происходит в совокуп­
ности релаксационных уровней возбужденного состояния (см. рис. 1). 
В линейной спектроскопии такая  ситуация реализуется для достаточно 
вязких растворов за счет конкуренции процессов М М Р и дезактивации 
возбуждения. При этом, по сравнению с маловязким раствором, спектр 
люминесценции сдвигается в коротковолновую область и уширяется, н а ­
блюдается зависимость степени поляризации по спектру люминесценции, 
обусловленная броуновским вращением молекул [ 1].

В условиях  светового туш ения лю минесценции конкуренция д е з а к т и ­
вации возбуж дения  и М М Р  м ож ет  п роявляться  и д ля  м ал о вязки х  р а с т ­
воров [5]. По м ере увеличения интенсивности туш ащ его  излучения здесь  
т а к ж е  следует о ж и д ать  разви ти я  коротковолнового  сдвига спектра л ю ­
минесценции [13] и спектральной зависимости  степени поляризац ии  по 
полосе испускания [5]. П оследнее  обусловлено налож ен и ем  р а зв и в а ю щ е ­
гося во времени релаксаци онного  сдвига спектра и д еп оляри зац и и  или 
реп оляри зац и и  при световом тушении [14, 15].

П ри  расчетах  здесь удобнее пользоваться  распределен ием  не по ч асто ­
там  v',  а по времени t '  пребы вания  молекулы  в возбуж денном  состоянии. 
И ск о м ая  функция рe ( f )  находится  из уравнений

=  _  We  (Г )  {т-1  +  J beg (Q, V , Г )  и  (v) dv),  (2)

Г ( 0 )  =  1,

где то — время спонтанной д езактивации . Ф луктуационны м и и зм ен е­
н и ям и  коэфф ициента  Эйнш тейна в этом случае  м ож но пренебречь.

Н а  рис. 2 приведены некоторые р езультаты  численных расчетов спек­
трально-лю м инесцентны х х ар ак тер и сти к  модельной системы, близкой 
по свойствам к спиртовым растворам  производны х ф тал и м и да  при р а з ­
личных п ар ам етр ах  светового туш ения S = x ef B eg(v, o o ) U ( v ) d v ,  где 
B eg(v, о о ) — значение интегрального  коэф ф иц иента  Эйнш тейна после 
заверш ен и я  рел ак сац и и  ( f  =  oo). Э ксп ери м ентальн ы е спектральны е з а ­
висимости степени поляризац ии  и зо б р аж ен ы  на рис. 3. К ак  видно, н а ­
блю дается  качественное соответствие р езультатов  теории д ля  случая  
рел ак сац и и  вниз и эксперим ента. К оличественного соответствия в д а н ­
ном случае о ж и д ать  трудно, т а к  к а к  расчеты  (см. рис. 2 ) проводились 
для  стационарного  случая  и не учи ты вали  броуновского вращ ен ия  м оле­
кул и флуктуационного  уш ирения уровней спектра излучения. П оследний 
ф актор  м ож ет  быть особенно существенным. И звестно [9, 10], что центры, 
ответственные за  поглощ ение в наи более  длинноволновой  области  сп ект­
ра , могут испыты вать рел аксац и ю  «вверх», сопровож даю щ ую ся  коротко­
волновым смещением спектра  излучения. К а к  видно из сравнения р е зу л ь ­
татов  расчетов, показан н ы х  на рис. 2 , х ар ак тер  наблю даю щ и хся  закон о-
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Рис. 2. Зависимости степени поляризации от частоты регистрации 
люминесценции (1—8, 2'—8') и спектры люминесценции (1", 2")  при 
взаимно перпендикулярном (1—8, 1", 2")  и параллельном (2 '—8 ',1")  
направлении векторов поляризации потоков Ug (v) u U ^ ( v ) ,  рассчи­
танные при !gS  =  — оо ( / ,  Г ) ;  0 (2 ,  2'); 0 ,5 (3 ,  3 ); 1 (4, 4')\ 1 ,5 (5 ,

мерностей при р ел аксац и и  «вверх» и «вниз» существенно разли ч ается .  
П о этой причине возбуж дение  д а ж е  небольш ого числа центров, о твечаю ­
щ их за  длинноволновое поглощение, м о ж ет  вли ять  на р езультаты  эк сп е ­
римента. В этой связи  отметим, что, в о зб у ж д а я  люминесценцию в д а л е ­
кой антистоксовой области  длинноволновой  полосы поглощ ения 
и используя интенсивное световое тушение, можно, по-видимому, н а б л ю ­
д ать  коротковолновое смещение спектра лю минесценции д а ж е  при 
использовании во зб у ж д аю щ и х  импульсов наносекунд.ной длительности. 
Д л я  этого нуж но настолько  уменьш ить время ж изни в возбуж денном  
состоянии, чтобы исклю чить  ф луктуационную  перестройку уровней.

3. П о л н а я  р ел аксац и я  в возбуж денном  и частичная  — в основном 
состоянии (тг ~ - т в <Сте) • Этот случай м ож но р еал и зо в ать  только  м ето­
д ам и  нелинейной спектроскопии в м ал о в язк и х  раство р ах  за  счет б оль­
шого значения  вероятности поглощ ения света. Его м атем атическое  опи­
сание  аналогично преды дущ ему. Увеличение плотности во зб у ж д аю щ ей  
р ади ац и и  д о лж н о  .приводить к  красн ом у  смещению  спектра поглощ ения 
и спектральной зависимости  ди хрои зм а  поглощ ения из основного состоя­
ния. Э ксп ери м ентальн о  эти эф ф ек ты  ещ е не изучались.

4. Ч асти чн ая  р ел ак сац и я  в основном и возбуж денном  состоянии 
( T g ~ T e-— хд ) . В этом случае больш инство  переходов с поглощ ением 
и излучением происходит с неравновесных уровней и (см. рис. 1). 
В работах  [3, 4, 6] показано , что при этом м ож ет  н аблю даться  новое фо- 
тофизическое явление  вы н уж ден н ой  (ступенчатой) релаксаци и , суть к о ­
торого закл ю ч ается  в постепенной рел ак сац и и  окруж ения  в д ан н о й  
ячейке к состоянию равновесия  с возбуж денной  м олекулой  (рис. 4 ) ,  р а з ­
виваю щ ейся  в течение нескольких последовательны х актов  « в о зб у ж д е­

см
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lh \o m e d .

i6 w ’ctf'
Рис. 3. Зависимости степени поляризации от частоты регистра­
ции люминесценции, измеренные экспериментально для 
3,6 TMDANMct (а)  при 11= 0(1 ,  1"); 1 (2 ,  2 '); 10(3 , 3'); 
30(4 ,  4 ')  МВт/см2, для PC (б)  при U = 0(1 , '  1"); 2 (2, 2 ); 

20 (3, 3'); 60 (4, 4 ')  МВт/см2

ние — д езак ти вац и я»  молекулы . При этом следует  о ж и дать  д ли н н овол­
новый сдвиг спектров лю минесценции и поглощ ения, спектральную  неод­
нородность ди х р о и зм а  поглощ ения и поляризац ии  люминесценции. 
Подчеркнем , что наведенны е светом сп ектральны е особенности долж н ы  
сохраняться  и после вы клю чения возбуж дения  в течение времени п о ­
рядк а  т й. Таким образом , м ож но получить анизотропное распределен ие  
определенны х типов поглощ аю щ их центров д а ж е  при отсутствии з а м е т ­
ного заселен ия  возбуж денны х  состояний. При теоретическом описании 
вы нуж денной М М Р  нуж но учитывать, что вид функций p g (v ') ,  Pe(V') 
определяется  не только вероятностям и переходов и п ар ам етр ам и  р е л а к ­
сации, но и предысторией «элем ентарной ячейки». Т акую  «предысторию»

Рис. 4. Развитие во времени процесса ступенчатой релаксации
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м ож но описать, если рассм отреть возм ож н ы е  временные картины  пове­
дения отдельной ячейки и провести их усреднение. К ром е того, следует 
учитывать, что ступенчатая  р ел аксац и я  за  счет ф луктуаций будет н а р у ­
ш аться , т а к  что развитие  этого процесса во времени будет ограничи­
ваться  длительностью  тепловой перестройки окруж ения.
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Рис. 5. Зависимость спектров люминесценции для 4АЫМФ (а)  и 36TMDANM® (а ) в 
глицерине и 4АЫМФ в этаноле (б)  от плотности мощности 17=3,5-107 (х), 104 (о) 
Вт/см2 и температуры 1 = + 2 0  (а, 1, б, 1, в, 1); — 10 (а, 2, 3; в, 2, 3); —70 (а, 4; б, 2,

3; в, 4 ) ; —  140 (б, 4 )°С



П р ак ти ч еск ая  р еал и зац и я  этого подхода н атал ки вается  пока на з н а ­
чительные трудности. В связи  с этим п ред ставляет  интерес реал и зац и я  
более простых модельны х расчетов, п озволяю щ их производить оценки 
н аб лю д аем ы х  эф ф ектов . Т аки е  расчеты  выполнены в р аботах  [3, 4, 6] на 
основе осцилляторной модели релаксаци и . Отметим, что с точки зрения  
представлений, р азв и в аем ы х  в настоящ ей работе, они н уж даю тся  в уточ ­
нении, связанном  с необходимостью  учета наруш ения  ступенчатой р е л а к ­
сации ф луктуационной перестройкой ячейки.

С целью  проверки излож ен н ы х  представлений о ступенчатой р е л а к ­
сации нами исследованы  растворы  некоторых производны х ф тал и м и да .  
И зуч али сь  4 -ам ино-И -м етилф талим ид  (4АЫ М Ф ), 3 ,6-тетрам етилди ам и - 
но-Ы -метилфталимид (3,6 T M D A N M O ). Выбор объектов  обусловлен  
больш ой полярностью этих соединений, а следовательно, и значительной  
энергией ориентационного взаим одействия  с растворителем . В качестве  
раствори теля  исп ользовали сь  глицерин, этанол  и толуол. В озбуж ден и е  
осущ ествлялось  второй гарм оникой излучения рубинового (для 4А П М Ф ) 
и неодимового (для 3,6 ТДШАЫМФ) лазеров .  Реги страц и я  спектров л ю ­
минесценции п роводилась  по фотоэлектрической  методике [5]. М а к с и ­
м ал ьн ая  плотность мощ ности в озб уж д аю щ его  излучения д ости гала  
35 М вт/см 2 и и зм ен ял ась  с помощ ью  стеклянны х светофильтров. К он ц ен ­
трац и я  исследуемых веществ не п р ев ы ш ала  5- 1СР6 М, кром е того, регист­
раци я  осущ ествлялась  под углом приблизительно в 45°, поэтому влияни е  
эф ф ектов  перепоглощ ения было незначительно. В ремя ориентационной 
р ел аксац и и  тн в ар ьи ровалось  изменением тем п ературы  раствора.

Р езу л ьтаты  измерений представлены  на рис. 5. Видно, что в о п р ед е­
ленной области  темп ератур  н аб л ю д ается  длинноволновый сдвиг спектра 
флуоресценций по м ере увеличения мощ ности излучения (500 см^ 1 д л я  
4 А И М Ф ) (см. рис. 5, а, б, в, кривы е 2, 3 ).  Эти р езультаты  могут быть 
объяснены  только проявлением  вы нуж денной релаксаци и . П ри  более  
высоких (тд<Сте, T g ) и низких тем п ер ату р ах  зам етн ы х  изменений 
в спектрах  ф луоресценции в условиях  наш его  эксперим ента  не н а б л ю ­
далось .

Величина сдвига спектра лю минесценции, к а к  следует  из рис. 5, су ­
щ ественно зависит от растворителей , что о бъ ясн яется  их различной по ­
лярностью . В толуоле  (неполярны й раствори тель)  сдвиг спектров по 
мере увеличения мощ ности практически  не п роявляется  при лю бой т е м ­
пературе.

Т аким  образом, спектроскопические проявления  М М Р  при облучении 
р астворов  интенсивным излучением весьм а  м ногообразны  и о тк р ы в аю т  
новые возм ож ности  д ля  изучения поведения молекул  и управлен и я  их 
оптическими свойствами.
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У Д К  546.791.6 +  535.343
А. П. ЗА Ж О Г И Н , А. И. КО МЯК, Е. Ф. ТИТ КО В

П Р И Р О Д А  « М У Л Ь Т И П Л Е Т Н О Й »  с т р у к т у р ы  
Н И З К О Т Е М П Е Р А Т У Р Н Ы Х  С П Е К Т Р О В  К Р И С Т А Л Л О В  

С О Е Д И Н Е Н И Й  У Р А Н И Л А

С пектры  лю минесценции и поглощ ения кри сталлов  у р ан и ло вы х  сое­
динений, полученные при тем п ературе  ж и дк ого  гелия, х ар актер и зу ю тся  
набором  больш ого числа довольно узких линий A v =  (5— 10 см-1 ), отстоя­
щих друг  от д руга  на расстоянии 10— 20 см-1. П овторяю щ иеся  в группе 
линии по своему виду подобны м ульти плетам  (дублетам , тр иплетам ) 
в атомны х спектрах. П од о бн ая  карти н а  наи более  отчетливо п р о с л е ж и ­
вается вблизи чисто электронного  перехода и его повторений с частотой 
полносимметричного колебания  иона у р ан и ла .  Сущ ествует  несколько 
подходов к объяснению  . «мультиплетной» структуры спектров вблизи 
0— 0 перехода. Н аи б о л ее  часто появление дублетов  и триплетов  в сп ект­
р ах  объ ясн яю т  с точки зрения  резонансного взаим одействия  н еод и н а­
ково ориентированны х м олекул в элем ентарной  ячейке [1, 2] или п р о яв ­
лением активн ы х колебаний кри сталлической  реш етки [3]. П одробны й 
ан али з  спектров, лю минесценции и поглощ ения показы вает , что у к а з а н ­
ная  ин терпретация  не исчерпы вает  всего многообразия  «мультиплетной» 
структуры. П риходится  допустить, что отдельны е линии «мультиплетов» 
могут п р и н адл еж ать ,  различ ны м  пространственно разделен ны м  цен трам  
свечения иона у р ан и л а  в кри сталле , на что у к азы в ал о сь  в р аб о тах  (4— 6]. 
О днако  природа центров до настоящ его  времени о став ал ась  невы яс­
ненной.

Д л я  уточнения хар актер н ы х  черт структуры  эл ектрон н о-колебатель­
ных спектров рассм отри м  в качестве  прим ера  начальн ы е  участки  сп ект­
ров лю минесценции и поглощ ения к р и с та л л а  R b U 0 2(N 0 3 )3 при 4,2 К 
(рис. 1). Т а к  к а к  спектры поглощ ения и лю минесценции перекры ваю тся , 
для  более наглядного  сравнения они р азм ещ ен ы  друг под другом: вверху 
спектр лю минесценции, внизу — поглощ ения. К а к  видно из рисунка, 
имеется больш ое число линий, частоты которы х совп адаю т  в обоих 
спектрах, а интенсивности могут существенно различаться .

Если принять, что все резонансно совпадаю щ ие линии явл яю тся  л и ­
ниями чисто электронн ы х переходов разли ч н ы х  центров, м ож но легко 
об н ар у ж и ть  в спектрах  ком бинирую щ ие с ними частоты валентны х  ко л е ­
баний у р ан и л а  (табл. 1). К а к  п о к азал  ан ал и з  полученных данны х, п р а к ­
тически д л я  всех серий, х ар актери зую щ и хся  заметной  интенсивностью, 
н аблю даю тся  ком бинации почти одинаковы х по величине частот сим м ет­
ричного и антисимметричного колебаний иона урани ла . Это позволяет  
предполож ить, что в кр и стал л е  имеются различны е поглощ аю щ ие цент­
ры, колебательн ы е  частоты  которы х одинаковы , а энергии возбуж дения  
слегка  различаю тся . В этом случае  в спектре лю минесценции будут 
н аблю даться  серии линий, сдвинутых друг  относительно д руга  и отве­
чаю щ их возбуж дению  таки х  центров. А т а к  к а к  колебательны е  частоты 
иона у р ан и ла ,  определенны е из разли чн ы х  серий, почти совп адаю т  друг 
с другом, приходится допустить, что линии серий п р и н а д л е ж ат  п р остран ­
ственно разделен н ы м  излучаю щ им  цен трам  основного вещ ества. В таком  
случае причиной м ногообразия  серий и изменчивости спектра могут 
быть л о к ал ьн ы е  р азли ч и я  кристаллического  поля, в котором находится  
излучаю щ ий центр. И сточникам и ло кал ьн ы х  разл и ч и й  кристаллического
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Рис. 1. Начальные участки спектров люминесценции (I) и поглощения (II) кристалла
RbU2(N 0 3)3 при 4,2 К

Рис. 2. Спектры люминесценции твердых растворов при 4,2 К:
1 — образец  с естественной концентрацией примеси; 2, 3, 4 — образцы  с концентрацией примеси

10, 30. 40%

поля могут служ ить  различного  вида деф екты  [7], из которых н аи более  
в аж н ы м и , по наш ем у мнению, явл яю тся  химические и структурные. П од  
химическими деф ектам и  мы понимаем  отклонения от правильной стр у к ­
туры идеального  кр и стал л а ,  связан н ы е  с влиянием  примесей, под стр у к ­
т у р н ы м и — деф екты , вы званн ы е собственной ради оактивностью  урани- 
ловы х соединений и возни каю щ ие как  во время роста, т а к  и во врем я 
хранения.

Д л я  проверки п редполож ен ия  о влиянии химических примесей 
па о б разован и е  у к азан н ы х  центров мы пр о ан ал и зи р о вал и  в о з м о ж ­
ность вхож дения  примесных катионов в кристаллическую  реш етку  
R b U 0 2( N 0 3) 3 при вы ращ и ван и и  образцов . П редвари тельн ы й  выбор вида 
примеси определялся  наличием ее в используем ы х п р е п ар а та х  [8]. П р о в е ­
денный ан али з  пок азал ,  что катионы  цезия и кали я ,  концентрация кото ­
рых в исходных п р еп ар атах  м ож ет  быть значительной [8], а т а к ж е  к а ­
тионы аммония, о б разован и е  которы х возм ож н о при определенных у сл о ­
виях  из нитратов в самом растворе  [9], могут изом орф но за м е щ а т ь  
катион рубидия в кристаллической  решетке.

П роведенны е исследования  [10] подтвердили возм ож н ость  о б р а з о в а ­
ния н аб лю д аем ы х  центров под влиянием  примесных катионов.

С пектроскопические свойства центров свечения, образую щ ихся  при 
введении изоморфной примеси в кри сталл-раствори тель , более подробно 
и сследованы  нами по спектрам  лю минесценции и возбуж дения  см е ш а н ­
ных тверды х растворов  (С Т Р )  на основе R b U 0 2( N 0 3) 3 и C sU 0 2 (N 0 3) 3 
в ш ироком  д и ап азон е  изменений концентраций компонент. А нализ сп ект­
ров показал ,  что полож ение  н аи более  коротковолновой полосы в спект­
рах  С Т Р  (Rb, C s * ) U 0 2( N 0 3) 3 и  С Т Р  (Cs, R b * ) U 0 2( N 0 3) 3 изменяется  
пропорционально изменению концентрации примеси (звездочкой о б о зн а ­
чена вводим ая  прим есь).

П олученны е значения  частот  м аксим ум ов  коротковолновы х полос из 
спектров лю минесценции и возбуж дения  исследованны х С Т Р  при 77 К  
приведены на рис. 3 (прям ы е 1 и 2 соответственно). Видно, что при вве-



Т а б л и ц а  1
Частоты чисто электронных переходов и валентных колебаний 

иона уранила, полученные из спектров поглощения и люминесценции 
кристалла Rb l)0 2 (N03)3 с естественной 
концентрацией примеси при Т =  4,2 К

П оглощ ени е, см 1 Лю минесценция, см *

Д  v
V3 Vl v0 v0 ^1 V3

788 740 21228 — -23
790 738 21205 21205 891 963 20
788 742 21186 21186 892 963 19
787 740 21165 21165 892 965 19
— 736 21146 21147 — 964 20
788 737 21126 21126 — 962 21
788 735 21112 21107 — 965 19
— 734 21083 21085 — — 22
792 739 21065 21068 — — 17
792 742 21047 21047 889 963 21

П р и м е ч а н и е :  Av  — разность между соседними частотами 0—О 
переходов в спектре люминесценции.

дении примеси C sU 0 2(N 0 3)3 в кр и стал л  R b U 0 2(N 0 3 )3 спектры  см е­
щ аю тся  в длинноволновую  сторону, а примеси R b U 0 2( N 0 3) 3 в кри сталл  
C s U 0 2 (N 0 3)3 —  в противополож ную , коротковолновую  сторону. Н а п р а в ­
ление и величина смещ ения полос в сп ектрах  хорошо согласую тся с р а с ­
полож ением  рубидия  в р я д у  C s + - > R b + « N H + - > - K +, соответствующ ем 
росту поляризую щ ей  способности катионов щ елочны х м еталлов  и а м м о ­
ния. С ледует  отметить, что среднее расстояни е  м еж д у  соседними зн а ч е ­
ниями частот центров в спектре лю минесценции кр и стал л а  R b U 0 2 (N 0 3) 3 
с естественной концентрацией  примеси, равн ое  19— 20 см-1 (см. табл . 1), 
со вп ад ает  с расстоянием  м еж д у  соседними точками  на прямой 1, в з я ­
тыми через 9% изменения кон центрации примеси C s U 0 2( N 0 3) 3. У ста ­
н овленн ая  закон ом ерность  свидетельствует  о том, что центры свечения, 
п р о являю щ и еся  в сп ектрах  лю минесценции и поглощ ения кр и стал л а  
R b U 0 2( N 0 3) 3 с естественной концентрацией  примеси при 4,2 К, обус­
ловлены  влияни ем  примесных молекул  C s U 0 2(N 0 3)3 на м олекулы  к р и ­
стал л а -р аство р и тел я  R b U 0 2( N 0 3) 3. П одтверж ден и ем  этом у явл яется  
т а к ж е  то, что частоты чисто электронн ы х линий у к азан н ы х  центров све­
чения хорош о у к л ад ы в аю тся  на прям ую  3 (см. рис. 3), располож ен ную  
выш е прямой 1 на величину Д £ ( Г )  =  11 c m ~ 4, х ар актери зую щ ую  см ещ е­
ние спектра при понижении тем п ературы  от 77 до 4,2 К- Аналогично 
построена п р ям ая  4  д л я  примесных центров C s U 0 2( N 0 3) 3 в спектре 
к р и с та л л а  R b U 0 2( N 0 3) 3.

Н аб л ю д а е м ы е  изменения в электронн ы х спектрах  кр и стал л а  
R b U 0 2( N 0 3) 3 с примесью  молекул C s U 0 2( N 0 3) 3 мож но объяснить, п р ед ­
полож ив, что в к р и сталле  образую тся  группы (кл астер ы ) ,  состоящ ие из 
примесны х молекул и возм ущ ен ны х примесью  м олекул к р и с та л л а -р а ст ­
ворителя  и разл и ч аю щ и еся  м еж д у  собой количеством примесны х м о л е ­
кул  (тип кластера)  при равном  общем количестве молекул , о п р ед ел яе ­
мом эф ф ективны м  координационны м  числом (Э К Ч ) молекулы  в к р и ­
сталле .  Д л я  определения концентраций различны х типов кластеров , 
об р азу ю щ и х ся  в о б р азц е  при введении определенного количества  п ри ­
меси, мы провели расчет  распределен ия  примесей по объем у  кр и стал л а  
в  зависимости  от ее концентрации. Р асчет  производился с помощ ью  у р а в ­
нения д л я  повторных испытаний [11]
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С п =
а\

п! (а — п)! р п ( 1 — Р)а (О

где Сп — кон центраци я  кластеров  типа п; а  — р азм ер  кластера ;  |3 — 
относительная  кон центраци я  молекул  примеси; п —  число мест в к л а с т е ­
ре, зан яты х  м о л еку л ам и  примеси (тип к л а с т е р а ) .  И з  расчета , проведен­
ного при значении ЭК.Ч, равном  10, получено, что центры, соответствую ­
щ ие изменению  концентрации примеси примерно на 9% (см. рис. 2 ), 
отли чаю тся  друг  от друга  изменением количества  примесных м олекул 
в кластере  на одну. Хорош ее согласие расчетны х и эксперим ентальны х 
результатов  позволило вывести уравнени е  д л я  определения частот чисто 
электронн ы х переходов в деф ектны х L  (м олекулы  к р и с тал л а -р аств о р и ­
теля)  и примесных D  центрах, входящ их в состав  кл астер а  К'.

п Av, (2)

где v ” — частота чисто электронного перехода молекул идеального крис­
талла; Av — величина, характеризующая смещение частоты электронного 
перехода при замене ближайшей молекулы кристалла-растворителя на при­
месную (определяется из рис. 3): знак «— » для центров R b U 0 2 ( N 0 3)3, 
а  знак « + »  для примесных центров C s U 0 2 ( N 0 3)3.

П олученные р езу л ьтаты  в целом  согласую тся  с представлениям и , р а з ­
виты м и в рабо тах  (12, 13] о том, что энергия взаим одействия  примесных 
м олекул  м еж ду  собой и с м олекулам и  кри стал л а -р аство р и тел я  будет 
р азл и ч н а ,  а поэтому изменение числа примесных м олекул в выделенном 
кл астер е  приведет к изменению частот переходов к а к  функции числа 
прим есны х молекул. В р ассм атри ваем ом  нам и случае эта  функция в ы р а ­
ж а е т с я  простой линейной зависимостью  и хорошо согласуется  с р езу л ь ­
т а т а м и  [14], полученными д л я  изотопических растворов  зам ещ ен ия .

Д л я  выяснения особенностей переноса энергии м еж д у  различны м и 
цен трам и  проведены исследования спектров лю минесценции С Т Р  
(Rb, Cs*) U 0 2( N 0 3) 3 при 4,2 К- А нализ спектров, приведенных на рис. 2, 
п о к а за л ,  что при понижении тем п ературы  от 77 до 4,2 К  полосы стан о­
вятся  более узким и  (10— 14 см-1) и наиболее  интенсивно проявляю тся  
полосы, которые п р и н а д л е ж ат  наиболее, длинноволновому л окальн ом у  
(дефектному) центру, соответствую щ ему дан ной концентрации при­
меси (табл. 2 ) .  П ри  концентрации примеси, равной 10%, кроме полос, 
п р и н а д л е ж ащ и х  локал ьн о м у  центру  L2 (vo(A2) = 2 1 1 6 8  см-1), в спектре 
интенсивно проявляю тся  полосы, п р и н ад л еж ащ и е  примесному центру D 2 
( v o ( D 2) = 2 1 1 4 4  с м - 1) . С ледует  отметить, что оба  центра являю тся  со став ­
ля ю щ и м и  одного и того ж е  типа кл астер а  Кч (см. рис. 3). Н а основании 
полученных результатов  м ож но сде­
л а т ь  заклю чение, что передача  эн ер ­
гии электронного  возбуж ден и я  к м о­
л е к у л а м  происходит в две стадии: 
свободны е экситоны локализую тся  
на деф ектны х центрах , вы п олн яю ­
щ и х  роль мелкой ловуш ки, а затем  
ло к ал и зо в ан н ы е  экситоны участвую т 
в  переносе энергии к примесным м о­
л еку л ам , расп олож ен н ы м  рядом .
Д л я  определения предельной глуби ­
ны ловушки, интенсивно з а х в а т ы в а ­
ю щ ей мигрирую щ ую  энергию э л е к т ­
ронного возбуж дения , мы п р о а н ал и ­
зи ровали  спектры  лю минесценции 
к р и с та л л а  и п орош ка R b U 0 2( N 0 3) 3 
с естественной концентрацией при м е­
си C s U 0 2( N 0 3) 3 при 4,2 К- А нализ

RbUOM), so 
0 ’/. 20

Рис. 3. Зависимость положения мак­
симумов коротковолновых полос в 
спектрах люминесценции твердых 
растворов от концентрации примеси
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Т а б л и ц а  2
Положение v, относительные интенсивности J0TH полос в спектрах люминесценции 

твердых растворов (Rb, Cs*) UO, (N 03)3 при Т -  4 ,2  К

К онцентрация примеси Cs U 0 2 (ЬЮ3)з

естеств.
. 10 30 40 60

О тнесение

V,  см ^ Л з т н V, см * •>, СМ 1 ^стн V,  см * ^ С Т Н v , С М 1 *^стн

21205 156 V0 ( И )

21186 35 У о (Li)
21167 46 21168 169 V0 (L2)
21149 21 vo (L3)
21145 31 21144 282 Vo (D>)
21126 31 21126 397 Vo (Li)
21116 33 21116 350 v0 (Oo)
21106 30 21106 360

20951 97 20954 92

20937 97 20936 165

20910 33 20913

20663

183

60

20894

20838

225

63

20904

20854

240

67

20314 740 Vi (И)
20278 122 20279

20251
389
600

V i  ( 7 , )  

Vi m
20254 44
20244 1000

20235 630

20220 640
20278 696

v3 (И)
Vi (74) 
Vi (D<) 
vt (Li)

20203 174 20203 600 v3 (L2)
20177 65 20176 1000

20160 1000

20143 1000
20154 1000

v3 (D2) 
v3 (Lt) 
v3 (Do) 
v3 (L6)

интенсивностей п оказал , что линии, п р и н а д л е ж ащ и е  двум  первым ло- 
кальн ы м  центрам  Li  и L 2 (см. рис. 3, табл . 2 ) в спектре кр и стал л а ,  з н а ­
чительно интенсивнее, чем в спектре порош ка, а интенсивность линий 
остальны х центров практически  не изменяется . И з  сказан ного  м ож но з а ­
ключить, что за  предельную  глубину мелкой ловуш ки м ож но принять 
полож ение центра L2, отстоящ его  от основного на 38 см-1 . И спользуя  
полученное значение глубины ловуш ки д л я  центра  Ь 2, в первом п ри бли ­
ж ении мож но оценить дебаевскую  тем п ературу  0  д л я  кр и стал л а  
R b U 0 2( N 0 3) 3 ( £ 0 « 3 8  см-1, отсюда 0 « 6 О  К ) .

О сновы ваясь  на проведенных спектрально-лю м инесцентны х и сследо­
ваниях  кри сталлов  R b U 0 2( N 0 3) 3 с примесями, м ож но у твер ж дать ,  что 
часть линий в антистоксовой области  спектра люминесценции, н а б л ю д а е ­
мых в спектрах  при 77 К, относится к  свечению центров, состоящ их из 
м олекул кр и сталла-раствори теля ,  находящ и хся  вблизи меньш их по р а з ­
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меру м олекул примеси. К ром е того, в спектрах  лю минесценции нами 
об н аруж ен ы  переходы со второго возбуж денного  состояния, р асп о л о ж ен ­
ного примерно на 200 см-1 вы ш е первого. И злучен ие  н аблю дается  к ак  
при тем п ературе  ж и дкого  азота ,  т а к  и при 4,2 К- Интенсивность линий 
при понижении тем п ературы  о б р аз ц а  от 77 до 4,2 К  ум еньш ается  п р и ­
мерно в три раза .

Таким  образом , «м ульти плетная»  структура  спектра вблизи 0— 0 пе­
рехода и его ком бинаций с полносимметричным валентны м  колебанием  
иона U O !+  обусловлена присутствием в кристаллах соединений уранила 
структурных и химических дефектов. Последний вид дефектов обусловлен 
присутствием в коммерческих препаратах солей уранила различных при­
месей, а структурные дефекты образуются в процессе роста и хранения 
кристалла. Суммарный спектр поглощения или люминесценции представ­
ляет  собой суперпозицию спектров, принадлежащих отдельным центрам 
свечения.
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Каф едра спектроскопии и квантовой электроники

У Д К  547.96,535.37 ,
Е. В. БАРКОВСКИИ, Н. А. ПРОКОШ ИНА, Н. Н. ХОВРАТОВИЧ, С. Н. ЧЕРЕНКЕВИЧ

С П Е К Т Р А Л Ь Н О -Л Ю М И Н Е С Ц Е Н Т Н Ы Е  
Х А Р А К Т Е Р И С Т И К И  Т Р О М Б И Н А

Тромбин явл яется  ведущ им ферментом  системы, сверты вания  крови. 
В н астоящ ее  время определены  ам инокислотны й.состав  и последователь­
ность аминокислот  в молекуле, изучаю тся различны е формы структур­
ного состояния молекулы , строение активного центра [ 1 —-6]. Получены  
абсорбционны е х арактери сти ки  при двух  знач ениях  pH  [7].

В настоящ ей работе  приведены дан ны е спектрально-лю м инесцент­
ны х исследований тром бина. И сп ользовали  коммерческий преп арат  
тром бин а  крупного рогатого скота, вы пускаем ы й К аунасски м  п р ед п р и я ­
тием бакпрепаратов . Очистку производили методом колоночной гель- 
хроматографлги на сеф ад ексах  G-100 и G-75. Б ы л а  получена дим ерн ая  
ф р акц и я  тром бина с м олекулярн ы м  весом 80000.

Электронны е спектры поглощ ения регистрировались  на спектроф ото­
метре S pecord  U V V I S  ( Г Д Р ) ,  д и ф ф ерен ц и альн ы е  спектры ф луоресц ен­
ц и и — на установке F ica  (Ф р ан ц и я) ,  возбуж дение  осущ ествляли  и злуче­
нием с X 270, 280 и 296 нм.

Спектры поглощ ения. Н а  рис. 1 (кр и вая  1) и зо б р аж ен  спектр погло­
щ ения тром бина в тр и с -H Cl буфере при p H  7,5 (без поправки на свето-
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Рис. 1. Спектры поглощения тромбина:
1 — тромбин в трис-HCl буф ере (pH  7,5); 2 — тромбин, денатурированны й 8 М  мочевиной

Рис. 2. Спектры флуоресценции тромбина при ЛВозб =  280 нм:
/  — тромбин в трис-HCl буфере, pH  7,5; 2 — тромбин в трис-HCl буфере (pH  7,5), д ен ату ­

рированный 8 М мочевиной

Рис. 3. Зависимость параметров полосы флуоресценции тромбина в трис-HCl бу­
фере от pH  (А,цозб =  280 нм):

1 ~  J tr.a< А Х 1 /2 ’ 2 ~  \ п а х : 3 ~  ЛХ1/ 2

р ассеян ие) .  Н аличие  м аксим ум ов при 280 и 290 нм свидетельствует  
о преимущ ественном в кл ад е  в спектр поглощ ения тром бина триптоф а- 
новых остатков  [8]. А налогичен хар ак тер  спектра и д ля  преп аратов  тр о м ­
бина, д и али зован н ы х  против воды и уксусно-аммонийного буфера. Н е з н а ­
чительное коротковолновое смещение максим ум ов в их спектрах, 
вероятно, обусловлено больш ей доступностью  молекул воды к триптоф а- 
новым остаткам  при переходе от тр и с -H Cl буфера к воде к а к  р а с тв о ­
рителю. В спектре тром бина, д ен атури рованного  8 М мочевиной с д о б а в ­
лением сульф ита  натрия (кри вая  2, рис. 1), наблю дается  возрастан и е  
оптической плотности в области  ни ж е 270 нм и уменьш ение рассеяния  
света ( Д ~ 0 )  в области  выш е 300 нм. У меньшение рассеяния, по-види­
мому, м ож но связать  с разруш ен ием  ассоциатов  м олекул тром бина при 
денатурации.

Изучено влияние pH  среды на спектры поглощ ения ( p H  в ар ьи р о вал и  
от 1,3 до 12,3). С пектры  поглощ ения тром бина д ля  кислой и щ елочной 
сред зам етн о  отличаю тся  от спектра при p H  7,5. Д л я  спектров кислой 
среды х арактерен  сдвиг в коротковолновую  область, подобный н а б л ю ­
даем ом у  д ля  протонированного тром бина [9]. Д л я  спектров щ елочной 
среды — длинноволновый сдвиг. П оследний, по-видимому, обусловлен  
значительны м  вкладом  в поглощ ение в области  290 нм ионизованной 
формы тирозилов  тромбина.

Таким образом , спектр поглощ ения тром бина в нейтральной и кислой 
средах  в основном оп ределяется  тр и п тоф ан и лам и  белка. В сильнощ е­
лочной среде зам етн ы й в к л а д  в поглощ ение вносят тирозилы . Спектр 
поглощения тром бин а  о т р а ж а е т  чувствительность триптоф анилов к  и зм е ­
нению среды.

Спектры флуоресценции. Спектр флуоресценции (рис. 2, кр и в ая  1) 
тром бина в три с-H Cl буфере (pH  7,5) имеет обычную д л я  белков  форму. 
Зависи м ость  полож ения м аксим ум а  полосы ф луоресценции от Яв0зб не­
значительна . Она об н ар у ж и вается  лиш ь при ан али зе  величины р =  
=  hzo!hio [Ю] и м ож ет  быть обусловлена  к а к  гетерогенностью т р и п т о ф а ­
нилов в тромбине, т а к  и вкл ад о м  лю минесценции тирозиновы х остатков. 
О б р аб о тка  д ан н ы х  по методу [10] п о к азала ,  что при p H  7,5 л ю м и несцен­
ция тромбина обусловлена  только  тр иптоф анилам и , что следует  и из 
спектров поглощ ения.

П олож ени е  м акси м ум а  (^т ах =  333 нм) и больш ая  полуш ирина 
(AA,i/2 =  62 нм) полосы флуоресценции не согласую тся с м оделью  трех 
состояний триптоф анилов  в белках , предлож енн ой  в работе  [11]. В ер о ят ­
но, д ля  тром бин а  следует допустить сущ ествование больш его числа 
состояний триптоф анилов  в белке, т. е. больш ей гетерогенности остатков
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Действие 8 М мочевины и сульфита натрия на диализованный тромбин

П р е п а р а т ^ш ах '
Н М

д Ч / 2 >
н м У словия опыта

1 .  Тромбин в воде, pH  7 ,5 337 51 непосредственно после диализа
2 . Тромбин -f- 8 М мочевина 345 60 через 10 мин после добавления моче­

вины
3 .  Тромбин+  8 М мочевина 354 79 через неделю хранения в холодильни­

ке (t =  4СС)
4. Тромбин - f -  8 М мочевина 

сульфит натрия
359 83 через 0 ,5  ч после добавления суль­

фита в препарат 3
5 . Тромбин 342 61 препарат 1 хранился неделю в холо­

дильнике (t =  4  С)
6. Тромбин-)-8 М мочевина 350 67 через 0 ,5  ч после добавления мочеви­

ны в препарат 5
7. Тромбин -f- 8 М мочевина 350 67 через 1 , 5 ч  после добавления мочеви­

ны в препарат 5
8. Тромбин +  сульфит натрия 345 63 через 1 ч после добавления сульфита 

натрия в препарат 5

тр иптоф ана . Н е исключено, что н аб л ю д аем ы е особенности спектров 
ф луоресценции могут быть следствием  нестабильности  молекулы  тр о м ­
бина (наличие в растворе  продуктов ав то л и за ) .

И зучено действие д ен ату р ан то в  (мочевина, сульфит натрия)  на д и а ­
лизованн ы й против воды тромбин (см. таб л и ц у ) .  Установлено, что моче­
вина вы зы вает  зам етн ое  смещ ение полосы флуоресценции в д ли н н о в о л ­
новую область  и ее уширение. То ж е  н аб л ю д ается  и при ее воздействии 
на тром бин в тр и с -H Cl бу ф ер е)  см. рис. 2, кри вая  2) .  Зам ечено, что в ы ­
д ер ж и в ан и е  тром бин а  с мочевиной в течение 0,5— 1,5 ч д ае т  устан о ви в­
ш иеся п арам етры  полосы, х а р актер н ы е  д л я  спектров ден атури рованны х  
белков, а время 10 мин яв л яется  недостаточным.

П олоса  ф луоресценции растворов  тром бина, дли тельн о  хранивш ихся 
при 4 °С, испы ты вает  д альн ей ш ее  смещ ение и уширение, изм еняется  ее 
ф орм а. Д ополни тельное  действие сульф и та  натри я  усиливает  отм ечен­
ные закономерности .

Изучено влияние p H  среды на спектр флуоресценции тромбина 
в тр и с -H Cl буфере. Зави си м ость  п ар ам етр о в  спектра  от pH  п р ед став ­
лен а  на рис. 3. Получено, что наименьш ее значение Яшах и AXi/z, н аи б о л ь ­
ш ее /тахЛЯцг х ар ак тер н ы  д л я  области  p H  5— 9 (область  ф изиологиче­
ского значения  p H ) . С переходом к а к  в щелочную , т а к  и в кислую 
области  н аб л ю д ается  смещ ение м акси м ум а  полосы в длинноволновую  
сторону, ее уш ирение и ум еньш ение /max‘A^i/2- И зм енени е  этих п а р а м е т ­
ров м ож ет  происходить из-за кон ф орм ац ионн ы х перестроек, а т а к ж е  
в р езу л ьтате  туш ения или изменения подвиж ности  воды и поверхностных 
полярны х групп при изменении ионного состояния соседних групп.

Д л я  выяснения причин изменения спектральны х  п арам етров  прове­
ден ан ал и з  разностны х спектров при р азли чн ы х  pH.  Если разностны й 
спектр флуоресценции обусловлен  простым тушением или возгоранием, 
он д о лж ен  иметь форму, соответствую щ ую спектру  остатков, п ретерпев­
ших изменение выхода. Е сли  ж е  один или более остатков  три п тоф ан а  
переходит из одного м икроокруж ен и я  в другое  в р езультате  ко н ф о р м а­
ционных изменений, разностны й спектр д о л ж е н  иметь точку пересече­
ния с осью абсцисс и, соответственно, полож ительн ую  и отрицательную  
компоненты [12]. Н а  основании а н а л и за  м ож но кон статировать  конфор- 
мационны й переход тром бин а  в о б ластях  p H  10— 12 и 3,7— 2,5. В области  
остальн ы х pH имеет место тушение. К сож алени ю , в л и тературе  отсут­
ствуют дан ны е по пространственном у располож ен ию  аминокислотны х 
о статков  в молекуле  тром бина , а дан н ы е  по первичной структуре [1] по-
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назы ваю т, что больш инство  остатков  три п тоф ан а  в .м о л е к у л е  тром бина 
(пять из девяти)  имею т б ли ж ай ш и м и  соседями катионные остатки  а м и ­
нокислот (лизин, а р г и н и н ) .

Д л я  определения  пром еж уточны х состояний с небольш ими и зм ен е­
ниями спектральны х  п ар ам етр о в  использованы  зависимости  интенсив­
ностей флуоресценции при различны х  дли н ах  волн д л я  разн ы х  p H  [13]. 
Это позволило в области  pH  5— 9 определить  значение p H  6,1, соответ­
ствующее состоянию тром бина, с которого начинаю тся плавны е  и зм ен е­
ния состояния молекул  при изменении pH  к а к  в щ елочную, т а к  и в ки с­
лую о б ласть  (возм ож но, это сам ое  устойчивое состояние тр о м би н а) .

Таким образом , спектры флуоресценции тром бина являю тся  весьма 
чувствительны ми к изменениям  кон ф орм ац и и  молекул.
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К аф едра биоф изики

УДК 532.783 : 535.33
И. П. ЗЯТЬКО В, Г. А. ПИЦЕВИЧ, Д. И. С А ГА Й Д А К

О К О Р Р Е Л Я Ц И И  С П Е К Т Р А Л Ь Н Ы Х  И Т Е Х Н О Л О Г И Ч Е С К И Х  
Х А Р А К Т Е Р И С Т И К  П Е Р О К С И Д О В  А Ц И Л О В

Д л я  ряда  пероксидов ацилов  н а б л ю д а л а с ь  связь  м еж д у  константам и 
скорости термор 'аспада ka, а т а к ж е  констан там и  скорости инициирования 
реакции полим ери зации  /е1Ш, с одной стороны, и константам и Г ам м ета  
и Т аф та  — с другой [1, 2]. Поиск и установление  корреляций м еж д у  спек­
тральн ы м и и химико-технологическими харак тер и сти кам и  пероксидов 
позволили бы р а зр а б о т а т ь  экспрессные методы определения их техн оло­
гически в аж н ы х  п арам етров  в р еакц и ях  инициирования полим еризации 
и прогнозировать  последние д ля  новых представителей  гомологических 
рядов.

Н ам и  исследованы  колебательны е  спектры (К Р  и И К )  р я д а  си м м ет­
ричных и несимметричных аром ати чески х  и ар али ф ати чески х  п ерокси­
дов, отдельны е представи тели  которых явл яю тся  как  ш ироко и звест ­
ными, т а к  и специфическими и н ици аторам и  полим еризации [3].

Д л я  пероксидов рядов  I— IV R C 6H 4C ( О ) О О С ( О ) C6H 4R ( I ) ,  R C 6H 4— 
C ( 0 ) 0 0 C ( 0 ) C eH 5 ( I I ) ,  R C 6H 4C ( 0 ) 0 0 C ( 0 ) C H 3 ( I I I ) ,  [С Н з(С Н 2) п— 
С (О) О —]2 (IV) термоустойчивость k d = A e x  р ( —E №C/ k - T ) ,  а следова-
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Процентный вклад в потенциальную энергию колебаний молекул пероксида бензоила 
(1) и ацетилбензоила (2) некоторых координат пероксидной цепочки

П е р о к ­ Частоты С =  0 С =  0 0—0 с — 0 с  — 0 RCO с о о о с о RCO
сид см 1 (2) (6) (4) (3) (5) (8, 15) (1 1 ,1 2 ) (1 0 ,13 ) (9 ,1 4 )

1 1790 35 33 — 6 5 4 _, _ 10

1768 33 35 — 5 6 5 — — 11

96 5 5 4 30 10 9 — 6 — 7

83 8 2 2 19 5 4 19 — 19 —

2 1821 78 — . —. 8 _ _ _ 8

1760 — 65 — — 7 11 --- — —.

9 2 6 — — 21 10 9 — --- — —

86 4 — 8 10 10 13 — — и —

тельно, и ин ици ирую щ ая активность k im =  2fkd определяется  главны м  
образом  энергией диссоциации ф ункциональной 0— 0-связи, поскольку 
предэкспоненциальны й м нож итель  А  квазипостоянен  в п ределах  гом о­
логического ряда. Р асчет  норм альны х  колебаний д ля  некоторых п ред ­
стави телей  рядов  I, II, III  п о к а за л  [4, 5], что в к л а д  vO — 0 в изменение 
потенциальной энергии колебания  молекулы  пероксида на частотах  
в области  800— 1050 см-1 составляет  от 3 до 30% .‘ Н есм отря  на непосред­
ственный в к л а д  поглощ ения v— 0— 0 в рассм атр и ваем о й  области, ни з­
к ая  характеристичность  этих полос д л я  v — 0— 0 не позволила найти 
строгой корреляци и  м еж д у  сп ектральны м и и технологическими х а р а к т е ­
ристиками . К а к  видно из д ан н ы х  расчета  (см. таб л и ц у ) ,  для  высоко 
х арактеристических  полос поглощ ения в области  1750— 1820 см-1, кроме 
основного в кл ад а  vc=o (до 70— 8 0 % ) ,  в изменение потенциальной эн ер ­
гии, обеспечиваю щ ей это поглощение, вклю чается  до 2 0 % сум м арны х 
валентны х  и валентно-деф орм ацион ны х колебаний связей и углов  диа- 
цильной пероксидной группировки. Т аким  образом , о казы вается , что 
в колебательном  спектре информ ативны м и явл яю тся  полосы, обуслов­
ленны е поглощ ением (или рассеиванием ) всей диацильн ой  пероксидной 
группировки , к а к  целого.

Н ам и  уточнены ранее  н аб л ю д аем ы е  корреляци и  д ля  частот И К  спект­
ров соединений рядов  I, III  и констант  Г ам м ета  [6] и вы явлено  сущ ест­
вование аналогичны х зависимостей  д ля  экви вален тн ы х  полос в сп ект­
р ах  КР- Л инейны й х ар актер  зависимостей  (vc=o— о ),  н аблю даем ы й  для  
п олож ительн ы х значений а-констант , зам етн о  изм еняется  при переходе 
к отрицательны м  значениям  констант, приобретая  нелинейный, п а р а б о ­
лический вид (рис. 1, кривы е I— I I I ) .  О б р ащ а е т  на себя внимание и си­
нергетический эф ф ек т  индуцированного влияния  двух  зам ести телей  для  
симметричных аром ати чески х  пероксидов, б лаго д ар я  которому тангенс 
угл а  н акло н а  кривы х I (см. рис. 1) практически  в два  р а з а  больше, чем 
д л я  кривы х II. В соответствии с расчетам и  [7] д л я  пероксидов р я д а  I 
карбонильны й дуплет  об разуется  за  счет син ф азн ы х  и антиф азны х ко л е ­
баний обеих С =  О группировок, взаим одействие  которы х с зам ести те ­
л я м и  идентично, что и п о д твер ж дается  тож дественн ы м  ходом з а в и с и ­
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мостей (vc—о —сг) к а к  д ля  высоко-, т а к  и д ля  
низкочастотны х м аксимумов. Р а зб р о с  з н а ­
чений частот  м аксим ум ов  полос vc=o вокруг 
апроксим ирую щ и х кривых д л я  спектров К Р  
меньш е р а зб р о са  д л я  vc=o в сп ек трах  И К  
поглощ ения, что обусловлено более высокой 
точностью отсчета частоты ( ± 0 , 5  см-1 ) д ля  
спектров К Р . И зм енение частот  поглощ ения 
карбон и льн ы х  группировок соединений ряда  
III  отчетливо дем онстрирует  ум еньш ение пе­
редачи  индуктивного эф ф ек та  с ростом р а с ­
стояния. В этом случае д ля  вы сокочастотной 
полосы практически  отсутствуют з а к о н о м е р ­
ные изменения частоты, тогда  к а к  н и зко ч а­
стотный м аксим ум  подчиняется граф и чес ­
ким закон ом ерн остям  (см. рис. 1, к р и ­
вые I I I ) .

С истем атические дан ны е по константам  
скорости тер м о р асп ад а  имею тся лиш ь д ля  
симметричных зам ещ ен ны х  пероксидов б ен­
зо и л а  [8— 10]. Д л я  несимметричных перок­
сидов бензоила и пероксидов арали ф ати че-  
ского р я д а  kd были определены  при 80 °С в 
четы реххлористом  углероде. Т ерм орасп ад  
проводился в спектральны х термокю ветах , 
и kd определялись  с использованием  к а к  пи­
ковых, т а к  и интегральны х интенсивностей 
полос И К  поглощ ения. Р езу л ь таты  о б р а б а ­
ты вали сь  по методу наименьш их квадратов .

К орреляцион ны е зависимости, с в я зы в а ю ­
щие ka с полож ениям и м аксим ум ов полос 
vc=o в И К  и К Р  спектрах  (рис. 2 ), носят э к ­

споненциальный х ар актер  и описываю тся функцией vc=o =  S e x p ( — akd) +  
+ vo , где vo —  частота  при бесконечно в о зрастаю щ и х  электронодонорн ы х 
свойствах зам ести теля . Д л я  симметричны х производных р я д а  I и зм ен е­
ние полож ения  м аксим ум ов  обеих полос поглощ ения vc=o (высоко- и ни з­
кочастотной) имеет аналогичны й вид, хотя д л я  низкочастотного м ак си м у ­
м а  разб р о с  конкретны х эк сперим ентальны х  результатов  вокруг апрокси- 
мирую щей кривой в 1,5— 2 р а з а  выше, чем д л я  высокочастотного. Это, 
по-видимому, обусловлено больш ей чувствительностью  антисим м етрично­
го колебания  к  кон ф орм ац ионн ы м  ф акто р ам  и, следовательно, слож ны м  
х ар актер о м  об р азо ван и я  контура поглощ ения. Д л я  пероксидов арали- 
фатического  р я д а  III  ф ункц и он альн ая  связь  (& d ~ v c= o )  н аблю дается  
только  д л я  низкочастотной полосы к а к  И К , т а к  и К Р  спектров. В целом 
хар актер  зависимости  vc=o от kd по дан н ы м  спектров И К  и К Р  д л я  всех 
соединений трех  исследуемых рядов  аналогичен, т. е. увеличению kd соот­
ветствует уменьш ение vc=o- Это говорит о том, что значения энергий д и с ­
социации связей О — О и С = 0  ум еньш аю тся  при введении эл ек тр о н о д о ­
норных и увеличиваю тся  при введении электроноакцепторны х з а м е с ти ­
телей. С оп оставляя  эк сп ери м ен тальн ы е  дан н ы е  работ  [11] и [12] по 
термическому р асп ад у  симметричных пероксидов аралиф атического  р я ­
д а  IV с их И К  спектрами, мы получили связь  kd—vc=o (см. рис. 2 , к р и ­
вая  IV ), совп адаю щ ую  по х а р а к т е р у  с зависи м остям и  д л я  рядов  I, II 
и III.

И з ф а к та  сущ ествования  линейной связи  м еж д у  кон стан там и  диссо­
циации и инициирования следует, что константа  инициирования п а р и ­
тетно зависи т  от термоустойчивости пероксидной связи, а т а к ж е  от под­
виж ности и активности образую щ ихся  ради калов .  П ервой  ф у н д ам ен ­
тальной работой, с о дер ж ащ ей  дан ны е по k mi симметричны х зам ещ ен н ы х  
пероксидов бензоила, явилось  сообщ ение [13], в котором /е11Н найдены  при

I й
Ши

1 к

ш

-0,4 О 0,4 О.Ь б

Р и с .  I. Зависимости между 
максимумами полос vc=o в 
спектрах И К  поглощения (кри­
вые 1и—Ш и )  и Л ИНИ Й vc =  0 В 
спектрах КР (кривые 1И—Ш к) 
для пероксидов рядов I—III и 
соответствующими а  — кон­

стантами Гаммета:
1 — R -n -O H f/) ; n-O CH 3("2J; п-СНз(З); 
¥1(4): п-С1(6): п-Вт(Т): n-F(5);
m - F ( 8 J ;  М-СЦ9); n-NO2(/0 ) . I I  —
R -n-O C H jf/J; п-СН3(2); H (3);
м -O C H sW ; n-C I(5J; м -F d p , м -NO, 
О ):  п-N O sW . I l l  — R -п-ОСНзСЛ;
n-CH 3(2); ¥1(3);. п-F (4); n -I(5 );
п-С Ц б); п-В г(7); m-F(S); m-C IW ;
m-NO2( 10) .  Н ум ерация кривы х и то ­
чек соответствует нумерации рядов 

пероксидов и зам естителей  в них
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Рис. 2. Связь kd пероксидов рядов I—IV с положениями максимумов полос vc=o 
в спектрах ИК поглощения (кривые 1„—IVn) и линий vc=o в спектрах КР (кри­
вые 1к—Ш к) нумерация кривых и точек соответствует нумерации рядов перокси­

дов и заместителей в них
Рис. 3. Связь &ин пероксидов рядов I—III с положениями максимумов полос vc=o 
в спектрах ИК поглощения (кривые 1И— Ш и )  и линий vc=o в спектрах КР (кри­
вые 1“—Ш к) нумерация кривых и точек соответствует нумерации рядов перокси­

дов и заместителей в них

полим еризации стирола. Н ам и  получены эти константы  д ля  несим м ет­
ричны х пероксидов бен зоила  р я д а  II и ранее  [14] д л я  аралиф атически х  
пероксидов.

И з  сопоставления дан н ы х  по кон стан там  скоростей тер м о р асп ад а  
и константам  инициирования реакц ии  полим еризации (рис. 2 и рис. 3) 
д л я  исследованны х пероксидов следует, что зависимость эф ф ек ти в ­
ности f образую щ ихся  р а д и к а л о в  от а  констант  и частот vc=o носит 
нелинейный х арактер .  С вязь  м еж д у  эф ф ективностью  f  р ад и кал о в  и vc=o 
или а  кон стан там и  откры вает  пути дальн ей ш его  учета  и п рогнозирова­
ния влияния  концентрационны х и структурны х ф акторов  на поведение 
пероксидов в технологических процессах.

Т аки м  образом , несмотря на нелинейный хар актер  зависимости  
v c= o — о, vc—о— k d, основн ая  технологическая  х ар актер и сти ка  пероксидов, 
кон стан та  инициирования процесса полим еризации , д ля  наиболее ш ироко 
используемы х классов  пероксидов имеет практически линейный ход 
в пределах  одного гомологического ряда ,  что позволяет  прогнозировать  
основные н ап равлени я  м оди ф и каци и  пероксидов с целью создания ин и­
циаторов  полим еризации и в улкан и зац и и  с зад ан н ы м и  технологическими 
свойствами, а т а к ж е  количественно оценивать константу  инициирования 
вновь синтезируемы х пероксидов только  по их колебательны м  спектрам.
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Каф едра ф изической оптики

У ДК 620.183(088.8)
Г. Я. СЛЕПЯИ, Е. Я. ФУРСА, С. С. ШУШКЕВИЧ

Т О П О Г Р А Ф И Я  М А Г Н И Т Н О -Р Е З О Н А Н С Н Ы Х  
Х А Р А К Т Е Р И С Т И К  Б О Л Ь Ш И Х  П Л О С К И Х  О Б Р А З Ц О В

И зучение или контроль некоторы х объектов  методом электронного  
парам агнитного  резонан са  (Э П Р )  н а тал к и в ается  на трудности, с в я з а н ­
ные со специфическими требовани ям и  к исследуемым о б р азц ам , р а з ­
меры которых д о лж н ы  соответствовать  р азм ер ам  рабочего резон атора  
ради оспектром етра , а при сильном нерезонансном поглощ ении исследуе­
мого вещ ества быть еще меньше, чтобы не п оп адать  в пучность э л е к т р и ­
ческой компоненты м икроволнового поля. В противном случае  д о б р о т ­
ность рабочего резонатора , а следовательно , и чувствительность р а д и о ­
спектром етра Э П Р  резко  сни ж аю тся . К  тако м у  ж е  эф ф ек ту  приводит 
наличие в резонаторе  больш их отверстий д л я  ввода  и вы вода  образц а .  
В итоге потенциальны е возм ож н ости  Э П Р  к а к  метода н еразруш аю щ его  
контроля и средства  изучения вод осодерж ащ их, например, биологиче­
ских, объектов  не всегда  могут быть реали зован ы . Тем не менее, л о к а л ь ­
ные участки плоских структур типа полупроводниковы х пластин, п одло­
ж е к  интегральны х схем на разли чн ы х  стади ях  технологической о б р аб о т ­
ки, тонких пленок, листьев растений, вклю чая  и н аходящ и еся  в процессе 
роста, могут быть исследован ы  методом Э П Р  без ощ утимого воздейст­
вия всего О б р азц а  на п ар ам етр ы  радиоспектром етра . Это достигается  
благо д ар я  применению рабочего р езонатора  специальной конструкции, 
который обеспечивает к а к  фокусировку  магнитной Я -ком поненты  м ик ро­
волнового поля в строго определенном месте полости, с о дер ж ащ ей  о б р а ­
зец, т а к  и эк р ан и р о ван и е  от микроволнового  поля остальной части 
образца .

Способ последовательной  регистрации спектров Э П Р  от отдельны х 
участков о б р аз ц а  назовем д ля  краткости  Э П Р -скен и рован и ем  (Э П Р -С ) .  
Р еа л и за ц и и  метода Э П Р -С  базирую тся  на р азм ещ ен ии  о б р аз ц а  с внеш ­
ней стороны резонатора , возле  сквозного отверстия в его стенке в районе 
пучности магнитной компоненты микроволнового  поля [1]. Резонан сны е 
условия создаю тся  только  в небольш ой части исследуемого образц а ,  
располож енной перед отверстием. П ер ем ещ ая  образец , получают топо­
графию  его магнитно-резонансны х характеристик . П ростран ствен ное  р а з ­
решение и чувствительность метода зави сят  от л о кал и зац и и  и интенсив­
ности Я-компоненты , перпендикулярной к поляризую щ ем у  магнитному 
полю Н 0. Д л я  повыш ения пространственной р азр еш аю щ ей  способности 
предлож ено  дополнительно л о к ал и зо в ать  поле м одуляции на и сследуе­
мой части о б р азц а  [2].

Основной недостаток методов Э П Р -С  — ни зкая  чувствительность. 
Увеличение отверстия связи  не д ае т  ж ел аем о го  эф ф екта  из-за  в о з р а с т а ­
ния потерь на излучение. Н есколько  улучш ает  дело сверхпроводящ ий 
резонатор [3], но это, естественно, явл яется  значительны м  услож нением  
эксперим ента в целом и д ал ек о  не всегда  м ож ет  быть использовано  для  
решения при кладн ы х  задач .  П рим енительно  к методу Э П Р -С  вопрос 
о х а р актер е  расп ределен и я  интенсивности микроволнового поля возле 
отверстия в резонаторе  в известной нам л и тературе  не об суж дался .  К а к

22



Рис. 1. Устройство резонатора и структура электромагнитного поля при 
типе колебаний Яш4 (а)  и модель для расчета (б)



будет п оказано  ниже, эта  зависи м ость  яв л яется  явно не монотонной хотя 
бы ро одной координате, что м о ж ет  служ и ть  источником ош ибок при 
определении границ  областей  с отличаю щ им ися  магнитно-резонансны ми 
свойствами.

1. Э П Р-скенн ер  д ля  исследования плоских структур. П ринцип по­
строения разр або тан н о го  нам и р езо н ато р а  д ля  исследования тонких плос­
ких структур методом Э П Р -С  поясняется  рис. 1 [4, 5]. Внутри п р я м оуголь­
ного резон атора  типа Н т  р а зм ещ ен а  у зк ая  полость из проводящ его  м а ­
тери ала  с хорош им омическим контактом  по всему контуру соприкосно­
вения с верхней и ниж ней стенкам и резон атора  (пайка серебром ) .  Стенки 
полости р азм ещ ен ы  преимущ ественно по норм али  к электрическим  сило­
вым линиям  микроволнового  поля исходного резонатора , поэтому стр у к­
тура  поля при наличии тонкой полости остается  близкой к п е р в о н ач ал ь ­
ной. И сследуем ы й плоский о б р азец  пом ещ ается  внутри полости. Р е з о ­
нансные условия создаю тся  в небольш ой части образца , центр которой 
находится  на оси двух  соосных отверстий в стенках  полости, р асп о л о ­
женны х в области  пучности Я -ком п оненты  м икроволнового поля. П е р е ­
м ещ ая  о б р азец  внутри полости, м ож н о зар еги стр и р о вать  сигнал  Э П Р  от 
любой его части. В принципе м ож но р або тать  с лю бым прям оугольны м  
резонатором  с типом колебаний Яюп, где п  определяется  р азм ер ам и  
исследуемых образцов .

Собственная частота  и добротность резонатора . Р асчет  выполним на 
примере резон атора  Яюг. Д л я  вычисления резонансной частоты  соо и ом и ­
ческой добротности резон атора  Qnp принята  модель, п о к а за н н а я  на 
рис. 1, 6 , т. е. полость зам ен ен а  бесконечно тонкой вставкой, а влиянием  
отверстия на первой ф а зе  а н а л и за  пренебрегаем. М ож но п о казать , что 
бесконечно тон кая  и деально  пр о во д ящ ая  п ластинка  не и зм ен яет  соб ­
ственной частоты  и распределен ия  поля рабочего  колебания  Н т  по 
сравнению  с обычным прям оугольны м  резонатором , поэтому резонан сн ая
частота может быть найдена из соотношения а = л  ]/" 1 +  а 2 , где а =
с — скорость света.

Если колебание  не вы рож дено  и не близко  к вы рож дению , ом ическая  
добротность равн а  [1]:

№  d V

Qn
V

[  Я ?  dS

где символ т о зн ач ает  тангенци альн ую  компоненту Я ; S  — полная  внут­
ренняя поверхность резонатора , вклю чая  обе стороны вставки; А0 — гл у ­
бина скин-слоя; Я  —  нап ряж ен н ость  магнитного поля рабочего  к о л е б а ­
ния, соответствую щ ая идеальной проводимости стенок.

П роводя  необходимы е вычисления, получаем

0 °
О -----  прVnp 1 +  у

где Qnp —  добротность резонатора без вставки:
Г sin Y 1

_  с П|3 (1 + а З )3/ 2 fi OUlT аК  1 [ ( 1 + ° Д - ( 1 - о Д —  |
Vnp со0 Д0 [а(1  + а 2) +  2р +  а 3р] ’ |J ZCV ^>Y  2 л [а (1 +  а 2) +  2(3 +  a :i |3] ’

Y  — 2 л  (1 — 2h/L) .  Так как  у  >  0, то QnP Qnp, т. е. введение вставки 
несколько снижает омическую добротность. При h L /2 , Y  -*■ 0 и 0 ПР 
-  QnP.

Численный метод р асчета  магнитного поля на  отверстии и внутри 
полости. П редп олож и м , что отверстие с х ар актер н ы м  разм ером  d<^.k 
располож ен о  в пучности магнитного поля. Рассчи таем  структуру магнит-

24



а

id

С

Рис. 2. Геометрия задачи (а, б)  и качественная структура магнит­
ного поля на плоской щели (в, г)

ного поля внутри полости и на отверстии. Т а к  к а к  отверстие мало, в его 
пределах  мож но пренебречь зап азд ы в ан и ем  и считать, что поле р е зо н а ­
тора со вставкой без отверстия строго однородно и имеет  только  х-со-
ставляю щ ую : H v0 =  x 0H 0, (Я 0 =  c o n s t ) .  Т аким  образом , з а д ач у  о «просачи­
вании» поля резонатора  внутрь полости (см. рис. 1, а)  мож но зам енить  
модельной задачей  о просачивании однородного квазистатического  поля
Н° =  ХоН0 внутрь области  U+, ограниченной двум я  п ар ал л ель н ы м и  беско­
нечно тонкими м еталлическим и плоскостями с идентичными, р асп о л о ­
ж ен ны м и друг  под другом, отверстиям и А  (рис. 2 , а, в ) . В силу свойств
симметрии данной зад ачи  одну из плоскостей с отверстием (например,
у  — — 2А) мож но зам енить  сплошной металлической  плоскостью у  =  —Д 
(рис. 2, б, г ) .  Эту з а д ач у  мы и будем реш ать. Контур отверстия предпо­
л а гае м  достаточно гладким .

К вазистати ческое  м агнитное поле представим  в виде [6]
Н  =  — g r a d  г|), (1)

где потенциал t y (R)  у довлетворяет  уравнению  Л а п л а с а
V 2i|5 =  0, (2)

граничному условию Н ей м ан а  на обеих сторонах  поверхностей 2 ,  у сл о ­
вию непрерывности и скач ка  норм альной производной на отверстии:

д грЯ- g |̂)-
■ф+ (г) - - г | ) -  (г) \А =  О, С  — Н 0 х,  (3)

а такж е условиям на бесконечности

lim г|>+ (R)  =  С — Н 0 х,  lim т|)_  (R ) =  0.
|  ->■ о о  \ R \  —у  оз
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Второе условие (3) т а к ж е  определено с точностью до произвольной 
константы, исклю чаю щ ейся  при переходе от потенциала к полю по ф о р ­
муле (1). Это о т р а ж а е т  известную  неоднозначность магнитного потен­
циала.

Представим ф± (R)  в виде потенциалов простого слоя [7]:

ф -  ( R ) =  — f а  ( ? )  G (R,  г ’) d A  -  Н их  +  С,  (4)
А

* + ( £ ) =  f  o ( 7 ) g ( R , 7 ) d A ,  (5)
А

где G ( R ,  R ' ) ,  g ( R ,  R ' )  — функции Грина полупространства и области
V+,  заключенной между двумя плоскостями у  =  0, у  =  — А, удовлетворя­
ющие граничным условиям Неймана, С— произвольная постоянная; а( г ' )  —  

неизвестная функция, г, г'  е  А.
П редставлен и я  (4) и (5) удовлетворяю т  уравнению  (2 ),  граничным 

условиям  на 2  и имею т требуемы й 'скачок норм альной производной на А.  
С ш ивая  (4) и (5) на А,  получаем  ин тегральное  уравнение  1-го рода  со
слабой особенностью в ядре относительно 0 (2'):

J* о ( г ')  К  (г, 2 ')  dA  =  С —  Н 0 х, (6 )
А

где К  (г, г ' )  =  G ( 2, г ' )  +  g  (2?  2 ')  =  ■ _ к * [ н Г  12 ~  2
l 2 ~ z' l  ^ 1  v 

2
—  -д- 1п | г —  z'  |; К 0 — функция М акдональда.

—> —у
Ядро К  (г, 2 ')  определено с точностью до постоянного слагаемого, ко­

торое мы опускаем. Учет его равносилен переопределению константы С 
и не изменяет физически наблюдаемых величин. Д л я  определения посто-

—У
янной С на 0 (2')  налагается дополнительное условие

\ o ( z ' ) d A  =  0, (7)
А

соответствую щ ее отсутствию потока магнитной индукции через о тв ер ­
стие [7].

Аналитическое решение интегрального  уравнени я  (6) в общ ем случае 
затруднительно. О сновы ваясь  на методе сам о р егу л яр и зац и и  [8], р а з р а ­
ботаем численный алгоритм, пригодный д л я  произвольной формы  о тв ер ­
стия. Р азо б ьем  отверстие А  на N  элем ентов  достаточно малы х, чтобы

—У
неизвестную функцию  0 (2) в пределах  одного элем ента  м ож но было п ри ­
бли ж енн о  считать  постоянной. Тогда (6 ) м ож но зам ен и ть  системой 
алгебраических  уравнений вида

V  0 ( ? )  f К (7k, z ' ) d A  =  C  -  Н 0 хк. (8)
/ = 1  Ai

k, i =  1, N.

Дополнительное условие (7) преобразуется к виду
N

2  °  ? ?  S ai = ° -  ( 9 )
/=  1

где S aj — площадь /-го элемента.
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Соотношения (8) и (9) представляют систему N  +  1 линейных алгеб-
—>

раических уравнений относительно ст (гД, С; число N  выбирается исходя 
из требуемой точности расчета.

При вычислении матричных элементов Т ц  =  f К  (г}, z ’) d A  необходи-
Ai

мо, аналогично [9], выделить в явном виде особенность ядра; при этом
система линейных уравнений (8 ), (9) является устойчивой [8 , 9] и может
быть эффективно решена на ЭВМ. После ее решения искомое магнитное

— — ^  ^  Г —поле в полости вычисляется по формуле Н (R)  =  — grad 7  а (z}) ( g  ( R ,
/=  1 'Ai

Zj) dA.
А нализ поля на отверстии в простейшей модели. Д л я  получения к а ­

чественной информ ации о структуре магнитного поля на отверстии 
и внутри полости обратим ся  к а н а л и зу  простейшей модели — бесконеч­
но длинной в н ап равлени и  оси 2 щ ели  (см. рис. 2, г ) .  Д л я  такой модели 
м ож но получить при ближ енны е соотношения, не при бегая  к численным 
методам . Р ассм отри м  наи более  простой случай, когда  А >  d. Тогда
g  (2, z ' ) z a G ( z ,  z ' )  и интегральное уравнение (6) можно записать в виде 

d 1I a ( x ' ) l n | x — x ' \ d x '  =  -g - (C  — H„x) .  Дифференцируя это уравнение по
—d
х,  получаем

d
С ! ' \  d x '  И„

—d

Это сингулярное ин тегральное  уравнени е  простейшего вида, решение 
которого м ож ет  быть найдено в кв а д р а ту р а х  путем сведения к зад ач е  
Р и м а н а  [10]. О кон чательны й р езу л ьтат  имеет вид [10]:

о ( х )  = --------------Н° f r ig -[ • , Cl ■ _ -. ( 10)

« у Ч т ) ‘ 1  « - . - Г  ] / ' - ( Г

И з (7) получаем Сх =  0 и, вычисляя интеграл в (10), имеем

а  (х) = 8л Г [ х \2

V - d

И нтерес п ред ставляет  х -со ставл яю щ ая  магнитного поля, непосред­
ственно взаим одействую щ ая  с образцом . С учетом (3) эту  компоненту 
м ож но представить  в виде

хd —— п~

Н х (х, у ) = — cos у  [ -— л d _r ^ r-s ign (x— х ' ) е  д |А А 1 d x '  ( 11)

Проанализируем это выражение подробнее. При | x | ^ > d  из (11) имеем

Н х (х, у)  ~  — В  cos уе д |Л|, (12)

где В  — некоторая п о лож и тельн ая  постоянная. Т аким  образом , с у д а л е ­
нием от отверстия вдоль  оси х  Н х уб ы вает  экспоненциально, причем

в области | у  | <  оно направлено против первичного поля, а в области 

А <  | У | <  ‘4  110 первичному полю.
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Рассмотрим теперь поле под довольно узким отверстием^-Л | х— х '

но на достаточно большой глубине (г/ ^  d).  Р яд  в (11) можно просумми­
ровать в явном виде, воспользовавшись соотношением [ 11]:

V
j J d
/г=  1

П Кcos —г -  уе
sh - д -  \ х  —  х '  \

я  л  у
ch - д  | х — х | -  cos —

1

Вычисляя приближенно интеграл в (11) с учетом условий |лг-— х '|< [ (1 ,

у  >  d, получаем
л2 d

Н х (х,  у)
H p d

Д
/  1 I х \

V  1 _ Ы 4 Д [ 1 — cos
Д

(13)

Анализ этого выражения показывает, что с удалением от плоскости от­
верстия Н х уменьшается на величину Распределение по х  имеет

максимум при х = 0 ;  у краев отверстия Н х (х , у)  меньше /имеет порядок

Р ассм отри м  поле в плоскости щ ели: г /= 0 ,  | х —х'|л;<СЛ. И з (11) при  
этих условиях  получаем  следую щ ее соотношение

# *  (дг, у) g ( -  , 2л °  \ d } (14)

Зависимость магнитного поля от координаты определяется безразмер­
ным коэффициентом

g
d т

В центре щели (х  =  0) из (13) получаем:
1

# „ # „ • (15)

Н а  к р а я х  отверстия ( x - > + d )  коэф ф иц иент  g- стремится к + о о ,  что 
соответствует известному краевом у  эф ф ек ту  — особенности «на р еб ­
ре» [12].

Соотнош ения (12) —  (15) п озволяю т построить картин у  поля в по­
лости (рис. 2, г ) .  Эта  к ар ти н а  качественно применима и к более слож ной  
форме отверстий, например, круговой, что п одтверж дается  эк сп ери м ен ­
тально.

2. Эксперимент. М етодом  точечного 
спинового репера  [13] изм ерена  величина 
м икроволнового поля внутри полой про­
водящ ей вставки, помещенной в р е зо н а ­
тор # 102. В центре вставки  (область  пуч­
ности # -ко м п о н ен ты )  в обеих стенках  
просверливались  соосные отверстия од и ­
накового д и ам етр а .  Спиновый репер, в 
качестве  которого и сп ользовался  о б р азец  
Д Ф П Г  разм ером  не более 0,1 мм, з а к р е п ­
л я л с я  на конце тонкого кварц евого  стер ­
ж н я ,  перем ещ аем ого  внутри полости при 
помощ и двух  микрометрических винтов. 
И зм ерения  проводились на спектром етре 

„  „ 0 Э П Р ,  разр або тан н о м  и изготовленном вРис. 3. Зависимость интенсив- т-т-лг и  тт Г ,  Л

ности сигнала ЭПР от коорди- Б Г У  имени в - И - Л ени на  [14], при частоте
нат х и z м одуляции 1 кГц.
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Р езу л ьтаты  эксперим ента  приведены на рис. 3. Х ар актер  зависимости  
\ Н х (х, у )  | 2 согласуется  с р езу л ьтатам и  теоретического а н а л и за  
(рис. 2, в, г ) .  По оси x ( z =  0 ) ,  помимо главного м аксим ум а  | Н х (х, у )  | 2, 
в центре отверстия имеются дополнительны е м аксим ум ы  на краях , соот­
ветствую щ ие особенностям на ребре. В соответствии с расчетом поле 
в этих м акси м ум ах  н ап равлен о  противополож но полю в главном  м а к с и ­
муме (и «первичному» полю в исходном резонаторе  типа Я 102). По оси 
z ( x  =  0 ) распределен ие  \ Н х (х, у )  | 2 иное: дополнительны е м аксим ум ы  
здесь  отсутствуют. Это объясн яется  тем, что вдоль р ассм атри ваем ой  оси 
компонента Н х проходит по касательной  к отверстию , и решение особен­
ностей не имеет [ 12].

Ч увствительность  спектром етра  Э П Р  с описанным резонатором  
ср ав н и в ал ась  с чувствительностью этого ж е  спектром етра  с р езо н ато ­
ром Я  юг без вставки. М ак си м ал ьн о е  отнош ение сигнал /ш ум  при э к в и в а ­
лентны х условиях регистрации описанного спинового репера  у м е н ь ш а ­
лось  в случае р езо н ато р а  с проводящ ей полостью не более чем в пять — 
семь раз.  Д и а м е тр  отверстий связи  составлял  при этом 3 мм. Введение 
во внутрь полости в о д о со д ер ж ащ и х  образцов , а т а к ж е  поглощ аю щ их 
пластин, при м ен яем ы х в аттен ю аторах  м икроволновой мощности, на д о б ­
ротность рабочего резон атора  не влияет.

Учет реальной  структуры  поля, в частности асим м етрии его р а с п р е ­
делен ия  вдоль вертикальной  и горизон тальной осей реального  р е зо н а ­
тора, позволяет  повысить точность определения гран и ц  областей с о тли ­
чаю щ им ися  м агнитно-резонансны м и х арактери сти кам и .

А ктуальной  яв л яется  з а д а ч а  о н ахож дени и  способов построения р езо ­
наторов  д л я  метода Э П Р -С  с монотонным распределен ием  м икроволно­
вого поля в исследуемом образце.
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У Д К  621.315.592
В. И. КАРАСЬ, Т. И. КО Л Ь Ч Е Н К О ,

В. М. ЛОМАКО, А. М. НОВОСЕЛОВ

П Р Я М Ы Е  Э К С П Е Р И М Е Н Т А Л Ь Н Ы Е  
Д О К А З А Т Е Л Ь С Т В А  П О Д В И Ж Н О С Т И  

П Е Р В И Ч Н Ы Х  Р А Д И А Ц И О Н Н Ы Х  Д Е Ф Е К Т О В  В GaAs

В аж н ей ш ей  зад ач ей  ради ацион ной  физики полупроводников является  
установление природы и свойств вводим ы х облучением деф ектов . П о д ­
ход к решению этой проблем ы  тесно связан  с вопросом подвиж ности  
первичных деф ектов  при тем п ературе  облучения 300 К- О тносительно 
G aA s сущ ествую т две  точки зрения по дан н ом у  вопросу. Н а б л ю д а е м ы е  
эксперим ентальны е результаты  авторы  [ 1, 2] объясн яю т исходя из непод­
виж ности первичных ради ацион ны х деф ектов  ( Р Д ) ,  в то время к а к  в р а ­
ботах [3, 4] утвер ж дается ,  что совокупность эксп ерим ентальны х р е зу л ь ­
татов  м ож ет  быть объясн ена  с позиций подвиж ны х первичных дефектов. 
Вопрос о подвиж ности  первичных деф ектов  в G aA s до настоящ его  в р е ­
мени оставал ся  дискуссионным. Не было прям ы х эксп ерим ентальны х 
д о казател ьств  в пользу  ни одного из этих предполож ений. Вместе с тем 
окончательно определить  подход к проблеме природы стабильн ы х  Р Д  
в G aA s невозм ож но без реш ения вопроса подвиж ности первичных Р Д .

Ц елью  настоящ ей  работы  явилось исследование процессов миграции 
и перераспределения  точечных деф ектов  в G aA s в ходе облучения и по­
следую щ его термического отж ига.

Одним из д о казател ь ств  подвиж ности  точечных деф ектов  при з а д а н ­
ной тем п ературе  м ож ет  служ и ть  изменение каких-либо свойств м а т е ­
р и ал а  в случае, когда  и сследуем ая  область  к р и сталла  пространственно 
удален а  от области  генерации первичных дефектов. Это м ож но легко  
достичь при облучении полупроводниковы х структур различного  типа 
частиц ами  с м алой  длиной, пробега. В качестве  таки х  структур нами в ы ­
браны чистые эп и такси альн ы е  пленки я-типа толщ иной 15 мкм с вы со­
кой степенью соверш енства, вы ращ ен ны е на полуизоли рую щ их п о д л о ж ­
ках  толщ иной 250 мкм и электролю м инесцентны е р+—р — я+ структуры  
с сильнолегированной компенсированной активной областью  р-типа. 
Структуры  облучались  а -части ц ам и  с энергией 4,5 М эВ , д ли н а  пробега 
которых в G aA s составляет  20 мкм.

О блучение об разц ов  со стороны эп и такси альн ы х  пленок при Г = 3 0 0  К 
приводило к ум еньш ению  к а к  концентрации, т а к  и подвиж ности  носите­
лей за р я д а .  С корость у дален и я  носителей при этом составл ял а  
~ 1 05 см-1 . П осле  прек ращ ен и я  облучения величина подвиж ности  п р о ­
д о л ж а л а  изм ен яться  ещ е в течение 50— 60 ч. А нализ п оказал ,  что эта 
д ли нноврем енн ая  р ел ак сац и я  не с в я за н а  с ионизацией кр и стал л а ,  а обус­
л овлена  миграцией  первичных д еф ектов  из эп итаксиальной  пленки 
в п одлож ку  из-за  наличия  гради ента  концентрации. Этот вывод  п од ­
тверж ден  р езу л ьтатам и  облучения эп и так си альн ы х  пленок и электро- 
лю минесцентны х структур со стороны подлож ек. В этом случае  область  
генерации деф ектов  отделена от исследуемой слоем подлож ки  толщ иной 
150— 200 мкм. Тем не менее, в эп и такси ал ьн ы х  п ленках  н аб л ю д ало сь  
уменьш ение подвиж ности носителей з а р я д а ,  а в электролю м инесцентны х 
структурах  — квантового  вы хода и времени ж и зни  (рис. 1). Видно, что 
в обоих слу чаях  н аблю дается  насы щ ение изменений у казан н ы х  п а р а ­
метров от потока облучения. Это насыщ ение, по-видимому, связано  
с уменьш ением диф фузионной длины  первичных Р Д  в о бласти  их гене­
рации по мере накопления  стабильн ы х дефектов. Д ействительно, оценки 
показы ваю т, что насы щ ение начинает  н аблю даться  при кон центрации 
стабильны х Р Д  в области  генерации деф ектов  1018— 1019 см-3.

Т аким образом , результаты  эксперим ентов  согласую тся друг  с д р у ­
гом и свидетельствую т о подвиж ности  некоторы х типов первичных Р Д  
в G aA s при комнатной температуре.
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Рис. 1. Изменение подвижности (1)  носителей заряда в эпитаксиальном п-GaAs 
(1  =  77 К) и квантового выхода электролюминесценции (2)  в эпитаксиальных 
р — n-структурах на основе GaAs в результате облучения со стороны подложки 

(Г —300 К ). Температура облучения 300 К
Рис. 2. Изменение внешнего квантового выхода люминесценции р — /г-структуры, 
облученной альфа-частицами со стороны эпитаксиального слоя (7 0бл =  77К ) в 
процессе хранения при Т =  300 К (*>1 о — внешний квантовый выход при Т =  300 К

до облучения)
Рис. 3. Изменение подвижности носителей заряда при 7 = 7 7  К в ходе изохрон­
ного отжига пленок GaAs, облученных альфа-частицами со стороны пленки ( ! )

и подложки (2)

Д л я  определения м еханизм а  миграции первичных деф ектов  проводи­
лось облучение электролю м и несцентны х структур со стороны /т+-области 
при Т =  77 К. В следствие высокой степени легирования  р+-области у р о ­
вень Ф ерми в ней л о к а л и зо в а н  вблизи  У-зоны, и п е р е за р я д к а  первичных 
деф ектов  из-за пониж ения тем п ературы  м аловероятн а .  Установлено, что 
облучение образцов  не приводило к  уменьш ению  квантового  выхода 
люминесценции, хотя аналогичное облучение при 300 К д ав а л о  зн а ч и ­
тельный спад  интенсивности лю минесценции. П ри  повышении т е м п е р а ­
туры облученных о б р азц о в  от 77 до 300 К  н а б л ю д а л а с ь  дли н н оврем ен ­
ная  рел аксац и я  квантового  вы хода лю минесценции (рис. 2 ) .  П олученные 
р езультаты  позволили оценить энергию  активац ии  миграции первич­
ных деф ектов:  ее величина не п р ев ы ш ала  0,35 эВ. Тот факт, что м и гр а ­
ция первичных Р Д  н а б л ю д а л а с ь  в компенсированном и сильнолегиро­
ванном C aA s п- и p -типа проводимости д ае т  возм ож н ость  заклю чить, 
что за р я д о в о е  состояние первичных Р Д  не о к а зы в а е т  принципиального 
влияни я  на процессы их миграции.

В ы сокая  подвиж ность первичных д еф ектов  при комнатной т е м п е р а ­
туре обусловливает  и их нестабильность, т. е. эти деф екты  долж н ы  исче­
за т ь  на стоках, аннигилировать , либо  образовы вать , устойчивые при д а н ­
ной тем п ературе  комплексы  деф ектов . У становленны й в данной работе  
ф а к т  высокой подвиж ности первичных Р Д  при Т =  300 К  свидетельствует 
о том, что основные типы изоли рован ны х деф ектов  в G aA s до лж н ы  п р ед ­
с тав л ять  собой ком плексы  из первичных деф ектов , поскольку мелкие 
легирую щ ие примеси не участвую т в образован и и  ни центров гашения 
лю минесценции, ни центров компенсации [3, 5].

И сследовани е  процессов о тж и га  Р Д  м о ж ет  д ать  дополнительную  
ин ф орм аци ю  о природе дефектов.

М ногочисленные эксперим енты  свидетельствую т о м ногообразии  ти ­
пов стабильны х Р Д  в G aA s. О собое место среди изолированны х д е ф е к ­
тов, вводим ы х при всех ви дах  облучения (исклю чая  нейтронное), з а н и ­
м ает  группа дефектов, которые исчезаю т при 7 Отж =  500 К, и даю щ и х  
основной в к л а д  в изменение времени ж и зни  и электропроводности. 
О дн ако  природа этих д еф ектов  окончательно не устан овлен а , не иссле­
дован ы  процессы аннигиляции и п ерераспределен ия  точечных деф ектов  
в ходе термического о тж и га  у к азан н ы х  типов дефектов.

В связи  с этим п р ед ставл ял о  интерес сравнить  процессы отж ига  Р Д ,
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вводимых в активную  область  исследуем ы х структур при а-облучении, 
с процессами о тж и га  Р Д ,  вводимы х в условиях  равномерной генерации 
первичных деф ектов  по объем у  образцов .

И сследовани е  эф ф ек т а  Х олла  в структурах , облученных со стороны 
пленки, п о к азал о  наличие  двух  стадий восстановления электрических  
свойств пленки при 7"i =  500 К и 7 2 =  620 К. Эти стадии отж и га  н а б л ю д а ­
лись ранее  после электронного  и протонного облучения, а х ар актер  т ем ­
п ературны х зависимостей  подвиж ности  носителей у к а зы в а л  на отж иг 
и золи рован ны х дефектов.

И зм енение свойств пленок, облученных со стороны п одлож ек , в ходе 
изохронного отж ига  у к а зы в а е т  на д ал ьн ей ш ее  уменьш ение подвиж ности 
носителей при 7 0ТЖ^ 5 0 0  К, т. е. в этом случае  происходило дальн ейш ее  
н акопление деф ектов  (рис. 3). С ледовательно , природа деф ектов , о п р е­
дел яю щ и х  основное изменение свойств пленок при различны х  в а р и а н т а х  
облучения, разли чн а .  И зм енени е  концентрации и тем п ературн ы х з а в и с и ­
мостей подвиж ны х носителей з а р я д а  в результате  облучения со стороны 
п одлож ки  и последую щ его о тж и га  у к а зы в а е т  на введение областей  скоп­
лений д еф ектов  п+-типа проводимости.

Совокупность эк сперим ентальны х  результатов  по изменению э л е к ­
трических свойств пленок в ходе отж и га  свидетельствует о том, что 
основная часть простейш их деф ектов , вы свобож даю щ и хся  в результате  
термической диссоциации основных типов ради ацион ны х деф ектов  при 
Г ? » 500 К, аннигилирует  или исчезает  на стоках, а о став ш ая ся  часть 
мигрирует на значительны е расстояни я  и о седает  на ней тральны х скоп­
лениях примесей или вклю чениях  второй ф азы  с образован и ем  п+-заря- 
ж енны х областей.

Основные результаты , полученные в работе , сводятся  к следую щ ему.
1. Получены  прям ы е экспери м ен тальн ы е  д о к азател ь ств а  п о д в и ж ­

ности некоторых типов первичных деф ектов  при 7  =  300 К, оценена их 
энергия активац ии  миграции.

2 . Основные типы стабильны х при 7  =  300 К  изолированны х р а д и а ­
ционных д еф ектов  п ред ставляю т  собой ком плексы  из собственных стр у к­
турных дефектов, образую щ и хся  диф ф узи онны м  путем.

3. П роцесс  о тж и га  комплексов ради ацион ны х деф ектов  определяется  
их диссоциацией, при этом основная часть  точечных дефектов, о с в о б о ж ­
даю щ и хся  в результате  диссоциации комплексов, аннигилирует  или исче­
зает  на стоках, а незн ачительная  часть  участвует  в ф орм ировании п+ з а ­
ряж ен н ы х  включений.

Авторы в ы р а ж а ю т  благодарн ость  Ю. С. Е м ельян енко  за  помощ ь 
в проведении экспериментов.
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Н И И  ПФ П

УДК 535.44 :537.868.4
А. П. Х А П А Л Ю К

П О Л Н О Е  Р Е З О Н А Н С Н О Е  П О Е Л О Щ Е Н И Е  
Э Л Е К Т Р О М А Г Н И Т Н Ы Х  В О Л Н  В О Д Н О Р О Д Н О М  Ш А Р Е

Условия р еал и зац и и  полного резонансного поглощ ения в однородном 
ш аре  могут быть т а к  ж е  подробно изучены, к а к  в слое [1] или в ц и ли н д ­
ре [2]. П р и н ц и п и ал ьн ая  схема постановки зад ач и  стан дар тн ая :  требуется
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найти  те решения уравнений М аксв ел л а ,  которые бы описывали п а д а ю ­
щ ие на ш ар волны вне зан и м аем ого  им объ ем а  и были бы конечны 
и ограничены внутри него. Волны, отр аж ен н ы е  от поверхности ш ара ,  
д о л ж н ы  отсутствовать. Реш ен ие  зад ач и  удобно проводить в сферической 
системе координ ат  р, ■&, ф.

Н у ж н о е  решение представи мо в виде линейной комбинации двух н е за ­
висимых (в соответствии с д вум я  разли чн ы м и  п оляри зац и ям и )  частных 
решений. Одно из них обычно н азы вается  Я -волной (отсутствует р а ­
д и а л ь н а я  со ставл яю щ ая  магнитного п о л я ) ,  второе — Я -волной (отсут­
ствует  р а д и а л ь н а я  со с та в л я ю щ а я  электрического  поля) .

Д л я  Я-волны общ ее  реш ение запи ш ется  в виде:

Z i+1/2 ( k N  р) Р Т  (cos v) в±<«ф,
к р У  р

E', =  ~k Z/+ 1/2 ( k N p ) ] - ^ - P ? ( c o & v ) e ± ^ ,  

E v = ± i ^ - ^ l V p Z l+l /2( k N p ) ] 1^ P T ( c o s v ) e ± ^ ,  ( 1) 

Яр =  О, Н ,  =  ±  N 2- у =  Z l+U2 ( k N  Р )  ^  РТ  (COS v )  в±*“ ф,

Я Ф =  — i N 2 —L -  Z l+l/2 ( k N  p) - A -  P ?  (cos v) е±*«ф.
У  P a v

Д л я  Я-волны решение будет аналогичным:

Яр =  0, .Я =  - у = -  Z l+ m  (k N  р) - L -  Р Т  (cos v) е*«ф,

Я ф =  i  ̂ — Z/+ 1/2 р) (cos v)

Я ? =  1S1T 7 r -  N 7=  Z '+ i /2 (* ^  p) P ?  (cos v) eim(p, (2)K \) у  p

я ' =  т г T i l V ^  Zl+U2 ^k N ^ T V p "  (cos v) е‘тф-

iV p z ‘+ ^  я  д к  (cos v ) е‘'тф-
где Z/4-1/2 ( k N  p) —  цилиндрическая функция, P'T (cos v) — присоединенные 
полиномы Л еж андра, / =  1, 2, 3, . . .  , m  =  0, ±  1, . . .  , ±  I.

Реш ен ия  д л я  областей  внутри и вне ш ар а  необходимо брать  р а зл и ч ­
ные. Д л я  внутренней части ш а р а  нуж но использовать  функции Б есселя  
первого рода, т а к  к а к  только  они не имею т особенностей в н ач але  к оор­
динат. Д л я  о бласти  вне ш а р а  необходимо взять  так и е  цилиндрические 
функции, которые бы описы вали  п адаю щ ую  на поверхность ш ар а  волну. 
Э тому условию  удовлетворяю т  функции Г анкеля  первого рода. З а в и с и ­
мость от углов й  и ф д ля  реш ения к а к  внутри, т а к  и вне ш ар а  д о л ж н а  
быть одной и той же.

О бщ ие реш ения (1) — (2) запи сан ы  с точностью до м нож ителя  
(ам п ли туды ) .  В д альн ей ш ем  их будем считать  д л я  п адаю щ и х  на поверх­
ность шара волн заданными и обозначать Я “т  (для Я-волны) и Я?т  (Для 
Я-волны). Амплитудные множители решений внутри шара обозначаются 
соответственно через Е\,п и Н \т, и их определение является дальнейшей 
целью решения задачи.

Д л я  получения общ его реш ения необходимо реш ения внутри и вне 
ш а р а  «сшить», чтобы при переходе через границ у  тангенци альн ы е со став ­
л яю щ и е  полей бы ли непрерывны. Д л я  к аж д о й  из волн это требование  
приводит к четырем уравнени ям , из которых только  д в а  линейно н е за ­
висимы.

Д л я  Я -волны эти д в а  уравнени я  могут быть запи сан ы  в виде

N 2 Е \т J l+l/2. (k N  ро) -  Е1т Я Щ /2 (k Ро) =  0, (3)
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E \m~  [ V p  J'l+m  ( k N p ) }  _  - E alm - ^ l V p #1+11/2 (& p)] =  0 ,
P = ? op = p . ‘ 4 p  

где Po — радиус шара.
Аналогичные уравнения получаются для Я-волны:

# / «  J l+ m  (k  N  P o ) -  НЧт # j | \ /2 ik  Po) =  о, (4)

=  0 .
P = P o

H L ~ iV p  J1+1/2(kNp)] _  -H L-^ riV P # / + 1 / 2  (k p)]
a  p  p — po и

У равнения (3 ) — (4) следует  р ассм атр и в ать  к а к  линейные однород­
ные алгебраические  уравнени я  относительно амплитуд. Они имею т 
отличные от нуля решения, если определители , составленны е из ко э ф ф и ­
циентов при ам плитудах , равны  нулю.

Это условие д л я  Я-волны требует  выполнения равенства

# / + 1 / 2  (k Ро)  - г г -  \УР # + 1/2 ( & #  р ) ]  —а р р=р0

- N 4 l+1/2(kNpti)-£-[Vp H&\/2(kp)] — о- (5)
и  f j  Р = Р о

Несколько другое равенство получается для Я-волны:

# 1 + 1 / 2  k̂^)~^[Vp # + 1 / 2  ( * # Р ) 1  

d
■Ji+ua ( k N  рл) -— - [ V p  #1ЯЛ/2 (* P)1 =  0 . (6)

p = f o

Условия ( 5 ) — (6) следует считать условиям и полного резонансногс  
поглощ ения волн д л я  ш ара .  Они о казы ваю тся  д л я  Е- и # - в о л н  р а зл и ч ­
ными, и, следовательно , явления  полного резонансного соп ряж ен и я  д ля  
волн обеих п оляризац ий  одновременно вы полняться  не могут.

Здесь  следует  добавить , что с м атем атической  точки зрения решение 
уравнений (5) — (6 ) относительно неизвестной комплексной величины 
k N p 0 =  k ( n — /к)ро сводится к н ахож дени ю  корней целой функции эксп о ­
ненциального типа. Т акие уравнения , к а к  следует  из известны х теорем 
П и к ар а ,  имеют бесконечный дискретны й (счетный) набор комплексны х 
решений. Обозначим эти решения через k N  р0 =  ps =  ps — i ps (s =  0, 1,
2 , . . .) или, разделяя на действительную и мнимую части, получим

k n p 0 =  ps\  /exp,, =  ps\  (7)

П ервое равенство  в (7) явл яется  интерференционным условием  п о л ­
ного поглощ ения, второе — энергетическим.

Л егко  п о казать , что условия  полного резонансного поглощ ения (7) 
фактически те ж е  самые, что и резонансного излучения (генерации ).  
Действительно, при решении зад ач и  на резонансное излучение требуется  
изменить только решение вне ш ара : вместо п адаю щ и х  необходимо взять  
уходящ ие волны. Это, по существу, означает, что надо взять  комплексно 
сопряж енное  решение. К ром е того, необходимо перейти от поглощ аю щ ей 
к активной среде внутри ш ар а ,  что м атем атически  сводится к изм ене­
нию зн ак а  мнимой части п ок азател я  прелом ления  N.  В результате  д л я  
получения условий генерации вы р аж ен и я  (5) — (6 ) необходимо зам ен и ть  
на комплексно сопряж енны е. Реш ения таки х  уравнений т а к ж е  изм енятся  
на комплексно сопряж енны е, а действительны е условия (7) останутся  
без изменения.

В отличие от условия резонансного поглощ ения в цилиндре условия 
резонансного поглощ ения внутри ш а р а  м ож но изучать  более подробно, 
т а к  как  цилиндрические функции полуцелого порядка  в ы р а ж а ю тс я  через 
элем ентарны е  функции. Д л я  м ал ы х  значений индекса I (от индекса т  
они вообще не зави сят )  условия резонансного поглощ ения о казы ваю тся  
достаточно простыми.

Н ачнем  это рассм отрение  с мод, у которы х индекс 1 =  0. Эти моды 
имеют некоторые особенности, т а к  к а к  структура  их полей явл яется  сф е­
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рически симметричной и не зависи т  от углов 'й и ср. И х  нельзя  получить 
из общ их вы раж ени й  (1) —  (2). П рощ е исходить непосредственно из у р а в ­
нений М аксвелла .  В этом случае  реш ения уравнений М аксв ел л а  д ля  
внутренней части ш а р а  м ож но зап и сать  в виде

£  =  Д1 sin k N p  н  =  . N A i  k N p _

Р ф Р ( 8 )

=  H, =  - i N B t - ^ - P.
Р Р

Д л я  области вне шара следует взять другие решения

Е-, =  А а —  е1* р, Н т = —• е£*р,
Р ф р

£ ф =  — Я ,  =  В« —  е«р.
Р р

(9)

Сшивая обычным образом эти решения на границах шара, получаем соот­
ношения:

A t sin k N  Ро =  А а eikf°, i N A i cos k N  p„ =  — A a elkP°,
B ‘ sin k N  p0 =  B" eikp«, i N  B ‘ cos k N  p0 =  —  B a e ik p«.

Условие их разрешимости

( 10)

i N  cos k  N  p0 - f  sin k  N  p0 =  0 или N — 1 
У +  1

e 2 i k N  Po _f_ J =  0 ( I D

яв л яется  условием резонансного  поглощ ения нулевой моды. Оно тако е  
ж е ,  к а к  условие резонансного поглощ ения в плоскоп араллельном  слое [1].

С ледую щ ая  наи более  ни зкая  мода соответствует значениям  индексов 
/ =  1, т  =  0 , и решения д ля  нее могут быть получены из общ их в ы р а ж е ­
ний (1) — (2). П оля этой моды внутри ш ар а  могут быть представлены  
в виде

£ ,  =  2 ^ i / ( p ) .  E ,  =  - ! ^ i ! < e L ,  я ф =  г л ^ , ( е ) ,
( 12)

k  Р k  р Р

Ет — i. s i n  V
/ ( р ) ,  Я Р =  — 2 c o s  V 

k  р2 /(р), н, =_ sin у df  (р)
k  р d p ’

( /  . sin^TVp , ,,
^ р) =  ~ м р  c o s /г я  р -

Решения вне шара получаются из (12) с помощью формальной замены

/(рМ т —̂ N ^ L (13)

Требование непрерывности танген ц и альн ы х  составляю щ и х  поля на 
границ е  ш а р а  приводит к равенствам

Е\ю
sin k N  р0 

kN  p0
cos k N  p0

r-'i Cl sin kN  p

0

k N  p

sin kN  p0

cos k N  p

N 2 =  

=  ЕЧ о

1

k N  po

p= p0

—- cos k N  p0) =  H a\ о

*Po 

d
d p

1

1
k  p

i ) e lk Ро Е аю , 

i | e ikf

kpo

H \10 d p
sin k N  p

kNjp cos k N  p Tja d  / 1
P=?o 10 d p  L U p

i e ikp

P=Po

P =  Po

(14)

условия  разреш и м ости  которых д аю т  условия  полного резонансного  
поглощения: 

для  Я -волны
1

g —2ikNp„ kN p0 ( N - \ )  +  i ( N * - \ )  
kN  p0 (iV +  1) +  i ( N 2 —  1)

1 + i kN  p0 ( У - f  1)
(15)
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и для f -волны

i +  ' ^ + o ^ l i + ^ - K n -
- 2 i k N t0 =  _  N ~ l____________________ kN Po V kN P° >\ k P°

~ N  +  l l + H N - D ^ - UkN  p0 V kN  Po / \ k  p0

Условия полного поглощ ения д л я  моды (1, 0) незначительно о тли ­
чаю тся от условий резонансного поглощ ения в плоскоп араллельн ом  слое. 
Ф орм ально  отличие сводится к  дополнительном у м нож ителю , з а в и с я ­
щ ему от kp0, который при больш ом значении kp0 стремится к  единице. 
Ф и зическая  ж е  интерп ретаци я  та  же, что и соответствующ их условий 
д л я  плоскоп араллельного  слоя [1]. П р ав у ю  часть  в в ы р аж ен и я х  (15) 
мож но интерпретировать  к а к  коэфф ициент о тр аж ен и я  от поверхности 
ш а р а  плоской волны, ф игурирую щ ей в левой части этих вы раж ени й . К р и ­
визн а  поверхности, и зм еренн ая  в дли н ах  волн, определяет  отличие к о э ф ­
ф ициентов отр аж ен и я  от ф ренелевских. С уменьш ением кривизны  по­
верхности (с увеличением kp 0) ф орм улы  д л я  коэффициентов о тр аж ен и я  
переходят  в ф орм улы  Ф ренеля. Т а к а я  интерпретация  д ае т  возм ож н ость  
результаты  исследования  резонансного поглощ ения в п л о с к о п а р а л л е л ь ­
ном слое (одномерный случай) просто п ереф рази ровать  применительно 
к  исследованию  резонансного поглощ ения внутри ш ар а  (трехмерный 
с л у ч а й ) .

Условия резонансного поглощ ения (15) м ож но интерпретировать  т а к ­
ж е  по-другому. Д л я  этого условие д ля  Я -волн ы  перепишем в виде:

1 М р 0 ) kN р0 е   А/ — 1 1 +  k P o , + J f e V p o ) 2 (/V +
£/еМр0 N  +  1 . --- (—  .   J  . . .   j,

е 1 Т- 2, п .  Ш  (ЬМ  п Л 2 W* Ч

(16)

kN  po k N p 0 с ' I p ,  т  (kN р0)2

В левой части равенства  (16) в числителе стоит вы р аж ен и е  д ля  бегущей 
сферической волны  (м ода  1, 0 ), в зн ам ен ател е  — д ля  такой ж е  бегущей 
сферической волны, расп ростран яю щ ей ся  в противополож ном н а п р а в л е ­
нии. В соответствии с обычным определением  отношение этих волн, в з я ­
ты х на  поверхности ш ара ,  естественно н азв ать  ам плитудны м  ко э ф ф и ­
циентом отраж ен и я .  П оэтом у вы раж ени е , стоящ ее справа , имеет смысл 
ам плитудного  коэф ф иц иента  отр аж ен и я  этой сферической моды от  по­
верхности ш ара .  Этот коэф ф иц иент  отр аж ен и я  мож но считать отнош е­
нием тангенци альн ой  составляю щ ей  электрического  либо отношением 
норм альной  составляю щ ей  магнитного поля. Оно м ож ет  быть запи сан о  
в виде £ ф  ( р 0 )  =  R t o  ( р 0 ) -  £ ф ( Р о ) .  г Д е  f  Т о  ( Р о )  — имеет смысл амплитудно­
го коэффициента отражения волны соответствующей моды. В такой запи­
си условия полного резонансного поглощения в слое и внутри шара име­
ют одинаковый вид и допускают одинаковую физическую интерпретацию.

Аналогичным о бразом  интерпретируется  условие резонансного погло­
щ ения д ля  Я-волны. А мплитудный коэфф ициент о тр аж ен и я  этой волны 
при м ет  вид

( N +  1) 1ф

R 1 0 (Ро) д/- _|_ j
N - l  '  т  '  т  k p 0

<¥- ' > ( ' + т У

1
(kN  р0)2 ~Ь (kN Ро — 0

1 +  ( М р о ) 2  1  +  ( k N  Р о  +  0

(17)

А налогичные результаты  м ож но получить д л я  лю бы х мод, хотя, 
естественно, р езультаты  с увеличением индекса  моды стан овятся  более 
громоздкими.

ЛИТЕРАТУРА

1. X а п а л ю к А. П.— Докл. АН БССР, 1962, т. 6, № 5, с. 301.
2. Х а п а л ю к  А. П.— Вести. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1981, 

№  2, с. 25.
Н И И  П Ф П

36



У Д К  621.315.592
М. Г. ЛУКАШ ЕВИЧ, В. Ф. С Т ЕЛ ЬМ АХ

О С О Б Е Н Н О С Т И  Н И З К О Т Е М П Е Р А Т У Р Н О Г О  П Р И М Е С Н О Г О  
П Р О Б О Я  В Э П И Т А К С И А Л Ь Н О М  А Р С Е Н И Д Е  Г А Л Л И Я

В работе  изуч ался  низкотем пературн ы й примесный пробой при Т — 
=  4,2 К в арсениде гал ли я  с концентрацией  свободных носителей пе =  
=  3 ,1 4 - 1014— 1 ,2 -1017 см-3. И сследовали сь  специально нелегированны е 
и легированны е мелкой примесью эп и такси альн ы е  пленки ti— G aA s, по­
лученные о саж дением  из газовой ф азы  на полуизолирую щ ие п одлож ки  
из арсенида галли я . О мические контакты  наносились вж и ган ием  с п л а ­
ва 95% In — 5% S n  в потоке водорода. В о л ьтам п ер н ая  х ар актер и сти ка  
(ВАХ) зап и сы в ал ась  при непосредственном погруж ении о б р азц а  в ж и д ­
кий гелий, так  что вы д ел я ем ая  мощ ность не приводила к перегреву и н а ­
руш ению теплового кон такта  о б р азц а  с гелием.

Типичные ВАХ образцов  с разной  концентрацией мелкой примеси 
п о к азан ы  на рис. 1. П ри  концентрации носителей n e <  5 -1 0 14 см-3 ВАХ 
линейна до поля низкотем пературн ого  примесного пробоя Е„ (кри вая  1),  
при котором н аб л ю д ается  резкое возрастан и е  тока  вследствие ударн ой  
ионизации мелкой примеси [1— 3]. В о б р аз ц а х  с пе >  5 - 1014 см-3, к а к  
и в германии [4], при £ < Я П м ож н о вы дели ть  область  слабы х полей 
А ( Е < Е 0),  в которой вы полняется  закон  О ма, и область  предпробойны х 
полей В ( Е > Е 0), в которой проводимость о монотонно в о зрастает  (кр и ­
вая  2).  Постоянство  проводимости, х ар актер н о е  д ля  области  А,  очевидно, 
связан о  с тем, что в слабы х  электрически х  полях  концентрация носите­
лей пе и их подвиж ность ц не зав и сят  от поля. Рост  о  в области  В,  
вообщ е говоря, м ож ет  быть связан  с увеличением в электрическом  поле 
концентрации носителей в зоне проводимости или их подвиж ности. И з м е ­
рение в эп итаксиальном  п — C aA s зависимости  ц (Д )  показало , что в пред- 
пробойной области  подвиж ность не зависи т  от Е,  а вблизи пробоя д а ж е  
несколько ум еньш ается  [2, 3]. А нализ тем п ературн ы х зависимостей по­
стоянной Х олла  R x ( T )  показы вает , что в исследуемы х нами о б р аз ц а х  
с пе^ 1016 см_3 при Г =  4 ,2 К  п рео б л адает  проводимость по мелким при­
месям и как  R x ( T ) ,  т а к  и R x ( E )  имею т максим ум , х арактерн ы й  д ля  
двухзонной модели проводимости [5]. Т аким  образом , в наш ем случае  
м аксим ум  на кривой R x ( E )  и нелинейность ВАХ в предпробойных полях  
м ож н о связать  с перераспределен ием  носителей м еж д у  примесной зоной

т. К

Рис. 1. Вольтамперные характеристики образцов с разной концентрацией носи­
телей при 7 = 4 ,2  К:

1 —  п  =  3 ,1 4 -Ю * 1 см- 3 ; 2 — 9 ,2 -1 015 см 3 е
Рис. 2. Зависимость протяженности области А от концентрации носителей (1)  

и температуры для образца с пе = 9,2 - 1015 см- 3  (2)
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и зоной проводимости. С реди  возм ож н ы х  известных м еханизм ов у в ел и ­
чения а (эф ф ект  Зи н ера ,  уменьш ение реком бинации в электрическом  
поле, э ф ф ек т  Ф ренкеля)  только  последний д ае т  качественное согласие 
с экспериментом  при Е<С.Ёп (пунктирная  линия на рис. 1).

И зучение ВАХ об разц ов  с различны м  значением  пе позволило у с т а ­
новить, что соотношение м еж д у  о б ластям и  А я В  существенно зависи т  от 
концентраци и  носителей. В отличие от герм ания , в котором с увели че­
нием избыточной примеси н аб л ю д ало сь  расш и рение  области линейности 
ВАХ [4], в арсениде га л л и я  нам и обн аруж ен о  уменьш ение протяж енности  
области  А  с ростом концентрации носителей. Зависи м ость  вы раж енн ой  
в процентах  от суммы А -\-В  протяж енности  области  А от пс п ок азан а  
н а  рис. 2 .

Такое изменение ВАХ п — G aA s с увеличением концентрации примеси, 
на  наш  взгляд, о т р а ж а е т  ф ак т  о б р азо ван и я  и развития  примесной зоны 
с ростом легирования . П ри м алы х  концентраци ях  проводимость обуслов­
л е н а  п р ы ж к а м и  электронов  по мелким примесным состояниям с низкой 
«подвиж ностью », в результате  чего закон  О м а вы полняется  до полей Е„. 
С ростом кон центрации образуется  прим есная  зона  конечной ш ирины [5], 
проводимость по ней возрастает . Это п озволяет  связать  м аксим ум  на 
кривой  R x ( E )  и нелинейность ВАХ в предпробойны х полях с ее ч астич ­
ной ионизацией наиболее  быстрыми электронам и . Т а к а я  точка зрения 
по д твер ж дается  и тран сф орм ац и ей  ВАХ с ростом температуры . К а к  
и следовало  ож и дать ,  нап ряж ен н ость  поля пробоя с ростом тем п ературы  
ум еньш ается , пробой становится  «мягким» и область  В  начинается  с б о ­
л е е  слабы х  электрически х  полей (с м /р и с .  2 , кр и вая  2).

Отметим, что на ВАХ р я д а  образцов  н аб лю д алось  два  у ч астка  с р ез ­
ким во зрастан ием  тока  (см. рис. 1, кри вая  1).  Причем, если при первом 
пробое ток  в о зр а с тал  на  два-три  порядка , то при втором в полтора- 
два  раза .  В о зм ож н ы м и  причинами этой особенности ВАХ могут быть 
либо  у д ар н а я  ионизация  более глубокого примесного уровня, либо н и зко ­
тем п ературн ы й примесный пробой в сильнее компенсированном переход­
ном слое м еж д у  пленкой и подлож кой.

П ослепробойная  область  ВАХ х ар актери зуется  одним наклонРм 
(c f= co n s t)  до  полей, в которы х вы д ел яем ая  в о б р азц е  мощ ность приво­
д и т  к перегреву и наруш ению  теплового кон так та  с ж и дким  гелием. П ри  
увеличении концентрации мелкой примеси пе > 3 - 1 0 16 см-3 ВАХ стан о ­
вится линейной, о т р а ж а я  слияние примесной зоны с зоной проводимости 
й  м еталлический  хар актер  переноса зй ряда .
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М атем атика  
и механика

У Ц К  539.3
И. А. ПРУСОВ, Ю. В. В АС И ЛЕВИ Ч

О Б  О Д Н О М  В А Р И А Н Т Е  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я  О Б Щ И Х  
Ф О Р М У Л  Т Е О Р И И  У П Р У Е О С Т И  О Р Т О Т Р О П Н О Е О  Т Е Л А

Д л я  решения основных граничных з а д ач  теории упругости ортотроп- 
ного тела  необходимо найти вы р аж ен и я  компонентов нап ряж ен и й  и пере­
м ещ ений при помощи, по меньшей мере, трех  произвольны х квази гарм о- 
нических функций. Р еш ен ие  этой проблем ы  в столь простой форме, как  
д л я  трансверсально-изотропного  тела , без предполож ен ия о сущ ество­
вании некоторого числа зависимостей  м еж д у  коэфф ициентам и упругости, 
по-видимому, невозмож но. Один из подходов к решению такой проблемы  
при налож ен и и  на коэфф ициенты  упругости сц  трех ограничений у к а за н  
в работе  [1].

В настоящ ей работе  получено более простое представление общих 
ф орм ул  д л я  н ап ряж ен и й  и перемещ ений в виде суперпозиции двух  групп 
основных формул, д ля  сущ ествования  которых требуется  соответственно 
три  и шесть ограничений на коэфф ициенты  упругости (см. о б озн аче­
ния, принятые в работе  [2]).

В отличие от классических представлений предполагается , что Щ ф  
ф а ц  при 1 ф / ,  т. е. из 12 коэфф ициентов a i j  число независим ы х ко э ф ф и ­
циентов, п од л еж ащ и х  определению  эксперим ентальны м  путем, равно 
12—п,  где п — число независим ы х уравнений связей, н а л агаем ы х  на 
коэфф ициенты  ац.

1. О бщ ие ф орм улы  д л я  компонентов н ап ряж ен и й  и перемещений. 
П усть  и, v, w  —  компоненты перемещ ений, отнесенные к осям д е к а р т о ­
вы х координат  х, у, г; о ц  и е ц  —  компоненты н ап ряж ен и й  и деф орм аций, 
удовлетворяю щ и е у равнени ям  зако н а  Гука: \

t t i j O j j  — в ц , Cir^Xyz “  0'55%xz =  ^xzj  «ббТ ху =  @ху ( 1 )

и, при отсутствии массовы х сил, у равнени ям  равновесия:

сгш =  0 ( / , / = 1 , 2 , 3 ) .  (2 )

Д л я  удобства записи здесь используются двойные обозначения:
ди dv ди

Д п  =  °х>  ° 2 2  =  °у>  • • • > ° 1 2  =  Хху> ехх  =  е и  =  > • • •  > еху  =  ^ 1 2  ^  ■ + ,  Qy •

Уравнения (2) и (1) для касательных напряжений выполняются, если

дуг л -  ь* Эг2 '■ху “ к д х д у ’ У дх2 1 дг2

_     д  S ^ Ф у _  д*Фк \ . д*фк
— A kZk д х д г '  г дх2 ду2 ) ’ У* k ^ k ду дг '

3
1 л , У  ̂ д Ф к

И =  ~ 2 ~  k (Л *  «44  —  I k  «55 —  « б б ) — д Г

I * _ .. л _ ч дФк ... 1 л - ,„  - _ -  * - ч 5 Ф кV — 9 Ak (|U 5̂5 Л/г 4̂4 6̂б) ду *  ̂ 2 (^66 Л/г 4̂4 5̂б) fiz
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где Ah, | ft, r\k — произвольны е коэффициенты; Фй =  Фй(Хй, у к, z k) — произ­
вольная гарм оническая  ф ункция переменных хи =  акх, у к =  ак\ХкУ, z k =  
— ahhiZ, уд о влетво р яю щ ая  уравнению

д2 Ф*
dx i

д'Фк  , д*Фк п
д 2 ' -* 9 ’
дУЪ д4

(4)

а й, ц /i, Хй •— некоторые б езр азм ер н ы е  п арам етры .
Всякую  функцию Ф/ъ удовлетворяю щ ую  уравнению  (4), будем н а зы ­

вать  квазигарм онической  функцией относительно переменных х, у, z  или 
просто квазигарм онической  функцией.

Требуя, чтобы в ы р аж ен и я  (3) удовлетворяли  уравнениям  (1) для  н о р ­
мальны х нап ряж ений , получаем  три уравнения, на основании которых 
с учетом (4) следует

« 1 2 + ивв . ~ I . «55
' +  Е/г «1 3  +  о

•1* «4

« и  +  Ak «13

«22 +  i k  «23______________

Г ~00 1 I I «44 1
«2 1  +  о  +  4 /г  « 2 3  +  о  — -

Ik «5.

« 1 2  +  О +  Ifc  ( « 1 3  +
«55 )
2 Г

_  «32 +  Ife  «33

«31 +  4 *  « з з

Ak «44

(5 )

Е* « 11  +  Ak «12

«32 +  El «33____________________

I *  «31 +  9  +  4 *  I «3 2  T

«22 +  Ik «23

Ik «21 +  4* «22 (6)

У множ ив числители и зн ам ен атели  дробей (6 ) на А к, получим систе­
му трех линейных однородны х уравнений относительно неизвестных A h, 
Ahlh, АкАк- П р и р авн и вая  затем  определитель  этой системы к нулю, п олу­
чаем кубическое уравнение относительно параметра х =  %2k

М 0х 3—M ix2+ A f 2x —М 3—0, (7)
где

М о  =  Яб6 ( О ц 022— O i20 2l )  ,

M i  =  аггйбв ( ^ 5 5 + 0 1 3 + 0 3 1 )  +O 44 ( а ц а 22— ^12^21) — Пбб (Ф г П г з + Ф Щ з з )»

+12 =  022044(^55 +  013 +  031) +О б 6  (O22O33 —  O23O32) — O44 ( 012023 +  0210з2) ,

М 3 =  Й44 (а220зз— о23аз2) .
Уравнение (7) имеет три корня, из которых, по край ней  мере, один 

вещественный. Заф и кси руем  какой-либо  один из них, п олагая  х = х к =  
=  Xl (k  =  1, 2, 3). Считая х  известным, из соотношений (6 ) получаем 
систему уравнений для нахождения неизвестных £ =  £* и 4 =  4 *:

(8)

(о, 1̂3 ' + )ч  =— 0,2 +  ■
(9 )

(о 21х  —  о23) |  +  о22х 4 =  о.2 2 -

Н а основании равенств (5) следует, что |  и т] д о лж н ы  удовлетворять  
т а к ж е  уравнениям

. 1
о2з a s i -;— ту- о32 о55 —  о3~2~ о33 (а 5 5 о44 £4)

+  о22 о33 о32 | о 2з -| о44) ]  4 +  о22 о31 —  О;

-о-  о33 (о 44 4 2 —  а 551 4 )  + Оц о33 о31 о13

32 I 0 21 

1

•4 9“ 066

, 1

• а55 £ +  [о;

Н 9~ fl31 Ф й  fl33 I “ 12 ' Обб 4 +  о41 о32 о31 ^о12

£ +  

Oee) =  О,

13 O32 +  

=  0 .

( 10)

■0|66
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При этом
.,2   «32 ~ Ь  i f e  а зз  / 1 1 \

* ~~ а 31 +  Ч к  «33 ' ( 1 U

И склю чая  в уравн ен и ях  (10) с учетом (9) неизвестные £ и ц, полу­
чаем два  уравнения  4-й степени относительно х:

а0х 4 +  а1х3 +  а2х 2 +  а3х + а 4  =  0, (12)
b o x ^ + b ^ + b z x z + b s x + b ^ o ,  (13)

где а0 =  k 01\ , ах =  t& (2 k 0 t e +  k 3 t x +  k i  t3);

«2 =  ^0 (2  0̂ 5̂ +  ^б) 4 “ 1̂ (&i *з) 4~ ^3 (^1 6̂  ^2 4 )  “I" ̂ 4 (*3 6̂   4̂ 4)>

a3 =  2 k0 10 16 ■ - 2  txt2 “ Ь  k2 (txt.4 - ) -  ^2^3) ^ 3  ( V i  _ У е )  4 ~ ^ 4  ( ^ о ^ з  П ^б )>

«4 =  0̂ (*0 *0 — k3 t* — ^4 4̂) + t 2 (k1 t2 —  k 2 tt ), 

bo =  S0 /5, =  t3 (2 s0 -f- s3 П  -f- s4 3̂),

6 2 =  So ( 2  *0 ^5 +  й )  +  t3 (k213 — k x tx) +  S3 (tx t e — t2 tb) +  S4 ( / 3  t8 —  /4  4 ) ,

b3 —  2 s0 t0 te 2&2 3̂ ^4 +  ^1 (^2 h  4“ 1̂ ^4 )  Д" S3 (^0 1̂ ^2̂ б) “I-  S4 (^(/з  ^ o ) i

b4 =  t0 {s3tQ —  s3t2 —  s j 4) +  t i (k2 t i —  k 1t2), (14)

^ 0  =  «22 «31 «32 (« 2 1  “ t-  ^вб)> &1 =  «33 ^55> ^ 2  =  «33 ^44>

6 3  =  «23  «31 4 "  «32 bob  «33 (« 2 1  4 “ ^6в)>  ^ 4  =  «22  «33 «32 (« 2 3  4 "  ^ 44)1

SU =  «11  «32 «31 (« 1 2  4 “  ^0g)>  S3 —  «11  «33  «31 (« 1 3  4 ~  b o b ) ,

s4 =  a13 fl32 +  a 31 b44 —  a 33 (a12 +  bee),

0̂ =  «23 b44, t x =  a22 be3, t2 =  a22 644, t3 — й14 a 22 «21 («12 4 - b33),
t4 =  a22 ( а 4з  - | -  b3b) о 2з  ( « 1 2  4 - b33), t3 — &xx a22 —  a 12 ^21»

U =  «42 «23 —  «21 b4i —  a22 (a13 - f  bob), b ti =  a n / 2 , i —  4 , 5 , 6 .

П редп о л о ж и м ^ч то  уравнения, (7), (12) и (13) имею т три общих корня 
x  =  x h ( k = \ ,  2, 3).  Д л я  их н ах о ж ден и я  поступим следую щ им  образом . 
Ум нож им  уравнение  (12) на Ь0 и вычтем из полученного уравнения  у р а в ­
нение (13), ум нож енное на йо. В результате  получим

т 0х 3— miX2-\ -m2x — т 3= 0 .  (15)
Зд есь

mo =  b0ai— aobi, т^ =  аоЬ2— Ь0а2, т 2 =  Ь0а3— а0Ьз, т 3^=а3Ьк— Ь3а4. (16) 
Д л я  того чтобы корни уравнений (7) и (15) совпадали , необходимо 

и достаточно, чтобы
m i M 0 =  m 0Mi,  т гМ 3= т 3М г, т 3Мо =  т 0М 3. (17)

Р ав ен ств а  (17) п р ед ставл яю т  собой три ограничения на к о э ф ф и ­
циенты ац.  П ри выполнении этих равенств  значения  неизвестных x  =  xjt 
м ож н о найти, используя уравнени е  (7 ) .  В дальн ейш ем  будем р а с с м а т ­
ривать  только  таки е  ортотропные тела , д л я  которы х равенства  (17) в ы ­
полняются. Считая при этом а г;- и x k — X\  известными, значения l k, и 
\ik найдем из равенств (9) и (11); неопределенным остается лишь пара­
метр ak. Его значения можно зафиксировать произвольным образом, пола­
гая, например, а х =  а 2 =  а 3 =  1.

При использовании только положительных значений корней

к ' = ± У ч ,  ц * = ±  У  аазгХ Т 1 кь (18)'  "3 1  " з з  ЧА

п ар ам етр о в  Хи и общ ие ф орм улы  д ля  н ап ряж ен и й  и перемещ ений 
определяю тся  в ы р аж ен и я м и  (3), если считать k  индексом сум м ирования  
(Дг =  1, 2, 3 ) .  С учетом всех корней этих п арам етров  получим форм улы  
д ля  н ап ряж ен и й  и перемещ ений:
„  I д2 , г д2 \ г . ( д2 , т д2 \ v (г д2 , m д2 \ v°х ~ [ду2 ' bk дг2 J Гк> °у — ^ дхз + Л k~faT J г к* °г ~  д х 2 +  Л* дуг J
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Хху
д 2

дх ду 1 k ' 1x2 
д

т,., = д2
дх дг 

д

Fklk ,  %
д 2

д// дг Р йЛд, (19)

&1 дх p ft. v =  P ft2 "^7 ш =  Р *з - д г  р юдг

где =  А ъ Ф* +  B k Qk, Р к1 =  - у  (тц «44 — а53 — «66),

Pk-l =  - о -  (£ft «55 —  Л/е а41 —  «со) .

Р /еЗ =
1

' 5ft «55 )>

(20)
2 («06 Л/е «14 '

Фй(аьл:, адцдг/, auhiZ)  и П д (± а д х ,  ±адцдг/, ±адА,дг) — произвольны е ква- 
зигарм онические функции переменных х, у,  г; Лд и Вд — произвольны е 
постоянные; k  — индекс сум м ирования.

Д л я  сущ ествования  упругого состояния тела , определяем ого  в ы р а ж е ­
ниями (19), коэфф ициенты  а ц  д о л ж н ы  удовлетворять  равен ствам  (17). 
В предельном  случае, когда  а ц  п р евр ащ аю тся  в упругие постоянные 
трансверсальн о-изотропного  тела  с шестью зависимостям и

« 22  =  « 1 1 , «21 =  « 1 2 , «66  =  2 ( « 1 1 — « 1 2 ) ,  «32  =  « 3 1 , «2 3  =  « 1 3 , «55  =  « 4 4 , (21)

равенства  (17) о б р ащ аю тся  в тож дества ,  поскольку  при этом все ад =  0. 
В общем ж е  случае  равен ства  (17) п ред ставляю т  собой три ограничения 
на коэффициенты  ац.  Если  значения  всех этих коэфф ициентов найдены 
эксперим ентальны м  путем, равен ствам и  (17) м о ж н о  воспользоваться  
к а к  д ля  проверки точности эксперим ента, т а к  и д ля  подтверж ден ия  или 
отрицания  сущ ествования  ограничений на коэффициенты  ац,  о п р ед ел яе ­
мые этими равенствами .

Вместо требовани я  вы полнения равенств  (17) м ож но потребовать  
выполнения уравнений (10) д ля  всех |  =  и т]=г|/г { k = \ ,  2, 3 ) .  Такой 
путь приводит к шести ограничениям  на ац,  из которых в силу и зл о ж е н ­
ного независим ы м и будут только  три.

2. О бщ ие ф орм улы  д л я  ортотропного полупространства . П усть орто- 
тропное тело за н и м ае т  область  2 > 0, ограниченную  плоскостью S ( г = 0 ) . 
Будем  предполагать , что плоскость S  п ерп ен ди кулярна  к одному из .трех  
главны х н ап равлени й  упругости тела , а упругое состояние тела  оп реде­
ляется  по ф орм улам  (19) при условии, что д л я  всех k  =  \, 2, 3:

Фд =  Фд(х, цнУ, 7./Ш), йд =  Ф h {x, y hy, — l hz ) ,  (22)
где Фд и Од — квази гарм он ич еские  ф ункции в 
о б ластях  2 > 0  и 2 < 0. П ри этом, как  обычно, 
будем считать, что оси координ ат  х, у,  z  о б р а ­
зую т правую  тройку  и п а р ал л ель н ы  главны м  
нап р авл ен и ям  упругости тела.

П оскольку  при зад ан н ой  внеш ней нагрузке  
на поверхности т е л а  его упругое состояние з а ­
висит от того, как ое  из главны х н ап равлени й  
упругости п ар а л л е л ь н о  оси 2, то д л я  полного 
исследования  н ап ряж енного  состояния т ела  н е ­
обходимо рассм отреть  три случая. Д л я  к а ж ­
дого из них м ож но воспользоваться  ф о р м у л а ­
ми (19) при соответствую щ ем вы боре значений 
коэфф ициентов  ац.  С этой целью  м ож но по­

ступить следую щ им образом . Пусть, например, закон  Гука д л я  главны х 
нап равлени й  упругости ( 1), (2 ), (3) с ориентацией, п оказанной  на р и ­
сунке, имеет вид

е 11 —  «1  1 « 1  +  « 1 2  ° 2  « 1 3  ° 3 ,  « 4 4  Т 23 —  е 23>

е 22 =  « 2 1  « 1  " Ь  « 2 2  ° 2  +  « 2 3  « з ,  « 5 5  Т 13 =  е 13, 

е 33 —  «31  СТ1 +  « 3 2  ° 2  +  « 3 3  а 3> а б6 Т 12 =  е 12. (23)
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где еи и etj — компоненты деформаций; а г и т i;-— нормальные и касатель­
ные напряжения; а'ц — коэффициенты .упругости для главных направлений, 
удовлетворяющие неравенствам а'п  <  а ' 2 <  а ' 3.

В случае, когда ось г параллельна направлению (3), коэффициенты a i} 
имеют значения, определяемые по формуле a i} =  а... Если ж е ось г парал­
лельна направлению ( 1), то значения a tj получаются циклической переста­
новкой. К ак легко видеть, они определяются выражениями

CL-ц =  Cl-2i =  OI31 =

aii  =  a 55> a55 =  a 66’ =  й44- (24)

А налогично мож но получить значения  а ц  д л я  случая, когда ось 2 п а р а л ­
л е л ь н а  главном у нап равлен и ю  (2 ) (см. рисунок).

П оступая  таким  образом , получим три ва р и а н та  реш ения граничных 
з а д а ч  д л я  полупространства  2 > 0 . П о сущ еству они сводятся  к р ассм о т ­
рению упругого равновесия  трех ортотропны х полупространств с п оверх­
ностями S,  перп ен ди кулярны м и к главны м  н ап равлен и ям  упругости (1),
(2), (3). При этом д ля  к аж до го  из таки х  полупространств  вы бирается  
своя система координат  х, у, z  с осью z, перпендикулярной к поверхности 
т ела  5 .  Более  простой путь реш ения аналогичны х задач ,  не требую щий 
п р ео б р азо ван и я  коэфф ициентов  ац,  получим, считая  оси координат  х, 
у,  z  неизменно связанны м и с телом  и соответственно п ар ал л ель н ы м и  
осям  (1), (2), (3). П ри  этом все  сводится к рассм отрению  ортотропных 
полупространств  х > 0 ,  у > 0 и 2 > 0 . Д л я  последнего из них общие ф о р ­
мулы  определяю тся  в ы р аж ен и я м и  (19) и (22). П ри  рассмотрении полу­
пространств  х > 0  и у > 0 т а к ж е  м ож но воспользоваться  ф орм улам и  (19), 
п о л агая  соответственно

Ф& =  Ф/Дх, |iky,  h/iz) , Пй — Фй( х, |\иУ, ‘h kz ) , (25)
Ф /i =  Ф /t (х, (xhy, x hz ) ,  Qk =  Ф й (х, — y hy, hiZ) ,  (26)

где Kk и цй { k = \ ,  2 , 3) — б езр азм ер н ы е  парам етры , определяем ы е, как  
ск азан о  в п. 1.

Ф орм улы  (19) имею т место т а к ж е  д л я  бесконечного тела  с р а зр е за м и  
н а  плоскости г = ,0 в предполож ении, что .

Ф& =  Фй(х, \ihy,  Khz), Q/t =  Q/i (x, y hy, — h i Z ) , (27)
где Фй и £Д, в отличие от (2 2 ), п ред ставляю т  собой различны е квази гар -  
монические функции переменны х х, у, z.

Т аким  образом , вы р а ж е н и я м и  (19) — (27) определяется  структура  
общ их ф ормул д л я  ортотропного полупространства  и бесконечного орто- 
тропного пространства  с р а зр е за м и  на плоскости 2 =  0. Существую т 
т а к ж е  другие пути построения аналогичны х формул. Все они д о лж н ы  
удовлетворять  принципу предельного  перехода, состоящ ем у в том, что 
при устремлении коэфф ициентов  ац. к  соответствую щ им значениям  для  
изотропного тела  п ар ам етр ы  Х/г и p/{ д л я  всех k  д о лж н ы  принимать з н а ­
чения Я й = Ц й = 1 . И бо  только  при выполнении этого условия  вы раж ен и я  
компонентов нап ряж ен и й  и перемещ ений, найденны е в р езультате  р еш е­
ния конкретны х граничны х зад ач ,  п р евр ащ аю тся  в бигармонические 
функции при предельном  переходе к  изотропному телу. О бщ ие формулы, 
не удовлетворяю щ ие принципу предельного перехода, следует р а с с м ат ­
ривать  к а к  ош ибочные или в лучш ем  случае  к а к  приближ енные.

3. О бщ ие ф орм улы  д л я  трансверсальн о-изотропного  тела. Р а с с м о т ­
рим частный случай рртотроп ного  тела , имею щего плоскость изотропии, 
перпендикулярную  к оси г. П редп олож и м , что м еж д у  коэфф ициентам и 
а ц  имеют место зависимости  (21 ), но вы р аж ен и е  а вв неизвестно, и, кроме 
того, |  =  т). Тогда на основании уравнений (10) находим а 6б =  2 ( а ц — a i2) - 
П ри  этом на основании равенств  (6 ) имеем

4 2  ( а и  4~ 1 g ig     g3i Ч~ S а зч
~  6 («и +  «12) ~  g(«« +  2a31) - 6 se-

О тсю да следует
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[<2зЗ (G 1I +  O12)  fll3 ( 0 44+ 2 ^ 31) ] | 2+

+[(<2з1— Q13) (Щ1+ П 12) — а ц а 4 4 Ё + йи ( а и —^ 12) = 0 .  
С учетом равенств  (5) и (6) находим

(29)

(а 11 ~г а1г) i k
(30)

где и | 2 — корни уравнения (29). Будем считать, что х г и х2 — значе­
ния x k =  А£, определяемые выражениями (30), и представляют собой кор­
ни кубического уравнения (7). Тогда третий корень этого уравнения х 3=  
=  А̂  определяется по формуле

При этом, если тело зан и м ает  область  z > 0, его упругое состояние о п р е­
деляется  вы р аж ен и ям и  (19), (21) и (22).

Уравнения (1), (2) д ля  трансверсально-изотропного  тела  с п ло­
скостью изотропии, перпендикулярной к оси г, допускаю т т а к ж е  без к а ­
ких-либо ограничений на коэфф ициенты  а ц  следую щ ее представление  
нап ряж ен и й  и перемещ ений:

где Q1 =  ^  +  N x (ОБ =  ф4 {х, у,  Аа г) и ©4 =  ©4 {х, у  — А„ z) — про­
извольные квазигармонические функции, i?Q =  а44/ а 66, D x и N x— произволь­
ные постоянные.

С л о ж и в  соответственно правы е части равенств  (19) и (32), получим 
более общ ее представлени е  реш ения уравнений (1) и (2) д л я  т р а н с в е р ­
сально-изотропного  тела.

4. В торая  группа  общ их форм ул  д л я  ортотропного тела . О бобщ ением  
ф ормул (32) на случай ортотропного тела , зан и м аю щ его  о б ласть  z > 0 ,  
являю тся  вы раж ен и я

а а  ( а и  а зз a i 3 a a i)  [Q33 Н11 ~Ь a iz )  a i 3 (2 ~h Q44)]

a n  a tie (an  —  а1г) 1 ^12)

Используя уравнения (9), а затем соотношения (5), находим

В з =  1. 1з =  11з = (аи  +  а 1г) х з —  °13 ( 31)

(32)

оX



W  =  m 8 й 44 —  Our
d Q2 d Q3

dy 00 dx

где Q/( =  £>/4Tl)ft+yVft(Oft (A =  1, 2, 3 ) ;  %t(x, (ы0г/, Х0г ) ,  coi(x, р0г/, — A.0z) ,  
0 2 (— x, рог/, X oz), ш з(х , — (.юг/, X0z)  — произвольны е квазигарм онические  
функции; гц, mi,  U, D h, N h, Х0, р о — произвольны е постоянные. П о л а гая  
в ф ор м у лах  (33) Q2 =  Q3 =  0 и  удовлетворяя  уравнени ям  (1) и (2), полу­
чаем  значения коэфф ициентов  щ  в форме

„__ .__ _ ° 6 6  ( а 12 П8 +  а п )  ' Г  ( « 8  Р в4 Рбб) ( а 12 °2 3  ®22 а 1з)-------------------

По

ап  а.?2 — ^ 21

пг,с (аи  гг8 -j- ».21) -|- (пв Р64 Р65) (аи  Одз n2i °1з)
а 11 ° 2 2  —  а 12 « 2 1  ’

п  _____ Р о  р4Г) Ч ~ а 44 ° 2 1  ( а 21 а 32 ----  Д 22 g 3 l )

Р о  +  ° 4 4  ° 2 1  ( а 12 ° 3 1    ° 1 1  а 32)

п4 =  п8, п 3= п в— п7, (34)
« 5 = 1 ,  Яб =  Рб5, Я7 =  Я8Рб4,

где р ц =  а ц / а 7] (г, /  =  4, 5, 6 ) ,  Ро= (аиЯгз— а г ^ и )  (022031— а^азг) —
—  (Я 2 3 Я 3 1 —  Я з з Я г О  (Я 1 1 Я 2 2 — Я 1 2 Я 2 1) .

З н ачения  т г- и 4  д ля  i =  1, 2, 3, 8 получаю тся однократной  ц и кличе­
ской зам еной  индексов коэфф ициентов  а ц  в в ы р аж ен и ях  щ  и ш; с соот­
ветствием по схеме

t i i - ^ m i - ^ l i —t-rii ( t = l ,  2, 3, 8). (35)
С огласн о  этой схеме значения  т ,  и 4 получаю тся соответственно на осно­
вании вы раж ен и й  п 7 и т ,  при однократной зам ен е  индексов а ,/  по п р а ­
вилу: *-Язз >-Яц, а 44—>-<155—>-абб—>m44, ctiz—->-й23—1>-Яз1_э-Я12, • ■ •

Все остальн ы е значения  коэфф ициентов  т г-, 4 и А,0, ро определяю тся 
по ф орм улам :

m4 = m8, m3 = m6—m7, т5 = 1, т6=р4б, т7 = т8р45;
4 = 4 ,  4 = 4 —-4, 4 = 1 ,  4=Рб4, 4  =  4Ps6; (36)

^ 0  =  а и 1а й в  —  Р46, Н о  =  а 44/Я оо =  P l5 -

П ри этом форм улы  (33) имею т место, если а,,- удовлетворяю т у р а в ­
нениям:

«1—гг8 = р45, «г— l=n8p54, mi—т8 = р56, 
m2— 1 =  т 8Рб5, 4 — 4  — Рб4, 4 — 1 —4 р 4б, (37)

представляю щ им  шесть ограничений на упругие постоянные а^ .
Путем  н ал о ж ен и я  решений (19) и (33) получим самое общ ее п ред ­

ставлени е  для  нап ряж ен и й  и перемещ ений ортотропного тела. Д л я  его
сущ ествования  необходимо, чтобы коэфф ициенты  а*/ удовлетворяли  
9 ограничениям  в ф орм е равенств  (17) и (37).

В случае трансверсально-изотропного  тела  равенства  (17) и д в а  из 
равенств  (37) в силу соотношений (21) о б р ащ аю тся  в тож дества . 
П оскольку при этом /8= 1 / т 8, 4  =  т ? / т 8, 4  =  m i/m 8, то из всех остальны х 
равенств  (37) незави си м ы м и будут

т г — т 8= р 4в, т 2— т 8|364= 1 .  (38)

И спользуя  ф орм улы  (19) и (33), м ож но получить решения основных 
граничны х зад ач  д л я  упругого ортотропного полупространства  и орто­
тропного пространства  с р азр езам и  на плоскости z  — 0.
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Г. А. М Е Д В Е Д Е В

А Д А П Т И В Н О Е  О Ц Е Н И В А Н И Е  ПРИ ЗА В И С И М Ы Х  ВЫБОРКА Х

Б удем  рассм атр и вать  за д ач у  оценивания неизвестных п ар ам етр о в  
в регрессионной задач е ,  когда эти п ар ам етр ы  линейно св язан ы  с н аб л ю ­
дениям и (выборочными зн ач ен и ям и ) .

П

&  =  2  с*я>*( 0  +  Ь  =  Ф* ( 0 с +  Ь- ( 0k= 1
З десь  и ни ж е пользуем ся  следую щ им и обозначениями:

с — вектор-столбец  неизвестных п арам етров , значения которых нуж но 
оценить в процессе идентиф икации; п  —  разм ерность  вектора с; с* — 
=  (ci, с2 . . . сп ),  * — зн а к  транспони рования; г// —  наблю дение  выходной 
переменной в момент времени t, t —  дискретное  время (f =  1, 2, . . . ) ;  
Ф *(0  =  (ф1 (^)фг(О ••• Ф п (0 )  — известный вектор; Z t — аддитивны й ш ум 
с нулевым м атем атическим  ож и дан и ем  M{Zt)  = 0  и корреляционной ф у н к­
цией УИ{£^<} = р (& , / ) .  Д исперсию  Zt обозначим  р(. П усть т а к ж е  у* (N)  =  
=  {У1У2 - - - У к ) — iV-вектор наблю дений; Ф* (N)  =  (ф (1)ф(2) . . . tp(iV)) — 
известная  м атр и ц а  р а зм е р а  (n X N ) ;  (N)  =  (gig2 . . .  Z n ) — А -вектор
шумов.

Тогда наблю дения  в течение и н тервала  времени запи ш утся
в матричной форме

y ( N ) = 0 ( N ) c + l ( N ) .  (2)
П ри  этом M {Z {N )Z *  ( N ) } =  R  (N)  будет обозначать  м атри цу  к о р р е л я ­

ции шумов. R ( N )  =  \\p(k, £)||,  l ^ k ,  t ^ . N .  О бозначим  т а к ж е  г* (N)  — 
— (р (1, N ) p ( 2 ,  N )  . . . р (Л/ — 1, N ) ) — ( N —  1) — вектор корреляций.

Адаптивная идентификация методом наименьших квадратов ( М Н К ) .
Н аи более  полное исследован ие  адаптивной  процедуры оценивания  м ето­
дом наименьш их квад р ато в  при использовании незави си м ы х н аб л ю д е­
ний провели А лберт  и С итлер  в работе  [1]. М ы р аспространим  их р е зу л ь ­
таты  на случай зави си м ы х  наблю дений. В этой работе  описана а д а п ти в ­
ная  процедура вы числения оценок вектора  с из (2) в предполож ении, 
что м атри ц а  корреляци и  R ( N )  д и аго н ал ьн ая .  Ч тобы исп ользовать  эти 
р езультаты  в наш ем случае, п реобразуем  (2) таким  образом , чтобы бы ли 
выполнены условия  работы  [1]. Введем  в рассм отрение м атри ц у  D ( t ) ,  

оп ределяем ую  рекуррентно соотношениями
( D ( t )  0 \

=  (3)

где 6г+1 =  (рл - ,— r * ( t +  l ) # - 1 ( / ) r ( * + 1 ) ) - 1 ' 2: ^ + 1 ) = - б /+1г:!:( ^ + 1 ) / ? - 1(0 -

Обозначим y ( t )  =  D ( t ) y ( t ) ,  Ф  ( 0  =  D { t ) 0 { t ) ,  Z(t) =  D(t)  l { t ) ,  1

Непосредственные вычисления показывают, что R  (t) =  М  ( |Ц )  £*(0} =  
=  D (t) R  (t ) D* (t) =  / ,  где I  —  единичная матрица соответствующего раз­
мера. Таким образом, умножая (2) слева на D ( N ) ,  получим соотношение

y ( N )  =  0 ( N ) c  +  l ( N ) ,  (4)

в котором компоненты вектора £ (N ) попарно некоррелированы. Заметим, 
что введенное матричное преобразование обладает необходимым для по­

строения адаптивной процедуры свойством: у*  (t  +  1) =  ( у*  (/) y t +i ) ,

Ф * ( / +  1) =  ( Ф * ( 0 ф ( * + 1 ) ) ,  Ё * ( * + 1 )  =  (£*(*). I ) .  Здесь y t+l =

=  d ( t +  l ) y { t )  +  dt+i y H . i = 6 i+ i ( y t +i —  r * ( t +  1) R - 1 ( t )  у  (*)); ф (*+ 1 )  =  
=  0 ) * ( t ) d * ( t +  1) +  б/+1 ф (/+  1) =  6,+1(ф(* +  l ) — < b * ( t ) R - 1 { t ) r ( t + l ) y ,

U t + l )  =  d ( t + \ ) l ( t )  +  6Ж  Zt+\ =  6<+1 {Zt+i - r * ( t +  1) R - 1 ( 0  Z (О)-

У Д К  6 2 -5 0
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И спользуя  д л я  построения адаптивной оценки п арам етров  с из (4) 
результаты  [1], м ож но убедиться , что справедли ва

Теорема 1. Если компоненты вектора  ш ум а в (2) коррелированы , то 
адап ти вн ая  оценка МИК. имеет вид

c ( N )  = c ( N - \ ) - \ - y ( N ) [ y N— r* ( N ) R ~ i ( N — \ ) y ( N — l)  —
- $ * ( N ) c { N - 1)]. (5)

З д есь  ф (А) = ф ( А ) —Ф* ( N — 1 ) R ~ l ( N — 1 ) r ( N ) ,  а коэфф ициент влияния 
y ( N )  вычисляется  по ф орм уле

a (N)

y ( N )
ф*(Л0  a (N)  ’ 

Ъ(Щ

если a (N)  ф  0 (6)

,   , если a ( N )  =  0, (7)
■% +  Г  (N) Ь (N) У

где o 2n  =  рN —  r* (N )  R ~ x (N  — 1) г (N);  а  (N ) =  A  ( N  — 1) ф (Л/)— «-вектор;
b (N )  =  В  ( N — 1 ) ф ( А ) — «-вектор, а ( « Х я ) — матрицы А  и В  удовле­
творяют рекуррентным соотношениям.

[ A  ( N  — 1) — ° если a (N )  ф  0, (8)A  (N)  =  I ф  (N) а (А/) ’ \ ^  \ /
\ A  ( N — 1) , если a ( N )  =  0; (9)

b (N) а* (N) +  a (N) Ь* (N)В  ( N  —  1)

о  ̂+  Ф* ( N) b(N)
В  (N)  =  +  ( Г  (yv j a W ) " a(jV) а * (Л?)’ 6СЛИ а ^  ф ° ’ (Ю)

B ( N —  1 )  j  b(N)b*(N)-----  e c j r a a ( iV )  =  0 _ ( И )

Л (0) = / .  Если априорны е дан н ы е  о п а р а м е т р ах  отсутствуют, то с (0 )  = 0 ,  
5 ( 0 )  = 0 .

Зам ети м , что условие а ( Ы ) Ф 0  необходимо и достаточно д ля  того, 
чтобы вектор ф(77) не я в л ял с я  линейной комбинацией  векторов ф (1 ) ,  
ф (2 ) ,  . . .  , ф ( А — 1). О тсю да следует, что в процессе построения оценок 
вектора  с по текущ им дан ны м , каково  бы ни было N,  ф орм улы  (6 ) ,  (8) 
и (10) использую тся не более, чем « раз.

П усть фh(t),  l ^ k ^ n ,  об р азу ю т  набор линейно независим ы х ф унк­
ций. В этом случае, к а к  прави ло  (этому м ож н о д ат ь  строгое обосн ова­
н и е) ,  первые « строк м атри цы  Ф ( N ) ,  N > n ,  я в л яю тся  линейно незави си­
мыми. И  процедура  оценивания  строится по следую щ ем у правилу: п ер ­
вые «  оценок с ( t ) , 1 вы числяю тся  с использованием  (6), (8), (10),
а последую щ ие вы числения использую т только  (7) и (11), т а к  к а к  м а т ­
риц а  A( t )  у ж е  больш е не нуж на. Этот второй р еж и м  адаптивного  оцени­
вани я  при коррелирован ны х  н аблю ден и ях  ранее  найден А ведьяном [2], 
исп ользовавш им  другую  технику ан али за .

Адаптивная идентификация типа стохастической аппроксимации.  
В ы числительны е слож ности  адап ти вны х  оценок М Н К  часто сл у ж а т  пре­
пятствием  к их применению. С ущ ественно более простыми явл яю тся  
оценки, построенные по типу стохастической аппроксим ации (оценки 
Т С А ),  которые д л я  рассм атр и ваем о й  зад ач и  имею т вид

c ( N )  = с ( Л /— 1) + у  (N)  (yN- Ф* ( N ) c ( N - 1 )) .  (12)
С ходимость (12) д ля  незави си м ы х наблю дений  обеспечиваю т к о э ф ­

фициенты влияния, в ы б и раем ы е  просто [3]:
y ( N ) = c u p ( N ) / N .  (13)

О бъем  пам яти  необходимой информ ации и число арифметических 
операций на к аж д о й  итерации имею т порядок  « независим о от того, к о р ­
рели рован ы  или нет наблю дения . Конечно, за  счет простоты оценка (12), 
(13) теряет  в эф ф ективности  по сравнению  с (5) — (11). К  сож алению ,
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не представляется  возм ож н ы м  аналитически  определить  ухудш ение к а ­
чества оценки при переходе от ( 5 ) —-( И )  к (12), (13). З д есь  уместно 
заметить , что оценка ТСА м ож ет  о казаться  все-таки предпочтительней, 
чем оценка М Н К , т а к  к а к  за  одно и то ж е  время при вы числениях 
по (12), (13) м ож но сделать  в (N 2/n)  р а з  больш е итераций, чем при п р и ­
менении (5) — (11).

Д л я  одной из оценок ТСА, описанной ниж е, в [4] эксперим ентально  
установлены  области  такой  предпочтительности.

Удобно след  м атрицы  вари ац и й  оценок вы брать  в качестве  меры их 
эффективности, т а к  к а к  он совп адает  с суммой дисперсий компонент 
вектора оценок. О ценка (12) м ож ет  быть улучш ена, если коэфф ициент 
влияния вы б р ать  оптим альны м  образом : так , чтобы след  м атри цы  в а р и а ­
ций был м иним альны м . П усть

H ( N ) = M { ( c ( N ) — c) ( c ( N ) - c ) * } ,  hN = t r  Н  ( N ) . (14)
Теорема 2 [5]. Е сли компоненты вектора  ш ум а в (2) коррелирован ы , 

то коэфф ициент влияни я  у (N)  адаптивной  оценки ТСА в (12), м ин им и­
зирую щ ий hN, вы числяется  по ф орм уле

« ( * )  = ____________Я ( Л / — l)cp(/V) — МАО___________  (1 5 )
'  pN  —  l)tp(JV) — 2 q > * ( N ) \ ( N )  ’ К ’

где ' k (N )  =  L ( N — l ) r ( N ) ,  а (n X N ) — матрица L  определяется рекур- 
рентно

L ( l )  =  y ( l ) ,  L ( N )  =  ( ( I - y ( N ) < p * ( N ) ) L ( N - l )  : y ( N ) ) .  (16)

Я (1) = 0 ,  если наблю дения  некоррели рованы  с априорны м и оценками.
М атр и ц а  вари ац и й  H ( N )  в этом случае  рекуррентно вы числяется  

соотношением
у / у ч  И ( у  n  п 7 ,

'  ' у ’ pN  +  y * ( N ) H ( N  —  1 )ф(Я)  — 2 < p * ( N ) l ( N )  ’ к '

А приорная  оценка с (0 ) и ее м атри ц а  вариаци й  Я ( 0) считаю тся з а ­
данными.

С лож н ость  алгоритм а (12), (15) — (17) такова :  д ля  вы полнения одной 
итерации необходимо выполнить п оряд ка  N n  ариф м етических  операций. 
Более  точные сведения о слож ности  алгоритм ов  (12), (13) и (15) — (17) 
со дер ж атся  в [4].

О состоятельности адаптивных оценок по коррелированным наблю­
дениям. Н ал и ч и е  корреляци и  м еж д у  н аблю дениям и  обычно ухудш ает  
качество оценок. П оэтом у  возм ож н ы  ситуации, когда корреляц и я  м еж ду 
н аблю дениям и  не позволяет  построить состоятельную оценку. Р а с с м о т ­
рим эту проблем у на примере скалярн ого  случая  оценивания м а т е м а т и ­
ческого о ж и дан и я .  В этом случае п =  1, cp(f) =  1 д л я  всех; t и

У! =  с-\~1и (18)
Р ассм отри м  вн ач але  оценку М Н К - О бозначим  через е вектор соответ­

ствующей разм ерности , составленны й из единиц е =  (11 . . .  1). П усть
81= 1, et =  l - e R - ' ( t - \ ) r ( t ) ,  t >  1. (19)

Тогда оценка М Н К  п а р а м е т р а  с в соответствии с (5) имеет вид
ct =  C t - i+ y t  (y t— r* ( t ) R ~ l ( t — [ ) y ( t — l)  — z tc t - 1) . (20)

Из соотношений (6) — (11) получаем а ( 1 )  =  1, a ( t ) =  0, t >  1, &(1) =  0, 
b ( t )  =  bt- \ £ t, t y  1, bx == pj =  о 2 и имеют место рекуррентные соот­
ношения

bt =  a 2t bt- \ l ( ? 2 +  еf b t - i ) ,  y t == Etbt- i / ( o 2 +  z2bt- 1), Yi =  1 (21)

о 2 было определено ранее.

Оценим дисперсию  оценки (20). П усть тр =  сг— с. Тогда

Л1 =  Б1, Л* =  О  —7 *е^т1£_ 1 + у * (6*— г* ( / ) Z?-1 ( /— 1)6(^— 1 ) ) .  (22)
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Введем в рассм отрение  t  — вектор-строку  q ( t ) ,  определив ее р екур­
рентным соотношением

q ( t )  =  ( ( l - y tEt) q ( t - \ ) - W * ( t ) R - i ( t - l )  у t ) ,  <7(1) =  Г. (23)
Л е гк о  убедиться, что тit =  9 ( 0 1  ( 0  > поэтому дисперсия оценки (20)

ht ~ D  {ct} =  М  {r,2> =  q ( t ) R  (t) q* ( t).  (24)

Используя (23), можно придать (24) рекуррентную форму и с ее 
помощью вычислить дисперсию в явном виде

<— 1 t
ht =  ( l  —  y tet)2 h t- \  +  =  y2 of +  ^  У\ o \  П (1 — y e ,)2. (25)

k=\ i=k+i
Обозначим

4  (1 — eR~l ( t—  l)r</))« (26)
o? pt - r* ( t ) R ~ l ( t - l ) r ( t )

И з (21) следует t
b t =  i +  ut) =  i / 2  += (2^)

A=1
и далее

/  t \  2 /— 1 t
y f  о? =  uti  ( 2  «а . i — №  =  2  + / 2  (28)

V*=i /  ft=i k=\
Используя это, получаем дисперсию ht в виде

t
ht =  bt — 1 / 2  uk- (29)

k =  1
Теорема 3. Д л я  того чтобы оценка М И К  (20) была состоятельной,

t
необходимо и достаточно, чтобы ряд 2 11 k расходился при t -> оо.

k=i
Отсюда можно установить некоторые полезные следствия. Пусть шум £ 

является  марковским с дисперсией о 2 и параметром р (t, £ + 1 )  =  р - < 1 .t
Тогда щ =  (1 — р ) / а 2 (1 - р р )  для  всех I. Ряд  2  uk расходится для всех

а=1
р < 1  и дисперсия оценки М Н К ht — а 2 , Р - у - ------->-0.

1 Р 1 оо
П усть теперь шум g некоррелирован. Тогда для  состоятельности

оценки МНК получаем необходимое условие, ограничивающее рост диспер­

сии шума со временем: lim 2  1/р* ) — 0-
\ k = i  )

Р ассм отри м  теперь оценку ТСА  (12) с коэффициентом  влияния
Yt =  a /t.  П одобно (16) введем t — вектор-строку  / ( / )  рекуррентным соот­
ношением

l ( l ) =  a, l ( t )  =  ( ( l — a / t ) l ( t — l)  a l l ) ,  i >  1. (30)
Тогда T\t =  ct — с =  л l t (a)  ti0+ / ( t ) l ( t ) ,  где я 1г(а) =  (1— a/ t)  ( l — a /( l— l ) ) . . .  
(1 — а /2 )  (1 — а).

Дисперсия оценки (12) имеет вид ht =  я 2  ̂(а) h0 +  l ( t )  R  (t) I* (t). 
Здесь h 0 — дисперсия априорной оценки. Используя рекуррентное соотно­
шение (30), получаем

ht =  (1 -  а / 0 2 ht- 1 +  2 ( 1 -  а / 0  ~т I (t  —  1) г ( 0 . +  Pi =

=  л 2г (а) /г0 +  —г- (® t +  2  П  Рг)- (61)
V к= 1 i=k+ 1 /
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Здесь e < =  - J - p< +  2 ( l - - J - ) / ( f - l ) r ( 0 ;  P ^ T z n - a - f l / O 2.

Теорема 4. Пусть выполнены условия
t

y t =  a/t  а >  1, l i m - i - 2  р* =  0. (32)
^ ° °  k= \

Д ля  того чтобы оценка (18) была состоятельной, достаточно, чтобы
t

l i m - l  ^  (Л — а ) / ( £ — i ) r ( k )  =  0. (33)
*=2

При доказательстве (33) существенно используется тот факт, что при
t

a ^ l ,  k < t  П Р,<4"-
i= k + i

З ам етим , что при а =  1 (12) п р евр ащ ается  в выборочное среднее, 
а (33) в известное условие состоятельности выборочного среднего при 
коррелирован ны х наблю дениях:

t А—1

i i m 4 -  2  2  р k) =  °-
<-*■“ й—2 / =  1
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Каф едра теории вероятностей
\ и математической статистики

УДК 517.544.8.545
Э. И. ЗВ Е РО В И Ч

З А Д А Ч А  K A PJ1ЕМАНА НА РИ М А Н О ВО Й  ПОВЕРХНОСТИ  
С КРАЕМ И О Т О Б Р А Ж Е Н И Е  КРУГОВЫХ МНОГОУГОЛ ЬН И КОВ

1. П усть М  — конечная  ориен ти руем ая  рим анова  поверхность рода  
h ^ O  с гладки м  краем  дМ,  который предполож и м  связным и ориентиро­
ванным. П усть а ( / )  — изм еняю щ ий ориентацию  гомеоморфизм  края  д М  
на себя, удовлетворяю щ ий тож деству  а [ а ( ^ ) ] = /  и такой, что д и ф ф е р е н ­
циал d a ( t )  Я -неп реры вен  и нигде не о б р ащ ается  в нуль.

З а д а ч а  К а р л е м ан а  в ее простейш ей постановке (за д ач а  о скачке) 
требует нахождения всех функций Ф (z), аналитических на М \ д М .  
Я-непрерывно продолжимых на дМ ,  где должно выполняться краевое 
условие:

Ф [ а ( 0 Ь Ф ( 0 = £ ( 0 .  t ^ d M .  ( 1)
Здесь  g ( t )  — за д а н н а я  Н -непреры вн ая  функция, уд о влетво р яю щ ая  т о ж ­
деству g [a  ( / ) ] + £ ( / )  = 0  на дМ.

С точки зрения разреш и м ости  за д а ч а  (1) полностью исследован а  [1]; 
ее разреш и м ость  равносильн а  выполнению  равенств

[ g ( t ) d V [ a ( t ) ] = 0 ,  (2)
дМ

где gTF — любой аналитический на М \ д М  дифференциал, Я-непрерыв­
но продолжимый на дМ,  где должно выполняться равенство

d 4 f. ( 0 = ^ [ a ( 0 ] -  (3)
Если условия  (2) выполнены, то за д а ч а  (1) р азр еш и м а , а ее общ ее р еш е­
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ние равно  лю бом у ее частному решению плюс прои звольная  комплексная 
постоянная.

З а д а ч а  (3) имеет h  линейно незави си м ы х решений, и, таким  образом , 
условия  (2) м ож но зап и сать  в виде системы h независимы х уравнений. 
Е сли  /i =  0, то за д а ч а  (1) разреш има; безусловно.

П р о б лем а  вычисления реш ений зад ач и  (1) св я за н а  с проблемой вы ­
числения основных ф ункц ионалов  зам кн утой  римановой поверхности S, 
полученной из М  с помощ ью  локально-конф орм ного  склеиван ия  точек  t 
и а ( / )  края .

Если M c z R ,  где R  — за м к н у та я  ри м ан ова  поверхность, основные 
ф ункц ионалы  которой известны, то з а д ач у  (1) м ож но свести к инте­
грал ьн о м у  уравнению  Ф редгольм а и тем сам ы м  получить некоторый спо­
соб построения ее решений. Этот подход п озволяет  д ать  эф ф ектное  р еш е­
ние некоторых з а д ач  ото бр аж ен и я  круговых многоугольников, не тр е ­
бую щ ее вычисления аксцессорны х п арам етров  [2] и  поэтому п р ед став ­
л я ю щ е е  не только  практический, но и теоретический интерес, 

л
2. П усть R  =  С  — расширенная комплексная плоскость; Л 4 \д Л 4  — 

односвязная область, содерж ащая точку оо. Функцию Ф (г ) ,  аналитиче­
скую  на Л 4 \ ( Ш  и Я — непрерывно продолжимую на дМ ,  можно искать 
в виде интеграла типа Коши

с неизвестной плотностью ф ( / ) ,  удовлетворяю щ ей  тож деству  ф (/)  +  
+ ф [ а ( / ) ] = 0 .  В самом деле, при t ^ d M  имеем

С к л а д ы в а я  эти равен ства  и учиты вая , что ф (/)  + ф [ а ( / ) ] = 0 ,  имеем

С читая  правую  часть  известной, получаем  относительно функции Ф + (г)  
з а д ач у  К ар л ем ан а ,  которая , к а к  известно [3], р а зр еш и м а  'безусловно. 
Т огда ф (/)  м ож но вычислить по ф орм уле  (4).

С помощью представлени я  (4) сведем з а д ач у  (1) к интегральному 
уравнению . И меем:

П о д став л я я  найденны е предельны е значения  в краевое  условие (1), по­
л учаем  ин тегральное уравнение  Ф редгольм а

которое вместе с условием  ф (/)  + ф [ а ( / ) ] ^ 0  равносильно зад ач е  (1),
У равнение (6) имеет единственное решение при лю бой правой части. 

Оно м ож ет  быть использовано д ля  приближ енного  решения зад ач и  (1).
3. П рим ени м  теперь з а д ач у  К а р л е м а н а  (1) и равносильное ему инте­

гральное  уравнение (6) д ля  реш ения модельной задачи . Пусть требуется 
построить функцию  F ( z ) ,  реализую щ ую  конформное отображ ен и е  
о бласти  { | z | > l ,  l m z > 0 }  (рис. 1) на верхню ю полуплоскость. О т о б р а ­
ж а ю щ а я  функция С е с т ь  известная  функция Ж уковского  F (z) = X ( z + z _1) , 
но мы здесь ее  вычислим с целью  иллю страци и  метода.

(4)

Ф + ( / ) — Ф “ ( 0  = ф ( / ) ,  Ф +[ а ( / ) ] — Ф _[ а ( / ) ] = ф [ а ( / ) ] . (5)

или
Ф + ( / ) — ф - ( / ) + Ф + [ а ( / ) ] - ф - [ а ( / ) ]  =  0 

Ф + [ а ( / ) ] + Ф + ( / ) = Ф ~ [ а ( / ) ] + ф - ( / ) .

дМ

а '  (т) 1 J  d x ' = , g ( t %  т . д М ,  (6)
а  (т) —  а  (t) т —•'
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Рис. 1 Рис. 2

В качестве  М  возьмем  множ ество  ( М  > 1 } .  Г рани ца  д М  — о к р у ж ­
ность | / 1 =  1, ориен ти рован ная  против часовой стрелки.

Введем функцию сдвига a { t ) — t. О т о б р а ж а ю щ а я  ф ункция у д о в лет ­
воряет  следую щ ем у краевом у  условию:

F ( t ) = F ( t ) ,  | f |  =  l. (7)
Это следует  из принципа симметрии. Е сли  считать, что E ( o o ) = o o ,  
F ( t )  = 0 ,  F ( z )  ~ z  при z-voo, то о т о б р а ж аю щ а я  функция этими условиям и
определена однозначно. Полагая F (г) =  Ф (г) +  — , из (7) получим за­

дачу Карлемана для функции Ф:
Ф (7) — Ф ( 0  =  *— Т, \ t \  =  1. (8)

Преобразуем ядро интегрального уравнения (6), полагая а  (/) =  t — —у—;

а ' ( 0  =  - 4 - :
а ' (т) 1  ._________ 1  1_______ 1_

а ( т )  — а ( 0  т — t I 1 1
Т" I  т . t

Таким образом, интегральное уравнение (6) в нашем случае при­
водится к  виду:

| т |= 1

Обозначая ^  (j) ^  ^  dx  =  р, имеем:

Ф ( 0  =  р  +  *  Хт , Е =  <f> Л Г ~ (и =  2Ш <j> 0* +  * ---------------- =  ^
1*1=1 1*1=1

Из условия ср(*) +  ф ( * ) = 0  находим р =  0. Таким образом,

( ^ 4 - ) т ^ + с = г+ 4  + с -
1 * 1 = 1

И з условия  F ( i )  =  0 находим С =  0. Т аким  образом , F ( z )  = z - \ - z ~ l — 
функция Ж у к о вско го  (с точностью до м н о ж и тел я ) .

4. П усть  0 < р < я  и требуется  построить функцию F ( z ) ,  р еал и зу ю ­
щую конформное отображ ен и е  кругового четы рехугольника { 0 < R e  z < jx ,  
I m z X ) ,  | z | > p }  (рис. 2) на верхню ю  полуплоскость, причем Е (с о )  = о о ,  
E ( i p ) = 0 .  П ри  такой  норм ировке о т о б р а ж аю щ а я  функция сущ ествует 
и определяется  с точностью до полож ительного  м нож ителя . П р о д о л ж а я  
ее по принципу симметрии через прям олинейны е участки границы  данной 
области, получим 2я-периодическую функцию  F ( z ) ,  ф ундам ен тальной  
областью  которой яв л яется  полоса | R e z |  < я ,  из которой вы брош ен круг 
| z |  < р ,  причем на окруж ности  д о лж н о  вы полняться  условие: F ( t )  — F ( t ) .

П о л а гая  а (* )= * ,  будем и скать  решение зад ач и  в виде F { z )  =  
=  Ф ( г ) — cos z, и тогда д л я  нахож дени я  2п-периодической функции Ф ( г )  
получим краевую  з а д ач у  К а р л е м а н а

Ф [а(*)]— Ф ( 0  = c ° s а ( * ) — cos t, |* |  =  p. (9)
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Реш ен и е  этой зад ач и  ищ ем в виде:

ф  (2) =  ~2лГ~
Ф (т) Ctg- ■ dx  -(- С (р), ( 10)

|т|=р
где Ф (т) +  ф [а (т)] = 0 .  Задача (9) равносильна интегральному уравнению

ФЮ+2ЙГ $  Л ^ [ а ' (т) ctS
а(т) — а  (0 Ctg т — t

М =р

d x = c o s a ( ( ) — cos 0  (11)

с дополнительным условием ф (() +  ф [а (01 = 0 .
— О оПодставляя в уравнение (11) a  (t) =  t — -у-, a '  (t) =  — получим

Ф ( 0  + 2ni j)  ф (т ) ^ C t g ^ t x - O — J - G i g ^ dx  =

=  cos  : cos t,  (12)

и так как ф ( 0  +  Ф ( 0  =  0, то с£ - dt  =  0.
|х|=р

Д л я  решения уравнения (12) разложим его ядро в ряд. Исходим из 
разложения:

I S,Z 1 ч е д
-g- ctg  ~y  =  —  —  2  ‘ —  z 2k~ l , | z |  <  2я ,

ft=l
(2ft)!

(13)

где B 2k — числа Бернулли. Используя это разложение, имеем:
п2 1 , Т — 1

т t V  \Bok \ l p H x ~ t )
рЦт- t )  ^  (20!

2ft-1 V  \ в ■■2ft I
т - 1  ' - ( 2 0 !

(т — t ) 2k~ l =

т2 -  (20! т

_2(2ft-I)
 Р     (х _  Л 2 * -1 4-I „2ft — 1 {2k — 1 V1 Ч ■

, V  \_ b h l (x-02f t - i  - __ 1 . У  1*2*10
1 — i (20! 1 > ~  т 1 —  (20!

k =  1 4k=\

Учитывая, что

n4ft

t 2ft +  l t2k~  1
2ft —  1

Ф (X) dx  =  0, перепишем уравнение (12) в следую­

щем равносильном виде:

-г  2л i —  (20!
ft= l v '  | т |=p

=  COS

_2/г +  1 /2/е—1 (т — t )2k~ 1 ф (т) dx  =

^  co s (, |* |  =  р. (14)

В силу того, что о т о б р а ж а ю щ а я  функция F (z)  д о л ж н а  быть четной, 
легко  сделать  заклю чени е  о четности неизвестной функции ф(*). Р а з л а ­
гая  ее в р яд  Л о р а н а  и зам еч ая ,  что ф (/)  = — cp(i) = ф ( — t ) ,  получаем

(15)

Коэф ф ициенты  этого р а зл о ж е н и я  д о лж н ы  стрем иться  к  нулю при /-«-оо. 
Д а л е е

cos Y _  — cos * =  2
(— 1 )т 1 p2m I t2m

m= 1 (2m)!

Таким образом, уравнение (14) переписывается в виде:

ф ( 0  + f t i v  ф/ ф  Л
)! —  2 л Т  Т  [ 1

V J В,
—< (2ft)! ,ft=l ' /= 1 I 5 | =  Р

Р4/г

Г2  ̂+ 1  ̂2 /е— 1 ( X - * ) 2k— 1

р2ш ^
/2т / -

/ т2' р2/

\ Р2У Т2'

(16)

d t =
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v  (- 1 Г - У ' ” (  t*'n p»" )
^  (2m)! \  p2m <*■/</■*m=l

Интегралы

- Ф -  ф(i - - ^ , v , ) < * - o » -  ( - g — g - )  ат  (W )
h N

вычислим с помощ ью  вычетов, учиты вая , что п оды нтегральн ая  функция 
от т  имеет внутри круга  | т | < р  полюс только  при т =  0. П р еобразуем  
п оды нтегральную  функцию ин теграла  (18) к виду:
т2''(т — t f k~ x р4*—г/ (т — t f k~ l р2/ (т — /)2*- 1 р4*+2/(т — t)2k~ l

р2j  т2(А-/)+1 2̂/г—1 Т2/ Я T2(ft+/)+l t 2 h - 1 '

П ервое и последнее сл агаем о е  имею т при т  =  0 нулевые вычеты, поэтому 
ин теграл  (18) приводится к виду:

Р4*~2/ ' £  (т — о 2*—1 , P*J X ( т - p 2* - 1 . . . .
/ 2 4 - 1  2 л  t 9  2*—2/4-1 d T  2 j l i  9  Т2 У “ Т - И 9 )
1 I т |=р  I т |= Р

П ервы й из этих ин тегралов  отличен от нуля только  при l s ^ 2 & — 2 / + 1 ^ 5  
^ 2 k — 1, а второй — только при 2 ^ . 2 j ^ 2 k .  О ба неравенства  даю т  
1 ^ / ^ й .  П ри  этом ограничении вы р аж ен и е  (19) равно

-  - $ = г -  С2*=?у ( -  О 2' - 1 -  Pv  C i t !  ( -  0 2/i_2/ =

r 2 k -2 j  (  р4*- 2 '  _ р2У/26-2/\ =  ______
- с 2* - ,  ^ <4* - 2/ р ;  р L2* - ‘ ^ . р2(*-/) *2<*-'>

Подставляя найденное выражение в (17), получаем:

V  ф ( t*m _  _р!М  _  V  I b t l  о** У  f?{
^  p2m Г2т / - j  (2А)! f 2*“m=1 7 fe=2 v 7 /=1

( Р' Р2/ \1Q
. pi  ) +

v  ( - i n 1- 1 p2"' ( /2'» p2m ) 9n
^  (2mt! I n2m Pm ' I -1

р т Р2"1 \
, Р2"г Рт )

m= 1

Приравнивая коэффициенты при одинаковых функциях 
получим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений:

fn   s^2m 1 ^2k I r̂ 2km i / 1 \m—1 /0 1\
^  ^2k—\ (2k)\ ^ —m •” \ H (2m)!’/e=m+l v /•

(0 <  p <  я ; m =  1, 2, 3, ...).
Перепишем эту систему в развернутом виде:

■с§ Р°Ф2 +  -1 | 1 1 С?р8Фз +Фг =  (
' \ в , \
, 4! - c l  р4 фх + 1 Во 1 

6!

Фг =  (
' \ в ,  |
( 6! 6ФР Ф1 4

|В 8 |
8!

Фз =  ( 1 в* 1
8! - С ? р >  +  i Вщ 1 

10!

С7Р8ф2 +   ̂10°  ̂ Сд р10фз +  ••• j  --- - | р

С9Р10Ф2 +  1§ Т 1 С?1р 12Ф з + . . . ) - ^ ,
(22 )

М ы  п окаж ем , что эта  система вполне регулярн а  [4] и, следовательно, 
имеет единственное реш ение (фто), стрем ящ ееся  к нулю, которое мож но 
вычислить к а к  методом итераций, т а к  и методом редукции.

П о л н ая  регулярность  системы означает, что сущ ествует 9 ( р ) е ] 0 ,  1[
такое , что сумма модулей коэфф ициентов  к аж д о й  строки м атрицы  си­
стемы (22) не превосходит 1 —0 (р ) , т. е.

2  Л^ТГ- Р2Л С  1 — 0 (р), ( ° < р <  я ; т =  1, 2, . . .) .  (23)k=m+1 4 ^
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Д л я  д о казател ьств а  этого неравенства  используем разл о ж ен и е  (13) 
и вводим функцию

т  =  ~  -  - г  т -  -  f , W  • (24>

где степенной р яд  имеет ради ус  сходимости 2я. Т а к  к а к  все к о э ф ф и ­
циенты р азл о ж ен и я  (24) полож ительны , то при 0 < р < 2 я  все прои звод ­
ные функции /  т а к ж е  полож ительны . И сходя  из (24), вычислим и о ц е ­
ним левую  часть неравенства  (23):

о <  У  ' в-к \-с1'ь 1 р"к =  —1"(2"') р̂-—  р2т+ ‘ =и ^  jLi (Щ\ (2т)! (
k = m + 1 '  '  '

=  1 — f - W c' e , " , T r < | - e <P>, <25)
где обозначено

0 (р) =  Т.[ ( т -  т г ) -  ( * )

О сталось  только  п о казать , что О < 0 ( р ) < 1  при 0 < р - < я .  С этой целью  
рассмотрим, степенной р яд

f ( z ) = 4  Т  c t g - f  =  2  (27)
и= О

сходящ ийся при | z — р | < 2 я — р. Т ак  к ак  0 < р < я ,  то ряд  будет схо­
диться, в частности, при г = 2 р  и, значит, его общий член д о лж ен  стре­
миться к нулю. П оэтому, в частности, имеет место равенство:

Ц 2 т ) / %
lim . р) p2'» + i = o, (28)(2т)! ^ ’

Отсюда и из (25) заключаем, что

i 1i - f - W - ctg(2m )- i - = 1- (29)

Ф ункция y ( p )  =  c t g - | -  положительна и убывает при 0 <  р <  я .  Д иф фе­
ренцируя ее многократно, имеем:

2 sin2 ~2 ~

у" — —  уу' =  у1г ~  >  0;

П р о д о л ж а я  этот процесс, закл ю чаем , что все производные четных 
п орядков  строго полож ительны , а все производны е нечетных порядков  
строго отрицательны  при 0 < р < С я .  Этот вывод и равенство (29) п о к а ­
зы ваю т, что функция 0 ( р ) , определен ная  равенством  (26), удовлетворяет
неравенству 0 (р) >  0. Д алее , у" (р) =  ~  ctg  ̂ 1 +  ctg2- | - j  строго убы­

вает при 0 <  р <  я ,  и у" (л )  =  0. Д алее ,
, _Р_

1 • Р Р2 + » Р 1 • Р3 с ® 2 ,
! lm  2 2 Ct§  2 =  11171 4--------------- 7 Г ~  =  1’Р-Ч-0 р-*+0 2 sin2 -g -

поэтому

0 ( р ) =  inf |-g- - - ( f ^ T - c t g (2m) -С -Ctg" <  1 при 0 <  p <  я .

Т аки м  образом , неравенства  О < С 0 ( р ) < 1  установлены  и тем самы м п ол­
ная  регулярность  системы (22) д о к азан а .

П о д став л яя  найденное в ы р аж ен и е  д ля  ф (т )  в равенство  (10), находим 
искомую о то бр аж аю щ у ю  функцию ( | г |  < р, | Re г  | < я ) :
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F ( z )  =  C (P )  — c o s z +  (p c tg  dx  =
Iт l=p

=  C ( p ) - c o s 2 +  - ^ i r  $  - i -  V  — 7 ^ )  ctg
l<l=p /=  i

#~ г - л2

=  C ( p ) - C 0 S 2 - ^ > ;  р2уф . _ 1 _  <£ J _ c tg _ L _ ± ^  =
  - / 2;

/ = i  m = p  r

l \  e ! i ^ ______ +cf<2/—i , (— ~— C  (p) c o s z  r r  >  - 27- ;  <oj —  ctg(2/->) —  -2
2 f ± { 22y—1 (2/ — 1)!

=  С (p) -  cos г -  2  (2. ^ 1)! j 2' ctg(2/

Постоянная С (p) находится из условия нормировки

—1

С (р) =  COS (ф )  +  У  ,9, - ^ П |  (-§-) ' ctg<2/ - ‘)/=1 ( 2 / - 1 ) !  \  2 /  ^  1 2  
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Каф едра теории ф ункций

У Д К  517.966
Р. Г АБАСОВ

В О П Р О С Ы  К О Н С Т Р У К Т И В Н О Й  Т Е О Р И И  
О П Т И М А Л Ь Н О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

1. Д в а д ц а т ь  пять  лет  тому н а з а д  с принципа м аксим ум а  Л . С. Понт- 
рягина  [1] — ф ундам ен тального  р езу л ьтата  прикладной м атем атики  
н ач алась  м атем ати ч еск ая  теория оптим альны х процессов. З а д а ч и  опти­
мального  управлен и я  возникли в современной технике, экономике, воен­
ном деле  и других сф ерах  человеческой деятельности , где успех, сущ ест­
венное р азвитие  связан ы  с исклю чительны ми затр атам и , с и сп ользова­
нием предельны х возмож ностей. П р акти ч еск ая  значимость результатов  
б ы ла  и остается  главной причиной больш ого интереса к новому р а зд ел у  
м атем ати к и  и бурного разви ти я  теории оптимального  управлен и я  в тече­
ние последней четверти века. П ринцип м акси м у м а  н ар яд у  с д и н ам и ч е ­
ским п рограм м ировани ем  Р. В ел л м ан а  [2] резко  увеличил интенсивность 
исследований по экстремальным) зад ач ам .

Успехи теории оптим ального  управлен и я  обыкновенными ди н ам и ч е­
скими системами стим улировали  исследования  по оптим изации систем 
с последействием [3], стохастических систем [4] и систем с р асп р ед ел ен ­
ными п ар ам етр ам и  [5]. В последнее десятилетне  много вни м ан ия  у д е л я ­
лось  теории д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  игр [6, 7], которая  яви лась  развитием  
теории оптимального- управлен и я  одним участником  на случай, когда 
в процессе управлен и я  принимаю т участие игроки с несовпадаю щ им и 
интересами.

Д остигнуты й к н астоящ ем у времени уровень теоретических р а з р а б о ­
ток  позволяет  д л я  лю бой п ри кладн ой  зад ач и  сф орм ули ровать  полный 
набор необходимы х условий оптим альности  [8].

Н еобходим ы е условия  оптим альности  позволяю т в ряде  случаев  полу­
чить таки е  качественны е х арактери сти ки  решения, которые в совокуп­
ности с известными свойствами конкретны х систем достаточны  д л я  по­
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строения полного решения. В при лож ен и ях  ш ироко используется и вто ­
рой путь, когда, исходя из необходимых условий оптимальности, строятся  
алгоритмы  вычисления оптим альны х управлений. Д л я  относительно про­
стых за д ач  с хорош о изученной д и нам икой  объектов  оптимизации у к а ­
зан н ы е  и другие аналогические  им способы явл яю тся  эф ф ективны м и. 
О д н ако  давно было замечено, что по мере услож нен ия  за д ач  д о ст и ж и ­
м ая  степень качественного исследования  у ж е  не достаточна д ля  построе­
ния эф ф ективны х алгоритмов. В первы е это обстоятельство  четко п р о яви ­
лось в за д ач а х  оптим ального  управлен и я  с ф азовы м и  ограничениями. 
З а те м  с подобными трудностям и столкнулись в стохастическом и а д а п ­
тивном управлении, в управлени и  системами с распределенны м и п а р а ­
метрами. Особенно сильно р азр ы в  м еж д у  качественны ми р езу л ьтатам и  
и возм ож ностью  их конструктивны х прилож ений ощ ущ ается  в теории 
д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  игр.

2. Следует  отметить, что в теории оптимизации еще за  десять  лет  до  
появления принципа м акси м ум а  был создан  и у ж е  в течение тридцати  
пяти лет  разви вается  раздел , полностью основанный на конструктивном 
подходе. Речь идет о линейном п рограм м ировани и  ( Л П ) .  Элементы Л П  
появились в тридцаты е  годы в рабо тах  Л . В. К анторовича, но к ак  м о щ ­
ное оруж и е  п ри кладн ой  м атем атики  Л П  оф орм илось  в 40— 50-е годы 
после создания Д ж .  Д ан ц и гом  симплекс-метода [9]. С появлением теории 
оптим альны х процессов как-то  см ялся  интерес к Л П .  К азалось ,  что этот 
элем ентарны й р азд ел  теории оптимизации достиг своего предела р а з в и ­
тия. И з  Л П  выросли сн а ч а л а  вы пуклое програм м ировани е , затем  нели­
нейное програм м ировани е  (Н П ) многочисленными р азд ел ам и , носящ ие 
в своих н азван и ях  слово «програм м ирование» , которое в ком бинации 
с другим и словам и о т р а ж а е т  специфику р азд ел а .  У дивительным бы ло  
то, что в течение длительного  времени две ветви теории оптимизации 
(Н П  и теория оптим ального  у п равлен и я)  р а зв и в ал и сь  совершенно н е за ­
висимо, различны м и путями, вы д ел яя  р азны е стороны проблемы  оптим и­
зации. В Н П  основные усилия н а п р ав л я л и сь  на создание эф ф ективны х 
алгоритмов, в оптим альном  уп равлени и  — на соверш енствование а н а л и ­
тических методов и результатов . О дн ако  в последние годы к а к  в опти­
м альн ом  управлении, т а к  и в Н П  явно усилились тенденции к в за и м ­
ному сближ ению . В оптим альном  уп равлени и  это проявилось в повы ш е­
нии интереса к применению вы числительны х методов Н П  д л я  расчета  
оптим альны х управлений, в Н П  — в переходе к исследованию  больш их 
зад ач ,  среди которы х особое вним ание  стали  п ри влекать  динам ические  
задачи . М ож но надеяться , что обе тенденции в недалеком  будущ ем п ри ­
ведут  к созданию  единой теории оптимизации, состоящ ей из тонких к а ­
чественных и эф ф ективны х конструктивны х методов.

К аж д ы й , кто собирается  зан яться  конструктивны ми м етодам и опти­
м ального  управлени я  нелинейными системами, довольно быстро путем 
н еслож н ы х рассуж ден и й  приходит к мысли о необходимости изучения 
и а н а л и за  методов реш ения з а д ач  Л П .  Д ействительно, любой э ф ф ек т и в ­
ный алгоритм  построения оптим ального  управлен и я  в нелинейной за д ач е  
долж ен  быть достаточно эф ф ективны м  и в линейной задаче , ибо среди 
п ри кладн ы х  нелинейных з а д ач  очень много слабонелинейных, д л я  кото­
рых эф ф ек т  линейности ещ е очень заметен . По аналогичны м причинам 
принципы, зал о ж ен н ы е  в алгоритм ы  оптим изации динам ических  систем, 
д о л ж н ы  быть эф ф ективны м и и д ля  статических задач .

Р ассм отри м  общ ую  линейную  статическую  за д ач у  оптимизации
с Д - и п а х ,  b * ^ A x ^ b * ,  d ^ ^ x ^ d * ,  (1)

где А  — m X n -матрица. Р азл и ч н ы е  частны е случаи  зад ач и  (1) и сследо­
вались  многими учеными. С оврем енная  теория линейного про гр ам м и р о ­
вания  имеет р яд  закон чен ны х аналитических  результатов  и эф ф ек тивны х  
всесторонне испытанны х численных алгоритмов. Среди последних особое 
место зан и м ает  симплекс-метод, основной вар и ан т  которого р а зр а б о т а н  
д л я  канонической задачи .
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с 'лг-ипах, A x  =  b, (2)
И менно он в разли чн ы х  версиях ш ироко представлен  в м атем атическом  
обеспечении современных ЭВМ . П оэтом у ан ал и з  классических кон струк­
тивных методов с целью их обобщ ения и использования  в оптим альном  
управлени и естественно н ач ать  с симплекс-метода.

О сновные достоинства симплекс-метода: 1) он точный и прямой, т. е. 
в процессе его работы  все ограничения зад ач и  постоянно выполняю тся; 
2) он релаксационны й, т. е. в нем от итерации к итерации значение целе­
вой функции увеличивается ; 3) он конечен, т. е. решение зад ач и  п олу­
чается  с помощ ью конечного числа итераций на ЭВМ. Перечисленные 
свойства  позволяю т в лю бой момент процесса  реш ения зад ач и  иметь 
план, который лучш е начального. К недостаткам  симплекс-метода м ож но 
отнести следую щее: 1) он начинает  работу  только  со специального  (б а ­
зисного) плана , н а ч аль н ая  ин ф орм аци я  в практической за д ач е  не о б я з а ­
тельно имеет плоский вид; 2) на каж до й  итерации базисный план  преоб­
разуется  в базисный, что п ред ставляет  ограничение на принцип п р е о б р а ­
зован и я  информации, не вы званное существом задач и ; в алгоритм е нет 
кри тери я  остан ова  после построения е-оптимального п лана .

В основу нового метода реш ения линейны х за д ач  [10], в котором почти 
полностью  сохранены  и в значительной м ере преодолены  отмеченные 
недостатки, полож ен а  за д а ч а  (1). Выбор модели (1) вместо (2) позво­
л я е т  более точно учесть особенности конкретны х при кладн ы х  з а д ач  и со­
гл асо вать  их с априорной ин ф орм аци ей  о п ланах . В новом методе учтена 
возм ож н ость  использования  лю бой информации, о т р а ж а ю щ е й  опыт 
ф ункционирования  реальны х систем, догадки  и интуицию специалистов 
и т. п. Чем ценнее эта  информ ация , тем меньш е з а т р а т  на ее а л го р и тм и ­
ческое преобразован и е  с целью получения е -оптим альны х планов. С и м п ­
лекс-алгоритм  на геометрическом язы ке  явл яется  реализаци ей  принципа 
нап равленн ого  перемещ ения по верш и нам  м н ож ества  планов. А лгоритм  
нового метода основан на принципе уменьш ения оценки су боп ти м аль­
ности. Этот принцип непосредственно связан  с расш иренной целью  з а ­
д ач и  (1), под которой понимается  не вычисление оптимального  п л ан а  х°, 
а построение д л я  задан ного  е ^ О  субоптимального  п лан а  х е(с 'х°— 
— с 'хе^ г ) .  П ри  этом не н ак л ад ы в ается  других условий на способ п р е ­
о б р азо в ан и я  информации.

Численны е эксперим енты  на Э В М  п о к азали  эф ф ективность  нового 
метода. Сейчас р а зр а б о та н ы  различны е его м одификации, об лад аю щ и е  
р ядом  преимущ еств перед основным вариантом .

С имплекс-метод  —  основной метод, но им не исчерпы вается  арсенал  
м етодов Л П . Р а б о та  в этой области  п р о д о л ж ается  и по сей день. И ссл е ­
дован ия  особенно интенсифицировались в связи  с необходимостью р еш е­
ния больш их за д ач  специальной структуры, среди которых стали  вы д е­
л я т ь  динам ические  задач и . В ответ на это в теории оптимизации н аряду  
с  ан ализом  ранее  известных методов стали  р а зр аб аты в ать ся  новые, среди 
которы х в последние годы особое внимание уделялось  приближ енны м  
м етодам  и, в частности, м етодам  с модифицированной функцией Л а г ­
р а н ж а .

В линейном и нелинейном програм м ировани и  наступает  этап р асп р о ­
стран ения  и обобщ ения испытанны х алгоритмов реш ения статических 
з а д а ч  на динам ические  задач и . Таким образом  осущ ествляется  посте­
пенная состы ковка у казан н ы х  методов с конструктивной теорией опти­
м ального  управления.

3. П од  конструктивной теорией оптим ального  управлен и я  поним ается  
т а  часть общей теории оптим альны х процессов, в которой в основу изу ­
чения оптим альны х управлени й  полож ены  алгоритмы  их численного 
построения. П ри  этом те или иные аналитические  характери сти ки  опти­
м ал ьн ы х  управлений, описание которых является  основной целью  качест ­
венной теории, получаю тся попутно к а к  свойства конкретного алгоритма. 
Э лем ен ты  конструктивной теории возникли вместе с принципом м акси ­
м ум а. В дальн ейш ем  они дополнялись  и разви вал и сь  в разн ы х  н а п р а в ­
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лениях. О днако  до сих пор нельзя  с уверенностью  сказать , что основы 
конструктивной теории оптим ального  уп равлени я  созданы, что в ней 
у ж е  откры т свой «принцип м аксим ум а» . Б росается  в гл а за  оснащ енность 
Л П  добротны ми вы числительны ми алгоритмам и , с одной стороны, 
и скудность оптим ального  управлен и я  в области  эф ф ективны х (устойчи­
вых и испытанных) алгоритмов — с другой.

В конструктивной теории оптим ального  управлени я  ц елесообразн о  
р азл и ч ать  1) алгоритмы  оптимизации в специальны х к л ассах  функций, 
вы бран ны х из соображ ений  удобства  технической реали зац и и  или 
с целью  понижения слож ности  экстрем альной  задачи , 2) алгоритмы  
оптимизации в общ их кл ассах  функций, типичных для  качественной тео- 
рии оптимального  управлени я. А лгоритм ы  первой группы очень близки  
к алгоритм ам  нелинейного п рограм м ировани я  и являю тся  м о д и ф и к а ­
циями последних, в которы х учтены «динамические» особенности новых 
моделей. Они с позиций нового подхода, упомянутого в п. 2, р а з р а б о ­
таны  в [10]. В дан ном  пункте и злагаю тся  первые результаты  по второй 
группе алгоритмов, полученные С. В. Гневко, Ф. М. К ирилловой  и 
автором.

Р ассм отри м  линейную з а д ач у  оптим ального  уп равлени я
I  (и) = c ' x ( t i ) -> m a x ,  x  =  Ax- \ -bu,  x ( 0 ) = a '0, (3)

* е Г  =  [0, Л], H x ( t i ) = g ,  
где х-— я-вектор состояния динам ической  системы; и —  скаляр  (у п р а в ­
ление) .

Д опустим ы м и уп равлени ем  и траекторией  будем н азы вать  кусочно­
непрерывную функцию u ( t ) ,  t ^ T ,  и соответствую щ ее ей решение x ( t ) ,  
t ^ T ,  системы (3), вдоль которых вы полняю тся  все ограничения (3).

Реш ен ие  u°( t ) ,  t ^ T ,  з ад ач и  (3) назы вается  оптим альны м  у п р а в л е ­
нием: I (и0) = m a x  I ( и ) . О птим альном у  уп равлени ю  соответствует опти­
м а л ь н а я  траек тори я  x°( t ) ,  t ^ T .

Д опустим ое  управлени е  ue( t ) ,  t ^ T ,  н а зы вается  е-оптимальным (суб- 
о п т и м а л ь н ы м ) , если / ( ы ° ) —/( ы е)= ^ е .  В конструктивной теории является  
построение именно е-оптимального, а не оптимального  управлени я  к а к  
в качественной теории основной целью. З ам ети м , что е — оптим альны е 
у п равлен и я  ( е > 0 )  в отличие от оптим альны х сущ ествую т в каж до й  з а ­
д ач е  и фактически удовлетворяю т  потребностям всех приложений.

С ледуя  одному из принципов конструктивной теории, будем считать, 
что н ар я д у  с м оделью  (3) известна некоторая  апри орная  ин ф орм аци я  
о решении задачи  (3). Д л я  определенности из всех типов априорной 
и нформ ации рассм отрим  один, когда  известно некоторое допустимое 
управлени е  u ( t ) ,  t ^ T .  Ц ел ь  алгори тм а  — п р еоб разовать  эту и н ф о р м а ­
цию и получить е -оптим альное управление.

Д а л е е  описывается  только  прямой точный релаксаци онны й ал го ­
ритм, в котором на всех и терац и ях  допустимы е управлени я  прямой з а ­
дачи  (3) преобразую тся  опять в допустимые у п равлен и я  и значение к р и ­
терия качества  при этом не убывает.

Д л я  соблю дения ограничений в алгоритм е используется опора, под 
которой понимается каж дая  совокупность Г 0П =  {Г,-, / =  1, т)  непересе- 
кающихся отрезков Т )  =  [т7-, ту-] с :  Т ,  таких, что невырождены импульс­
ная опорная Л оп =  ( а  (т,-), / =  1, m),  a (t) =  Я  Ф (Ц) Ф -1 (t) b, Ф  =  Л Ф , 
Ф (0) =  Е,  Xj =  Xj\J-Xj =  Xj. и опорная А  ( Г оп) =  { [ а (/) dt, / =  1, m )

Tj
матрицы.

В ыбор начальной опоры — специальны й вопрос, который здесь  не 
обсуж дается .

П а р у  { « ( • ) ,  Гоп} из допустимого управлени я  и опоры назовем  опор­
ным управлением .

П усть { « ( • ) ,  Гоп} — н ач альное  опорное управление. П ер вая  з а д а ч а  
к аж до го  алгоритма: проверить начальную  ин ф орм аци ю  на субоп ти м аль­
ность. В предлагаем ом  алгоритм е это осущ ествляется  с помощью кри-
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Рис. 1 Рис. 2

терия субоптимальности: д ля  е-оптимальности  допустимого управлен и я  
u ( t ) ,  t ^ T ,  необходимо и достаточно сущ ествование т ак и х  опоры Тои 
и кусочно-непрерывной функции е ( / ) ^ 0 ,  t ^ T ,  что вы полняется  принцип 
е -м аксим ум а
Ж  (х  (t),  ф ( / ) ,  и ( 0 )  =  max Ж ( х ^ ) ,  ф(*), и )— в ( 0 ,  < е 7 \  Г е ( / ) Л < е .  (4)

/ .< « < /*  7-
Здесь (х, ф, и) =  ф '  ( А х  - f  bu); x ( t ) ,  ф ( 0 ,  t<=T,  траектории системы
(3) и сопряженной системы ф =  —  А ' ф, Ф ( ^ )  =  с-— Я Ч ,  v '  =  Соп^оп1 > 
с0п =  {с (ту), /  =  1, т). с (t) =  с'  Ф  ( ^ (  Ф -1  (f) ■ ft

Если на опорном уп равлени и  { « ( • ) ,  Гоп} вы полняю тся соотношения
(4),  то процесс реш ения зад ач и  (3) п р ек р ащ ается  на е -оптимальном 
управлени и  u ( t ) ,  t ^ T .  В противном случае  за д а ч а  алгори тм а  состоит 
в построении нового опорного управлен и я  {«(•)>  Гоп}, 1 { й ) ^ 1 ( и ) .

З а  недостатком  места  здесь  не приводится описание алгоритм а. Его 
работа  иллю стрируется  на следую щ ем  примере: 
и
\ u ( t ) d t - +  шах, х  +  х  =  и, х  (0) =  1, х  (0) =  0, 0 < u ( f ) < l ,  f e [ 0 ,  t x[, 
о

х  ( tx) =  х  ( tx) =  0.

Э та  з а д а ч а  тесно с в я за н а  с зад ач ей  об успокоении м ая тн и к а  с м ини­
м альны м  расходом  топлива:
tl
\ u ( t ) d t - +  min, х  +  х  =  и , х (  0) =  1, х (0 )  =  0, 0 <  и  ( t )  <  1, f e [ 0 ,  t x\, 
о

х  (*i) =  X (tx) =  0. (5)
Пусть t x =  2л . В качестве начального приближения возьмем следую­

щее допустимое управление: и0 ( 0 = 0 ,  t

х 2л

0 —  ’ 3 V

t , Начальные опорные моменты т<°> =  — ̂ «3

, 2л  , Uq (/) 1,

(0) 2л 
, Ч  =  — , опор­

ные отрезки Т°  — 0, , П 0) =
2я

к  управлению u x (t) =  1, t i 2я
ч г

Первая итерация приводит

i 2л
Г ’ н г, л  , ux(t)

u i  ( 0  == "у»  2л] .  Новые опорные моменты: т<D

, t e

4л
2 3 ’

опорные отрезки: Т \ 1) =  
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ч г т о )  =  > 1 2

5я
, 2 л . Следующая итерация



приводит к оптимальному управлению и0 (t) =  1, tEE

4л
н г

5я \
• 3 )■

О,
4я 5я

~Т~ 2я

Значительно сложнее оптимальное управление для  /  =  4л:

u°(f)  =  1, П 

З л  4- arcsin -

О, я  +  arcsin
/ 1 5 U

л  • arcsin

/ 1 5
4

/ТВ
4 л — arcsin / 1 5

2 л  — 

, 4л

arcsin / 1 5

, и0 ( 0  =  0,

, 2л  — arcsin / 1 5
и Зл +  arcsin / 1 5

4л  — arcsin

Оптимальная траектория на фазовой плоскости для этого случая изобра­
ж ена  на рис. 1. Следует отметить, что общее время движения с и — 0 
меньше, чем для случая /  =  2я .

П ри  ti—>-оо полное врем я д ви ж ен и я  с и — 0 уменьш ается . Этот ф акт  
ф изически особенно интересен, если его перевести на я зы к  зад ач и  (5).

Качественный вид о птим альны х  траекторий  при больш их Ц приведен 
на  рис. 2. Р езу л ьтаты  д ля  больш их значений получаю тся продолж ением  
по п арам етру  Ц преды дущ его  решения.
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К аф едра методов оптимального упр а влен и я

У Д К  519.62
В. В. БОБКОВ

Ч И С Л Е Н Н Ы Е  МЕТОДЫ С УЛ УЧШ ЕНН ЫМИ  
СВОЙСТВАМИ СОГЛАСО ВАННО СТИ  

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Й  И РАЗН ОС ТН ОЙ  ЗАДАЧ

П ри построении методов численного реш ения зад ач и  Коши д л я  си­
стем ы  уравнений вида

и. =  fi  (/, и !, м2, . . . ,  wm)> f =  1» 2, ... , ttl, (1)

обычно н ар я д у  с традиц ионн ы м и требован и ям и  аппроксим ации с т а р а ­
ются удовлетворить  т а к ж е  р я д  дополнительны х требований, п о р о ж д а е ­
мых специфическими особенностями р ассм атр и ваем о й  системы. Н а п р и ­
мер, в случае  т а к  н азы в аем ы х  ж естки х  систем [1], х ар актери зую щ и хся  
больш им  разбросом  собственных значений м атри цы  Якоби, приходится
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уделять  особое вним ание  проблем е согласован и я  по устойчивости д и ф ­
ференциальны х и соответствую щ их разностны х уравнений. Ч асто  вы со­
кий уровень такой  согласованности  о к азы в ается  предпочтительнее вы со­
кого порядка  аппроксимации, если, конечно, эти требовани я  вступаю т в 
противоречие.

Д л я  проверки свойств устойчивости системы разностны х уравнений, 
п орож даем ой  избранн ы м  численным методом, обычно прибегаю т к по ­
мощи модельной системы

и ' = А и ,  (2)
где А  =  {«(} — квадратная матрица порядка т,  собственные значения X* 
которой имеют отрицательны е вещ ественные части. С ледуя  Д а л ь к в и с т у  
[2], численный метод при этом н азы в аю т  Л-устойчивым, если прим ени­
тельно к (2) при лю бом  постоянном ш аге  т > 0  он приводит к  системе 
разностны х уравнений, все реш ения которой, к а к  и реш ения д и ф ф е р е н ­
циальной системы (2 ),  при t-*-оо асимптотически вы ходят  на нулевое, по­
л ож ени е  равновесия.

Одним из существенны х недостатков  известных (см., наприм ер, 
[1— 3]) Л-устойчивых методов явл яю тся  трудности их численной р е а л и ­
зации. А кту ал ьн а  поэтому за д а ч а  построения таких  Л -устойчивых м ето­
дов, которые в ряде  случаев  могут д опускать  более простую реали зац и ю , 
а т а к ж е  р а зр а б о т к а  новых способов численной реал и зац и и  неявных 
Л-устойчивых методов. П ри  построении подобных вы числительны х а л го ­
ритмов, п редназначенны х д л я  более узких  классов  ж естки х  систем, ч а ­
сто бывает  целесообразн ы м  т а к ж е  ослаблен и е  или усиление требовани я  
Л-устойчивости.

Н екоторы е новые р езультаты  в этих н ап р авл ен и ях  поиска будут при­
ведены и в данной  работе.

П оскольку  и зб р ан н ая  м одельн ая  система (2) не о т р а ж а е т  неп осред­
ственной зависимости  от t правы х  частей уравнений (1 ),  д л я  простоты
записей в д альн ей ш ем  мы будем и исходную систему д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х
уравнений считать автономной:

н ' = / ( и ) .  (3)
З ап и ш ем  применительно к (3) к а к  обобщ ение однош агового  метода 

из [4] следую щ ее семейство неявны х методов, зави сящ и х  от п ар ам етр а  
а > 0 :

y = y + x R f { y ) ,  (4)
где у  да и ( t ) ,  у  да и ( Н - т ) ,  #  =  d iag{pi,  р2, . . .  , р™},

л

fi (у) +  о (/; (у) —ft (у +  т/ (у)))
М етоды вида (4) м ож но р ассм атр и в ать  в качестве  нелинейного а н а ­

лога  известных линейных методов с весами [5]

y = y + r ( ( \ — a ) f ( y ) + o f ( y ) ) .  (5)
В случае ст=0 методы (4) и (5) вы р о ж д аю тся  в явный метод Э йлера. 

П ри  а =  1/2 оба  метода имею т второй порядок  точности и х а р а к т е р и з у ­
ются сходными свойствам и согласованности  ди ф ф ерен ц и альн ой  и р а з ­
ностной з а д ач  (см., например, / п = 1  [4]). Н аибольш и й интерес здесь 
представляет  случай о = 1 .  И з  семейства  (5) в этом случае  вы деляется  
неявный метод Э йлера

y = y + r f ( 6 ) ,  (6)
который о б л а д а е т  свойством Л-устойчивости. Л егко  видеть, что решение 
у  системы (6) у довлетворяет  т а к ж е  и системе уравнений (4) с <т=1. П ри
этом, однако, численная  р е а л и за ц и я  метода (4) с сг=1 способом простых
итераций имеет определенны е п реи м ущ ества  перед подобной р е а л и з а ц и ­
ей метода (6).

Будем  считать, например, матрицу Л системы (2) отрицательно  опре­
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деленной, а ее собственные значения  Хь различны м и. Тогда лю бое р еш е­
ние этой системы м ож но [6] представи ть  в виде

т

« ( о = 2 с^ ‘ ехр ( У ) ,  (7 )
k=i

где  k = \ ,  2, . . .  , т ,— ортонорм ированн ы е собственные векторы
м атр и ц ы  А,  а ск, k =  1, 2, . . .  , т ,— произвольны е постоянные.

Вектор
y h (t) = l k е х р ( Ы )  (8)

является ,  очевидно, решением системы (2 ),  удовлетворяю щ им  н а ч а л ь ­
ному условию и ( 0 ) = £ ,г. Т акое  решение часто  н азы ваю т  k -к  гармоникой 
системы  (2).

В силу (7) лю бое реш ение системы (2) есть лин ей н ая  ком бин ац ия  ее 
гармоник. П оэтом у важ н ой  характери сти кой  метода является  его спо­
собность сохранять  основные свойства гармоник.

О казы вается ,  что явный метод, получаю щ ийся  из (4) с cr =  1 при к о ­
нечном числе простых итераций с у° =  у,  устойчив на каж до й  гарм онике 
вида (8) системы (2) д л я  лю бого  т > 0  (о б л ад ает  свойством с п е к тр а л ь ­
ной устойчивости). Н ап ри м ер ,  в случае  одной итерации имеем

y t  =  У *  +  т  2  а ‘ У ]

2  а\у)
/=  1

/•=! 2 v  а[уг — 2  а[ [ y j + т  2  <*)Уз
/  =  1 /  =  1 \  S=1

Если положить у  =  и учесть, что A \ k =  Хк1к, то последнее равенство 
можно привести к  виду

и .  =  р г  I Т \ р г  __________________________________________ _ _  р г  !--------У г 5 ,- “Г  т ё£ j _  I  _ •

2 ^ - 2  +
/ =  1

где, к а к  и выше, ниж ним  индексом обозначен  номер координаты  соот­
ветствую щ его вектора.

О тсюда следует, что рассм атр и ваем ы й  метод д ля  любого т > 0  вы во­
дит, при этом монотонно, к а ж д у ю  из гарм он и к  (8) на нулевое п о л о ж е­
ние равновесия.

Р е а л и за ц и я  ж е  метода (6) способом простых итераций таки м  свой­
ством  не обладает .

М ож н о  п редлож и ть  методы, которы е ещ е лучш е о б р аб аты в аю т  г а р ­
моники вида (8). Один из способов получения таких  вычислительных 
п р ав и л  основан на р егу л яр и зац и и  многомодульны х методов, построен­
ных по принципу последовательного  повы ш ения п оряд ка  точности [7]. 
В качестве  простейшего п ри м ера  приведем здесь  следую щ ий метод вто ­
рого порядка  точности:

y * =  y  +  - Y * R * f ( y ) ,  У =  У +  t R f  ( У * ) ’ (9 )
где R * =  d ia g {р*, р*, ... , p(*J, 7? =  d iag {p 1, p lt ... , pm},

( ' - x «
Pt; =  I . p; = ---------------- Г

1 —- ~2 ~ Zi 1 — Z[ +  ~2 zf

ft (У +  т f (i/)) — fi (y)
fi (y)

Если в случае метода (4) с а  =  1 при нахождении гармоники (8) множи­
тель exp ( V 0  аппроксимировался отношением j _  ^ с погрешностью 
порядка т2, то в методе (9) такое приближение осуществляется посред-
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ством вы р аж ен и я-------------- -—j   с ошибкой порядка т3.
1 — т2

А налогично строятся  и методы более высоких порядков  точности с 
подобной ж е  устойчивой аппроксим аци ей  экспоненты.

В р азвитие  последнего требовани я  м ож но построить прим еры  явны х 
методов, которые вообщ е точны на гар м о н и ках  (8). П ростейш ий из т а ­
ких методов имеет вид

y = y + j R f ( y ) ,  ( 1 0 )

где =  d ia g { рх, р,, рт ), рг =  ехрг‘— — , при этом г г может быть
z i

вычислено, например, как и в случае метода (9).
Если в (9) для  нахождения р* и р г использовать выражения

exp ( - o '  гЛ  — 1
е ;  =  2 — Ц Д ------- , р , -  ° р * ; 7 '  (11)

то получим новый пример метода, точного на гарм онике  вида  (8) и о б ­
л адаю щ его  вторым порядком, точности на произвольном реш ении исход­
ной системы.

Н етрудно построить подобные методы и более высоких порядков  
точности.

Сходную регуляри зац и ю  мож но провести и в случае неявны х м ето­
дов разн ы х  порядков  точности. П ростейш ий пример подобного метода 
имеет вид

y  =  y + x R f ( y ) ,  (12)
где

R  =  diag {pi, р3 ... , pm}, р 8. =  ■ e*pz ' 1 = -  SXP.( г,)z ,  е л р  z L z l

при этом в дополнение к у казан н о м у  ран ее  способу вы числения z, здесь 
мож но предлож ить , например, и следую щ ие нелинейные в ы р аж ен и я  д л я  
Zi через искомые величины y j  ( / = 1 , 2 ............ т ) :

_  h  (у +  т/  (у )) —  f t  (у ) г . _  т . h  (у) — ft  (у)1 Л  ’  1 Л

fi (у) У1 — Ух
К а к  и методы (10) и (9 ) ,  (11), метод (12) при лю бом  т > 0  точно 

р еш ает  модельное уравнение  (2) в случае т =  1. К ром е того, он устой­
чив на произвольном решении модельной системы (2) при m >  1.

Д ействительно, т а к  к а к  в случае  этого метода p i > 0  к а к  д л я  Z j < 0 ,  
т а к  и д л я  2г > 0, м атри ц а  R,  к а к  и м атр и ц а  — А,  полож ительн о  о п ред еле­
на. Поэтому собственные значения  м атри ц ы  — R A  полож ительны , и, сл е ­
довательно, спектр м атрицы  S = ( E — %R A ) ~ l при лю бом т > 0  п р и н а д л е ­
ж и т  откры том у отрезку  (0, 1). Т а к  к а к  справедли во  (см. (12))  соотно­
шение y  =  S y ,  то тем сам ы м  при лю бом  т > 0  будет обеспечен вы ход 
приближ енного  реш ения, полученного по методу (12), на  нулевое  п оло­
ж ен ие  равновесия  системы (2).

М етод (12), к а к  и лю бой другой  неявны й метод, д о л ж е н  быть допол* 
нен способом его численной реали зац и и , который, по возм ож ности , не 
н ар у ш ал  бы достигнутых свойств устойчивости. В качестве  подобного 
способа мож но предлож ить , наприм ер, квазинью тоновский метод  р е ш е ­
ния систем нелинейных уравнений, основанны й на псевдообращ ении  
м атриц (см. [8]). Этот способ х а р ак тер ен  тем, что не требует  (к а к  метод 
Н ью тона, нап рим ер)  на к а ж д о м  ш аге  итераций ф орм ирования  и непо­
средственного о б ращ ен и я  якоби ан а ,  при этом произвольной линейной 
системе т  алгебраических  уравнений он д о став л яет  точное реш ение не 
более чем за  т - (-1 итераций, сохраняя , таки м  образом , при числе и те ­
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р ац и й  J V = m + l  свойство Л-устойчивости избранного  неявного метода, 
приводящ его  в случае  (2) к  линейной системе уравнени й  относительно 
неизвестного вектора  у.  П ри  N < a m - \ - \  т акой  способ (подобно р ассм о т ­
ренному способу численной р еал и зац и и  неявного метода (4) с а = 1 )  
сохран яет  свойство спектральной  устойчивости исходного неявного 
м етода.

В заклю чени е  отметим, что п р ед л агаем ы е  здесь  методы могут быть 
использованы  т а к ж е  при построении разностны х схем с расш иренной 
областью  устойчивости в случае  граничны х за д ач  д л я  д и ф ф ер ен ц и ал ь ­
ных уравнений с частны ми производными.
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У Д К  512
А. А. БО Н Д АРЕН КО

АЛ Г Е Б Р А  И А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К А Я  ГЕОМЕТРИЯ
В РАБОТАХ МАТЕМАТИКОВ БГУ ИМЕНИ В. И. Л Е Н И Н А

А л гебр а  и ал геб р аи ч еск ая  геом етрия относятся  к наиболее  интенсив­
но р азв и в аю щ и м ся  р а зд ел а м  м атем атики . Д л я  современной м атем атики  
х а р ак тер ен  процесс непрерывного обновления б л а го д а р я  постоянному 
притоку  новых глубоких  идей обобщ аю щ его  х ар а к те р а .  В этом процессе 
одна из главны х ролей п р и н а д л е ж и т  алгебре. З а  последние 15— 20 лет  
сф о р м и р о в алась  и за в о е в а л а  при знани е  б елорусск ая  ал геб р аи ч еская  
ш кола ,  и м ею щ ая  к н астоящ ем у  времени р я д  значительны х  достиж ений, 
которы е получили больш ой резонан с  к а к  в наш ей стране, т а к  и за  р у ­
беж ом.

А кад . А Н  С С С Р  Н. Н. Боголю бов в статье  «О дости ж ен и ях  советской 
м атем атики»  о х а р а к те р и зо в а л  в обобщ енной ф орм е основные р е зу л ь т а ­
ты м атем атических  исследований, проведенны х в Белоруссии: « З а  по­
следние годы удалось  не только  преодолеть отставани е  в алгебраической  
/(-теории, имею щ ей многочисленные применения в топологии и а л геб ­
раической  геометрии, но и получить н аи более  существенные в мире р е ­
зу л ьтаты  в этой области.

В аж н ы й  прогресс достигнут в теории линейны х групп, где р а з р а б о ­
тан  общ ий метод исследования , основанный на  применении алгебро-гео- 
метрических и теоретико-числовы х идей, позволивш ий решить р я д  и зв е ­
стных за д ач  (И М  А Н  Б С С Р )* .  Д а л ь н е й ш е е  разви ти е  этого метода к ак  
в наш ей  стране, т а к  и за  руб еж о м  сделало  его основным методом теории 
линейны х групп.

В теории классических групп сущ ествовала  гипотеза  о тривиальности  
спинорной норм ы  унитарной  группы н ад  неком м утативны м  телом. 
В 1974 г. с помощ ью  метода л о к ал ьн о  ко м п актны х  л о к ал и зац и й  было 
п о казано , что спинорная  норм а  не м ож ет  быть тривиальной  (И М  АН 
Б С С Р ) »  [1].

Н. Н. Боголю бов отмечает, что в о бласти  алгебраической  геометрии

* Институт математики АН БССР. 
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получили больш ое р азвитие  ариф м ети ческая , структурная  и ан ал и ти ч е ­
с к а я  теории групповы х алгебраи чески х  многообразий, т. е. ал геб р а и ч е ­
ски х  групп. Эти п роблем ы  имею т многочисленные связи  с теорией чисел, 
топологией, ф ункц иональн ы м  анализом , теорией автоморф ны х функций. 
У далось  не только  преодолеть отставани е  в исследовании ал геб р а и ч е ­
ски х  групп в наш ей стране, но и зан ять  передовы е позиции на мировом 
уровне.

«...В ариф м етической  теории алгебраич еских  групп получено р еш е­
ние проблем ы  аппроксим аци и  (И М  А Н  Б С С Р ,  1969— 1970). Это п о вл ек­
л о  за  собой решение р я д а  других вопросов, в частности, было дан о  п о л ­
ное решение проблем ы  класси ф и к ац и и  м акси м ал ьн ы х  ариф м етических  
подгрупп (И М  А Н  Б С С Р ) .

Выделены  новые к лассы  систем д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений, д о п у ­
скаю щ и е  подвиж ны е особые точки, отличные от алгебраических. П о л у ­
чены новые результаты , относящ иеся  к  аналитической  структуре  р еш е­
ний систем Л я п у н о в а  в случае  нулевы х и чисто мнимых харак тер и сти ч е ­
ски х  чисел (И М  А Н  Б С С Р ) »  [1].

В Белоруссии  п ер вая  р аб о та  по алгебре, о тн осящ аяся  к теории л и ­
нейных групп, вы полнена в 1940 г. В. Л . Нисневичем [2], которы й был 
первы м  заведую щ и м  каф едрой  высшей алгебры  Б елгосуниверситета , о р ­
ганизован ной  в 1938 г. Э та  р аб о та  посвящ ена  представлению  сво бо д ­
ны х произведений групп м атри цам и . О на не у тр ати ла  своего значения  
и поныне.

Систематические исследования  по алгебре  в Б елгосуниверситете  б ы ­
л и  начаты  Д . А. Супруненко, который в 1945 г. возглавил  к аф ед р у  вы с­
шей алгебры.

Н а ч а л о  исследований по алгебраической  геометрии (теории а л геб ­
раических  групп) и топологической алгебре  связан о  с именем акад . 
А Н  Б С С Р  В. П. П л ато н о ва  (60-е годы ).  Это существенно расш и рило  
спектр  алгебраических  исследований в Белгосуниверситете . Р езу л ьтаты  
В. П. П л ато н о ва  о строении топологических групп подвели определенны й 
итог  исследован иям  классов  топологических групп, аналогичны м  соот­
ветствую щ им  к л ассам  абстр актн ы х  групп, и зн ам ен о вал и  собой в з н а ­
чительной степени заверш ен ие  р азви ти я  этого нап равлени я . З а  цикл 
рабо т  по топологическим группам  В. П. П л ато н о ву  в 1968 г. при суж ден а  
прем ия  Л енинского  комсомола.

И сследован и я  м атем ати к ов  Белгосуниверси тета  по алгебре  и а л г е б ­
раической  геометрии органически  вписы ваю тся  в исследован ия  белорус­
ской  алгебраической  школы. Р езу л ь таты  этих исследований о т р а ж е н ы  в 
работе , изданной к 50-летию А Н  Б С С Р  [3].

Это д ае т  возм ож н ость  в настоящ ей  статье  ограничиться  обзором  р е ­
зультатов ,  полученных м атем ати к ам и  университета  в области  алгебры  
и алгебраической  геометрии за  последние пять лет  (1977— 1981). В р ед ­
ких  сл у чаях  будут п р и влекаться  более ранние работы .

Н а  к аф ед р е  высшей алгеб ры  Белгосуниверси тета  вы полняю тся  н а у ч ­
н ы е исследования  по темам : линейные группы, алгебры  и их при лож ения; 
и сследован ия  ариф м ети чески х  и структурны х свойств алгебраич еских  
групп.

В р езу л ьтате  исследований по первой теме н ай дена  н о р м а л ь н а я  ф о р ­
ма и м акси м ал ьн ы е  п орядки  элем ентов  сим плектической группы н а д  к о ­
нечным полем; д о к а з а н а  неразреш и м ость  проблем  сопряж ен ности  и и зо ­
м о р ф и зм а  ком м утати вны х м атричны х групп и алгебр, получено полное 
описание ш ирокого к л асса  графов, в конкретны х категориях  построены 
о б ъ екты  и основные конгруенции (М. С, Г а р ащ у к , Р. Т. Вольвачев , 
П. Т. Козел, И. А. П авлов , Р. И. Тышкевич, О. И. М ельни ков) .

П. Т. К озелом  [4] найден простейш ий вид м атрицы  изом етрии прост ­
р ан ств а  с симплектической метрикой н ад  конечным полем х а р а к т е р и с т и ­
ки Ф 2 и м атри цы  формы, определяю щ ей  метрику пространства , к кото ­
ром у они при водятся  одновременно.

Р. И. Ты ш кевич  з а н и м ал а с ь  построением и развитием  ал геб р а и ч е ­
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ских методов в ком бин аторике  и теории графов. В частности, р а с с м а т ­
ривались  конкретные категории, в которых все объекты  имеют т р а н з и ­
тивные группы автоморф измов. Д л я  таких  категорий построены объекты  
и основные конгруенции. Это редуцирует  построение групп ав то м о р ­
ф изм ов и р асп озн аван и е  изом орф и зм а  объектов  рассм атр и ваем ы х  к а т е ­
горий к  тому случаю , когда  группа автом орф изм ов  регулярн а . П ер в ая  
р або та  этого нап равлени я , в которой и зл о ж ен а  п ри нци пиальная  схема, 
о п убликован а  в 1975 г. [5].

О. И. М ельников зан и м ается  вопросам и упорядочения  на граф ах . 
И м  получены свойства о птим альны х  расписаний зад ач и  В ел л м ан а  — 
Д ж о н со н а ,  позволяю щ ие находить все оптим альны е  расписан ия  [6], и зу ­
чались  вопросы покры тия плоских фигур п рям оугольникам и  [7]. В р а ­
боте [8] рассм атр и ваю тся  парам етрические  зад ач и  теории расписаний, 
в которых времена о б сл у ж и ван и я  являю тся  ф ункциям и времени н ач ала  
о бслуж ивани я . Получено реш ение п арам етрической  зад ач и  с монотонно 
возрастаю щ ей  диф ф еренц ируем ой  функцией.

Особенно плодотворны м было истекшее пятилетие в изучении а р и ф ­
метических и структурны х свойств алгебраических  групп. В результате  
исследования  по теме получены р езультаты  о числах  и группах классов  
алгебраических  групп, близкие к окончательны м, описаны ал геб р а и ч е ­
ские группы, у которы х группа всех бирац и он альн ы х  автом орф изм ов  я в ­
л яется  алгебраической , изучена приведенная  группа Уайтхеда конеч­
номерных тел н ад  полям и кратны х  степенных рядов  и получен еще ряд 
результатов .

П р о д о л ж ал и сь  исследования  ариф м етических  свойств ал геб р а и ч е ­
ских групп.

А рифметические группы явл яю тся  основным объектом  исследования 
ариф м етической  теории алгебраич еских  групп. В 1971 г. В. П. П л а то н о ­
вым получено принципиальное решение проблем ы  кл ассиф икации  м а к ­
си м альн ы х  ариф м етических подгрупп алгебраич еских  групп, в основе к о ­
торого л еж и т  редукци я  к  л о к ал ьн о м у  случаю . В работе  [9] автором  
статьи  получена я в н ая  класси ф и к ац и я  м акси м ал ьн ы х  арифметических 
подгрупп р а зл о ж и м ы х  ортогон альны х групп типа ( Д )  над  о д н о кл ас ­
сным глобальны м  полем. П редвари тельн о  в этой работе  получено явное 
реш ение локальн ого  ан ал о га  проблем ы  м аксим альн ости  д ля  р а з л о ж и ­
мых ортогональны х групп типа ( Д )  над  неархим едовы м  ло кал ьн о -к о м ­
пактны м  полем, х арактери сти ки  не равной  двум. Это, с учетом р е зу л ь ­
татов  полученных ранее, за в е р ш а е т  явную  к ласси ф и к ац и ю  м а к с и м а л ь ­
ных ариф м етических подгрупп д л я  простых классических  групп над  
одноклассны м  гло бал ьн ы м  полем.

Н едавн о  получены результаты , относящ и еся  к  описанию м а к с и м а л ь ­
ных ариф м етических  подгрупп полупросты х групп компактного  типа 
(А. А. Б о н дар ен к о ) .

Группы аделей явл яю тся  основным техническим инструментом а р и ф ­
метической теории алгебраических  групп. В аж н о й  ариф метической х а ­
рактеристикой алгебраической  группы яв л яется  число двойны х классов  
группы аделей. П р о б лем а  оценки числа классов  алгебраических  групп 
содерж и т  в качестве  частны х случаев  классические  проблем ы  о числе 
классов  в роде квад р ати чн ы х  форм, восходящ ей к Л а г р а н ж у  и Гауссу, 
и о числе классов  идеалов  числовых полей. Р а б о ты  [10— 14] посвящ ены  
изучению чисел и групп классов  алгебраических  групп.

П усть G — с в я зн а я  линей ная  а л геб р аи ч еск ая  группа  степени п, о п р е­
д ел ен н ая  над  полем алгебраических  чисел К ■ Д л я  произвольной м атри ч ­
ной реал и зац и и  ср: G-^-GLr ( n )  н ад  полем К  обозначи м  через ф ( Б ) а ,  
tp(G)A(«>), <p ( G ) k  соответственно группы аделей, целых аделей, главны х  
аделей  группы q)(G), и пусть cl(cp(G))  — число двойных классов  
Ф (G)a<~) /  ф (С)л \  ф (G)k . Конечность числа cl (cp(G)) установлена
А. Борелем.

В работе  [10] изучается  зависи м ость  м еж д у  числом c l (G)  и числом 
классов  наиболее в аж н ы х  подгрупп группы G. Д л я  произвольной п а р а ­
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болической А -подгруппы Р  редуктивной алгебраической  /(-группы  G 
д о к азан о  неравенство  c l ( G )  ^ . c l ( P ) . А налогичное соотношение имеет 
место д л я  A -р азл о ж и м ы х  торов. В случае  м ак си м альн ы х  торов изучает- 
тся  зависимость между с / (G) и miti c l ( T ) ,  где Т  —  максимальный А-тор

т
группы G. Подробно исследуется случай ортогональной группы G. На ос­
новании этого исследования устанавливается, что для произвольной полу-
простой A -группы G соотношение между с / (G) и m in e /  (Т)  может быть

т
разного характера.

И зучение зависимости  м еж д у  c /(G )  и числом классов  м ак си м альн ы х  
торов п родолж ено  в работе  [12], в которой обобщ аю тся  р езу л ьтаты  иссле­
дования зависимости между cl (G) и min cl (Т ) для  неопределенных полу-

т
простых групп G, доказан ряд любопытных утверждений для числа клас­
сов торов.

К ак  отмечено в [11], сильная  апп рокси м ац и он н ая  теорем а п озволяет  
редуц ировать  вычисление c /( tp (G ))  к  основному случаю  редуктивной 
группы G. В ычисление с / ( ф ( Г ) )  д л я  алгебраического  тора  Г п р ед став ­
ляется  м алореальн ой  задачей . Д л я  полупростых неопределенны х групп 
ситуация о к азы в ается  иной.

Пусть л: G-+G уни версальн ое  н акры ти е  и m =  | ker л |  порядок  ф у н д а ­
ментальной группы полупростой неопределенной группы G, тогда  
c/(cp(G)) я в л яется  д ели телем  числа вида m d, d ^ O .  Основным р е з у л ь т а ­
том статьи [12] я в л яется  д о казател ьств о  того, что д л я  полупростой н е­
определенной группы G и д л я  всякого числа m d, 0, сущ ествует  т а к а я  
A -реали зац и я  фа степени 2л группы G, что с/(фа ( G ) ) = m d. В этой ж е  
работе  поставлен  вопрос о р еал и зац и и  в качестве  числа классов  лю бого  
делителя числа т а, т. е. числа вида где p v . . . , p s— все различ­
ные простые делители т.  Там ж е  сформулирован и более тонкий вопрос: 
пусть f — показатель ядра F  накрытия я ,  всякая ли конечная абелева 
группа экспоненты f  реализуется в качестве группы классов Gcl(q>(G))?  
Д л я  циклической группы положительный ответ на этот вопрос получен 
в [12]. В этой ж е  работе для  произвольной неодносвязной группы G доказано 
существование представления степени 2п со сколь угодно большим числом 
классов.

Ц ен тр ал ьн ы м  результатом  статьи  [13] яв л яется  теорем а реализаци и , 
согласно которой д л я  полупростой неопределенной A -группы G в к а ч е ­
стве группы классов  G c /(9 (G ) )  р еал и зу ется  прои звольная  кон ечн ая  а б е ­
л ева  группа экспоненты f. В случае  циклической ф ун дам ен тальн ой  груп ­
пы д ля  д о к а за т ел ь с т в а  теорем ы  реал и зац и и  достаточно представлений ср 
степени 2л, в общ ей ситуации использую тся представления, степени к о ­
торых больш е 2л.

Вопрос о реал и зац и и  возм ож н ы х  чисел и групп классов на реш етках  
степени л  д л я  лю бой неопределенной группы G остался  пока  открытым, 
важ н ы й  ф акт  о сущ ествовании одноклассны х реш еток  лю бой р а зм е р н о ­
сти д л я  произвольной полупростой неопределенной группы д о к а за н  
в [12].

В работе  [14] автором  статьи  д о к а за н ы  теорем ы  реал и зац и и  в о з м о ж ­
ных чисел и групп классов  на  реш етк ах  степени п  д л я  неопределенны х 
полупростых алгебраи чески х  A -групп G степени л  в случаях , если G — 
одна из следую щ и х групп: i ) G  — полупростая  группа с циклической 
ф ундам ен тальной  группой, о б л а д а ю щ а я  билинейным симметрическим 
инвариантом , зад ан н ы м  на пространстве  представлени я; ii) G — при сое­
диненн ая  а л геб р аи ч еск ая  группа, р е а л и зо в а н н ая  в качестве  группы а в ­
том орфизм ов соответствующ ей алгебры  J I h L ( G ) ;  iii) G — п ростая  к л а с ­
сическая  группа  в канонической реализаци и . П остроены необходимые 
л окал ьн ы е  реш етки  в простран ствах  представления.

В работе  [13] исследуется  вопрос о числе классов  полупросты х групп, 
не я вляю щ и хся  неопределенны м и (групп компактного  т и п а ) .  Д о к а з ы в а ­
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ется  сл едую щ ая  о б щ а я  теорем а: если G — полупростая  группа к о м п а к т ­
ного типа степени п, то д л я  всякого натурального  г сущ ествует р е а л и з а ­
ция фг группы G степени 2п, что c /(q v (G ))  дели тся  на г.

Х охш ильд и М остов в 1969 г. н аш ли  необходимы е и достаточные 
условия  д л я  того, чтобы все бирацион альны е  автом орф изм ы  ал геб р а и ч е ­
ской группы о б р азо в ы вал и  алгебраическую  группу преобразований .
A. А. Ш аром етом  [15] най дены  аналогичны е условия  д л я  незам кнутого  
поля нулевой х ар актеристики , а т а к ж е  у к а за н ы  достаточны е условия  д ля  
того, чтобы группа всех бирац и он альн ы х  /( -автом орф и зм ов  а л геб р аи ч е ­
ской A -группы G б ы ла  алгебраической  группой преобразований . Д л я  
р азр еш и м ы х  групп найдены  необходимы е и достаточны е условия.

Р езу л ь таты  исследований В. А. Л ипницкого  л е ж а т  в русле при ве­
денной /(-теории, основы которой за л о ж е н ы  в середине 70-х годов
B. П. П латон овы м . Он изучал  строение приведенной группы У ай тхеда  
SK. i (A)  конечномерных цен тральн ы х  простых алгебр  А над  полям и 
кр атн ы х  степенных рядов  / ( = £ < « ! > < M 2> - - - < M m > -

Если k —’алгебраически  зам кн уто ; А  — тело с центром  К  индекса  п, 
причем (п,  char& ) =  l,  то В. А. Л ип ниц ки м  установлен  критерий тр и в и ­
альности S K i ( A ) :  группа  S/(i(/L) т р и в и ал ьн а  тогда  и только тогда, ко ­
гда  А  — ц и клич еская  алгебра . Во многих слу чаях  оказы вается  S K i ( A )  
три ви ал ьн а ,  когда  k  — поле вещ ественны х алгебраических  функций 
(см. [16]).

Ю. В. Тиш иным исследовалась  точн ая  представимость  м атри ц ам и  
свободного произведения групп G,, 1 = 1 ,  п  с объединенной подгруппой Я  
в предполож ении, что H A G i ,  1 = 1 ,  п.  П олучены  (см. [17]) необходимые 
условия  сущ ествования  в группе G* =  <C.*HG\l i=\ ,  п >  норм ального  д е ­
лителя , не со держ ащ его  нециклических свободны х подгрупп. С по­
мощ ью  этих условий получены необходимые и достаточны е условия  су­
щ ествован и я  вполне приводимы х представлений некоторы х обобщ енных 
свободных произведений. Д л я  случая, когда  все G, — абелевы  группы, 
получен критерий представимости  группы G*. В частности, когда все G* 
о б л а д а ю т  представлением  н ад  полем х арактери сти ки  нуль и явл яю тся  
периодическими абелевы м и группами, то группа G* всегда имеет точное 
линейное представление  [18]. К огда  все G, — почти абелевы  группы, по ­
лучено несколько критериев  точной представи мости  группы G* при д о ­
полнительны х условиях  на  Я  [19].

А ктивные исследован ия  в области  алгебры  ведут  доценты каф едры  
вы сш ей м атем ати к и  ф ак у л ь тета  п ри кладн ой  м атем ати к и  Г. В. М атвеев  
(изучение ариф м етических свойств классических групп) и В. М. Ш иряев  
(инверсные полугрупп ы ). Г. В. М атвеев  вычислил спинорную норму а в ­
то м о р ф и зм а  ц ен тральной  простой алгебры  [20]. Этот р езу л ьтат  при м е­
н яется  к изучению ч исла классов  в роде реш етки  полной м атричной 
алгебры . В. М. Ш и ряевы м  получено описание п олуреш еток  ш ирины 2 с 
точностью до цепей [21]. И м  рассм атр и в ал и сь  полуреш етки конечной 
ш ирины  п  со сравн и м ы м и  р а зл о ж и м ы м и  элем ентам и. П редл о ж ен  способ 
построения к аж д о й  такой  полуреш етки  по некотором у допустим ом у н а ­
бору цепей и деревьев  ш ирины не более п  [22]. В работе  [23] введены 
аналоги  понятий я д р а  и к оядра ,  точных последовательностей, групп Э й ­
л е р а — Гротендика, изучены некоторые свойства категории инверсных 
полугрупп.

Т аки м  образом , за  последнее пятилетие в Б Г У  имени В. И. Л ен и н а  
бы л получен р я д  глубоких  и краси вы х  результатов  в области  алгебры  
и алгебраической  геометрии. Б о льш ую  роль в этом сы грало  руководство 
научны м и исследован иям и  на каф е д р е  высшей ал геб р ы  вы д аю щ и м ся  
м атем атиком , л ау р еато м  Л ени нской  премии, акад ем и к о м  А Н  Б С С Р
В. П. П латоновы м . В настоящ ее  врем я  он в о згл ав л я ет  И М  А Н  Б С С Р , 
где сосредоточены основные исследован ия  в области  алгебры  и а л геб ­
раической  геометрии, проводим ы е в Белоруссии . В развитии  всесторон­
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него сотрудничества с л аб о р ато р и я м и  алгебраического  проф иля И н сти ­
тута  м атем ати ки  А Н  Б С С Р  к аф ед р а  видит за л о г  успехов в научных 
исследованиях.
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К аф едра вы сш ей алгебры

У ДК 518.5
Л. Н. БАТУРИНА, Н. А. Л ЕП ЕШ И НСКИ И

З А Д А Ч А  О МА К С И М А Л Ь Н О М  ПОТОКЕ  
ПРИ И З М Е Н Е Н И Я Х  ПА РА МЕТР ОВ  СЕТИ

Пусть G = ( N ,  А ,  с ) — сеть, у  которой N  — множ ество  верш ин с в ы ­
деленным источником s и стоком /, А — множ ество ориентированны х 
дуг вида ( х {, Xj) с зад ан н ы м и  целочисленны ми неотриц ательны м и про­
пускными способностями Сц. Д л я  данной  сети лю бы м  из известных м е­
тодов най дем  м акси м ал ьн ы й  поток из s в t. П усть величина этого пото­
к а — V я соответствую щ ие дуговы е потоки — fijZ3=0, П р едп олож и м , что 
на  одной из дуг (х{0, xJO) е Л  значение пропускной способности ум ень­
шено до с'. . так, что 0 < с'. . <  U.,.. Обозначим новую сеть G' =  (N,  А ,  с ' ) .

Lq j o  ‘■о/о

Рассмотрим задачу эффективного определения величины максимального 
потока в сети G' =  (N,  А ,  с ' )  с использованием информации о максималь­
ном потоке в исходной сети G — { N , А ,  с). Будем придерживаться терми­
нологии из [1].

Д л я  любой дуги (x t , Xj) исходной сети, не принадлежащей минималь­
ному разрезу, который отделяет s от t, найдем минимальное значение 
пропускной способности с*., при котором величина V  сохраняется. Д л я  
этого можно использовать следующую модификацию алгоритма [2] опре­
деления максимального потока в сети.

Алгоритм А.  1. П остроение начального  потока. Н а  одном или несколь­
ких путях  из х  в t ум еньш аем  потоки, соответствую щ ие величине V, в 
общей слож ности  на /чу

2. Р а с с та н о в к а  пометок. В ерш ине X; присваиваем  пометку ( + х , ,
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6 ( X j ) = o o ) .  Д а л е е  п редполагаем , что верш и на Xj не м ож ет  помечаться  
непосредственно из Хь П росмотр верш ин и расстан о вку  пометок мож но 
производить  т а к  ж е, к а к  и при решении зад ач и  о допустимой ц и р к у л я ­
ции [2].

3. Р а сстан о в ка  пометок за к ан ч и в ается  в одном из трех случаев: 
а )  помечена верш и на t\ б) помечена верш и на ху, в) верш ина t  (или %) 
не помечена и ни каки х  других пометок расстави ть  нельзя . В случаях  
а) и б) увеличиваем  поток на найденном пути соответственно на  з н а ч е ­
ние бh, равное  б(^) или б(х^), и этап  2 повторяем. В случае  в) алгоритм  
за к а н ч и в а е т  работу.

Вычисляем значение с по формуле: с =  — f'(j,
i

где f ’. =  V  и I— число проведенных этапов при расстановке пометок.
k = \

П окажем, что с =  с*.. В результате применения алгоритма А  опреде-ч
ляется  величина потока f ' . ,  которую можно добавить на всех обходных 
увеличивающих поток путях от х, до t  и от х г до X], получив после это­
го некоторый максимальный поток величины Нетрудно видеть, что
v '  =  v — f i j  +  f'tj- Д л я  сохранения значения v необходимо, чтобы по дуге 
от X; до Xj проходил поток величины v — и' = f i j - — f-j =  с. Из-за отсутст­
вия путей из х; в t, увеличивающих поток, дальнейшее уменьшение по­
тока по дуге (х г, Xj) приведет к уменьшению величины v. Это и доказы­
вает, что с*у. =  с и следовательно,

c 'i =  f i J — f i r  ( О
И з  сказанного  следует  т а к ж е

Утверждение. В еличина  м акси м альн ого  потока в сети G’ =  (N , А,  с') 
р ав н а

v ~ K i  - ci i .] при ° < CL < CL ’
V  при с*о/о< с;о/* < / (1в,

где с* , определяется по формуле (1).
Пусть Г (xk) и Г " 1 (хк) — соответственно множество концов и начал

. /  V  V  \дуг, инцидентных вершине x k, ck — m m  ^  cik, ^  ckj \ — про-
х/ &  I

пускная способность вершины хк сети G =  (N,  А,  с); f k =  2  f ik =
xt<s r ~ 4 xk)

-  2  ь  — величина потока через вершину xk сети G = ( N ,  А, с). Пред-
X j & ( X k )

положим, что для  некоторой вершины х ко сети с '  — 0. Обозначим такую
сеть через G " = ( N ' ,  А ' ,  с ' ) .

Следствие.  Величина максимального потока в сети G" — ( N ' ,  А ' ,  с ' )
равна v '  =  v ^  c*k , где величины с*^ определяются по формуле (1).

^ег-1с*й0)
Используем алгоритм А  для  определения значений с*к , при которых 

дуги (х ;, х ко) (где X; G  Г-1  (х*„)) одновременно войдут в минимальный 
разрез, соответствующий потоку величины и. При этом поток уменьшаем 
в общей сложности на f ko на путях из s в t, которые проходят через вер­
шины X j E T -1  ( x j  и Xj <= Г (х*0). Расстановка пометок производится в 
предположении, что вершина х*0 не может помечаться непосредствено из 
вершин множества Г—1(х*0). Случай б) как  признак окончания этапа 2 
алгоритма понимается для любой вершины Х ; Е Г ( х ^ ) .  Алгоритм приме­
няется последовательно шаг за шагом для определения значений дуг 
вида (х ь  х / J  в любом порядке. При этом достигнутые на предыдущих 
шагах значения дуговых потоков принимаются в качестве начальных зна­
чений на  очередном шаге.
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Н а основе приведенного утвер ж ден и я  и следствия из него м ож но по­
строить алгоритм  В  определен ия  величины м аксим альн ого  потока в сети 
G ' = ( N ,  А,  с') или G" =  (N' ,  Л' ,  с ' ) .  Отличие его от алгоритм а А  состоит 
в том, что в новой сети необходимо определять  обходные пути, увели чи ­
ваю щ ие поток, до тех пор пока не будет впервы е достигнуто условие

I т
— с,’0/0 Для сети G'  =  (W, А, с ’) или условие V  ^ a l7>- 

*=‘ i e r - i ( ^ o) /= i
> / * „  для сети G" =  { N ’, А ' ,  с ' ) .

Пусть (хг, х j) — дуга сети G =  (А, А,  с),  =  с*А с*.—-значе­
ние пропускной способности дуги (х,, Xj), при котором возможно макси­
мальное увеличение величины v при условии сохранения пропускных спо­
собностей остальных дуг сети.

Легко видеть, что задача определения значения с** для  дуги (х*, хД 
сводится к нахождению всех увеличивающих поток путей от s до X; и от 
Xj до t. Тогда, если на путях от s до х* можно добавить поток величины 
бх, а на путях от х ,  до t величины б2, то

c'* =  c lS +  o,  (2)

где 6 =  m in(S i,  62).
Д л я  определения  значений 61 и 62 используем следую щий 
А лгоритм С. 1. Н а ч а л ь н ы й  поток на д у гах  сети соответствует най ден ­

ному м акси м ал ьн о м у  потоку.
2. Р а с с та н о в к а  пометок. 1-й шаг. В ерш ине Xj п р и сваи ваем  пометку 

(-f-x,-, 6 (xj) =  oo). П о л агаем , что верш и на х ,  не м ож ет  пом ечаться  н е ­
посредственно из Xj. Д а л е е  просмотр вершин, расстан о вка  пометок и 
процесс окончания расстан овки  пометок производится, к а к  и в ал го р и т ­
ме определения  м аксим альн ого  потока.

i
Вычисляем 8,  =  V  8ft, где / — число проведенных этапов при расста-

k = i
новке пометок. 2-й шаг. Вершине х г присваиваем пометку (+ Х г, 8 (х г) =  оо). 
Процесс расстановки осуществляется для вершин x7 ge Г-1  (хг), у которых 
fjt <  сп- Процесс расстановки пометок заканчивается, если помечена вер-

т

шина s, или вершину s пометить нельзя. Вычисляем =  V  8Й, где т —
k = \

число проведенных этапов при расстановке пометок.
И з-за  того, что н ачальн ы е  потоки в ал гори тм ах  А ,  В ,  С равн ы  м а к ­

сим альном у или близки  к  нему и что процесс расстан овки  пом еток о х в а ­
ты вает  лиш ь часть  верш ин сети, предлож енн ы е  алгоритмы  А,  В,  С э ф ­
фективнее, чем алгоритм  определен ия  м аксим альн ого  потока, п ри м ен яе­
мый непосредственно на сети G'  или G".
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Н а ш и  юбиляры

Ф Е Д О Р  И В А Н О В И Ч  Ф Е Д О Р О В  
(К  70-летию со дня р о ж д ен и я)

Исполнилось семьдесят лет Федору И вано­
вичу Федорову — известному советскому физику- 
теоретику и организатору науки, создателю об­
ширной научной школы, старейшине белорусских 
физиков.

Родился Федор Иванович в деревне Турец 
Гродненской области в семье учителя (из­
вестного белорусского писателя Янки М авра).
После окончания Белорусского государственного 
университета Ф. И. Федоров преподавал физику 
и математику в педагогическом техникуме г. Кри- 
чева.

1933 г.— поистине счастливое начало научно­
го пути Федора Ивановича: он был направлен в 
аспирантуру Ленинградского университета, где 
стал работать под руководством выдающегося фи­
зика-теоретика В. А. Фока. Одержимый наукой 
одаренный аспирант в короткий срок творчески 
осваивает основные идеи квантовой электродина­
мики и выполняет первое самостоятельное научное 
исследование, положенное в основу его кандидат­
ской диссертации, защищенной в 1936 г. Под бла­
готворным влиянием академика В. А. Фока сфор­
мировался научный стиль молодого белорусского 
ученого. Органическое сочетание широты спектра исследуемых физических проблем с 
изяществом используемых математических методов — отличительная особенность науч­
ного творчества Ф. И. Федорова.

Возвратившись в Минск, Ф. И. Федоров всю свою энергию, талант ученого и педа­
гогический дар отдает организации учебного процесса и развертыванию научно-исследо­
вательских работ на физико-математическом факультете БГУ. С момента создания в 
1938 г. и до 1962 г. он возглавляет кафедру теоретической физики; в настоящее время 
Федор Иванович — профессор этой кафедры. В трудные военные и послевоенные годы 
(1943— 1950) Ф. И. Федоров — декан факультета.

В научном творчестве Федора Ивановича молено выделить три основных направ­
ления: кристаллооптику, кристаллоакустику и теорию элементарных частиц, которые 
связаны между собой единством подхода и оригинальностью математических идей. П о­
следовательное применение прямых (бескоординатных) методов тензорного и матрич­
ного исчисления позволило ему получить ряд блестящих научных результатов в каждой 
из этих областей.

Виднейшее место в научной деятельности Ф. И. Федорова занимают исследования 
по оптике анизотропных сред. Федор Иванович создал общую и завершенную теорию 
распространения электромагнитных волн в средах, обладающих всевозможными 
видами анизотропии. Ему принадлежит заслуга в создании оптики прозрачных магнит­
ных кристаллов. Впечатляющим достижением Ф. И. Федорова является развитие общей 
теории неоднородных волн, т. е. таких затухающих волн, у которых направление ф а­
зовой нормали и направление убывания амплитуды не совпадают. Федору Ивановичу 
удалось получить ряд фундаментальных выводов; особый интерес представляет пред­
сказание нового оптического эффекта — бокового смещения луча при полном отраж е­
нии («сдвиг Федорова»), подтвержденное на опыте. Это новое физическое явление в 
1980 г. зарегистрировано в качестве научного открытия.
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Результаты исследований по теоретической кристаллооптике изложены в моногра­
фии Ф. И. Федорова «Оптика анизотропных сред» (1958), ставшей классической. В аж ­
ные для практики вопросы этой теории изложены в книге Ф. И. Федорова и В. В. Фи­
липпова «Отражение и преломление света прозрачными кристаллами» (1976).

За цикл работ по оптике анизотропных сред Ф. И. Федорову в 1976 г. была при­
суждена Государственная премия СССР.

Федор Иванович совместно с учениками создал стройную теорию оптических свойств 
гиротропных сред. Изданная в 1976 г. его монография «Теория гиротропии» подвела 
итог этим исследованиям и является самым современным руководством по теории опти­
ческих свойств кристаллов, имеющих всевозможные виды анизотропии.

Значительные результаты принесло Ф. И. Федорову применение ковариантных ме­
тодов в целях развития общей теории распространения упругих волн в однородных 
кристаллических средах любой симметрии. Его книга «Теория упругих волн в кристал­
лах», вышедшая в 1965 г. (американское издание — в 1968 г.),— первая в мировой ли­
тературе монография по данному вопросу, ставшая настольной книгой для специали­
стов в этой области физики.

Цикл работ Ф. И. Федорова по теории распространения упругих волн в кристал­
лах отмечен в 1972 г. Государственной премией БССР.

Предметом особого внимания Ф. И. Федорова на протяжении всей научной дея­
тельности являются вопросы теории элементарных частиц, в подходе к которым он 
применяет и совершенствует все те ж е ковариантные методы.

Ф. И. Федоровым построена теория релятивистских волновых уравнений для ча­
стиц с произвольными значениями спина и массы, разработан общий метод проектив­
ных операторов в теории взаимодействия элементарных частиц, создана комплексно­
векторная параметризация группы Лоренца, придавшая совершенно иной облик реля­
тивистской кинематике. Недавно вышедшая фундаментальная монография Ф. И. Фе­
дорова «Группа Лоренца» (1979), где излагается развитый им метод, не имеет анало­
гов в существующей обширной литературе по данному вопросу.

Ф. И. Федорову принадлежит ряд работ по общей теории относительности. Он по­
казал, в частности, что уравнения гравитации Эйнштейна могут быть сформулированы 
в виде универсальных матричных уравнений первого порядка с квадратичной нели­
нейностью.

Неисчерпаемость и плодотворность научных идей Федора Ивановича, его яркий 
педагогический талант постоянно привлекают к нему молодых исследователей. Федор 
Иванович воспитал плеяду физиков-теоретиков, составивших ядро каждой из созданных 
им научных школ. Многие его ученики стали известными учеными, создавшими собст­
венные направления в науке, и сами руководят теперь крупными исследовательскими 
коллективами. Блестящие лекции Федора Ивановича по различным разделам теорети­
ческой физики, которые он активно читает и в настоящее время, оказывают большое 
влияние на формирование будущих физиков.

Много сил и энергии Ф. И. Федоров отдает научно-организационной и обществен­
ной работе. Он был одним из инициаторов создания и организаторов в 1955 г. Инсти­
тута физики и , математики АН БССР. Бессменно возглавляемая им вот уже 26 лет 
лаборатория теоретической физики стала одним из ведущих подразделений Института 
физики АН БССР. С 1963 г. Ф. И. Федоров руководит Отделением физико-математи­
ческих наук АН БССР, которое объединяет четыре крупных института.

За  выдающийся вклад в развитие науки Ф. И. Федорову присвоено высокое звание 
Героя Социалистического Труда, он удостоен почетного звания заслуженного деятеля 
науки БССР, награжден орденами и медалями.

Если попытаться выделить основную линию той огромной рабочей и общественной 
нагрузки, которую с честью несет Федор Иванович в течение всех 50 лет неутомимой и 
многогранной деятельности, то нужно подчеркнуть, что он всегда был и остается в 
первую очередь ученым-исследователем, для которого научное творчество является 
естественным и единственно возможным способом существования.

Глубина и неиссякаемость научного потенциала, высокая восприимчивость к новым 
идеям, удивительная, не ослабевающая с годами творческая активность, непередавае­
мое обаяние его личности вызывают восхищение и глубокое уважение всех, кто его 
окружает. Свое семидесятилетие Федор Иванович Федоров встречает в расцвете ду­
ховных сил и научного таланта. Он полон идей и творческих замыслов, органически 
присущих ему жизнелюбия и оптимизма.

П оздравляя Федора Ивановича с юбилеем, от всей души желаем ему крепкого здо­
ровья, неизменной бодрости, новых выдающихся успехов и свершений.
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Р Е Ф Е Р А Т Ы

УДК 535.37
Е. С. В о р о п а й, В. А. Г а й с е н о к, В. А. С а е ч н и к о в ,  А. М.  С а р ж е в с к и й .  
Влияние ориентационной дипольной релаксации на спектрально-люминесцентные свой­
ства растворов сложных молекул в условиях взаимодействия с лазерным излучением.—
Вестн. Белорусского ун-та. Сер. I, физ., мат. и мех., 1981, № 3.

Обсуждается влияние межмолекулярной релаксации на характеристики поглоще­
ния и испускания растворов молекул, взаимодействующих с интенсивным лазерным из­
лучением. Приводится общая схема расчета населенностей состояний с учетом релакса­
ции окружения примесных молекул. Рассматриваются различные случаи проявления ре­
лаксации в спектрально-люминесцентных свойствах растворов. Приводятся результаты 
экспериментального исследования таких проявлений при световом тушении и интенсив­
ном возбуждении.

Библ. 15 назв., ил. 5.

УДК 546.791.6+535.343
3 а ж  о г и н А. П., К о м я к  А. И., Т и т к о в Е. Ф. Природа «мультиплетной» структуры  
низкотемпературных спектров кристаллов соединений уранила.— Вестн. Белорусского 
ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1981, № 3.

Исследована природа «мультиплетной» структуры спектров люминесценции и по­
глощения кристаллов тринитратных соединений уранила при низкой температуре. Уста­
новлено, что наблюдаемая «мультиплетная» структура обусловлена суперпозицией 
спектров отдельных центров свечения. Эти центры являются молекулами кристалла- 
растворителя и изоморфной примеси, расположенными вблизи друг друга. Получены 
уравнения для определения частот чисто электронных переходов в различных типах де­
фектных и примесных центров.

Библ. 14 назв., ил. 3, табл. 2.

УДК 547.96,535.37
Б а р к о в с к и й  Е. В., П р о к о ш и н а  Н. А., Х о в р а т о в и ч  Н. Н., Ч е р е н к е -  
в и ч С. Н. Спектрально-люминесцентные характеристики тромбина.— Вестн. Белорус­
ского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1981, № 3.

Проведено исследование электронных спектров поглощения и собственной флуо­
ресценции тромбина крупного рогатого скота с целью изучения конформационных со­
стояний. Показано, что спектры поглощения и флуоресценции тромбина в трис-НС1 
буфере при pH 7,5 обусловлены в основном триптофанилами. Характер спектра флуо­
ресценции (положение максимума полосы 333 нм и полуширина 62 нм) указывает на 
большую гетерогенность остатков триптофана. Исследование pH зависимости спектров 
флуоресценции позволило констатировать конформационные переходы тромбина в об­
ластях pH 10— 12 и 3,7—2,5. Наиболее устойчивое состояние тромбина реализуется при 
pH 6,1. Спектры флуоресценции тромбина весьма чувствительны к изменениям конфор­
мации молекул.

Библ. 13 назв., ил. 3, табл. 1.

УДК 532.783:535.33
З я т ь к о в  И.  П., П и ц е в и ч  Г. А., С а г а й д а к Д. И. О корреляции спектральных 
и технологических характеристик пероксидов ацилов.— Вестн. Белорусского ун-та. 
Сер. 1 физ., мат. и мех., 1981. № 3.

Исследованы колебательные спектры симметричных и несимметричных ароматиче­
ских и аралифатических пероксидов ацилов. Установлено, что изменение частот макси­
мумов полос vc=o в КР и ИК спектрах связано функциональной зависимостью с сг-кон- 
стантами заместителей, константами термоустойчивости и константами инициирования. 
В пределах одного гомологического ряда эти зависимости позволяют по спектральным 
характеристикам предсказывать важные технологические параметры диацильных перок­
сидов.

Библ. 14 назв., ил. 3, табл. 1.

УДК 620.183(088.8)
С л е п  я н  Г. Я., Ф у р е  а Е. Я., Ш у ш к е в и ч  С. С. Топография магнитно-резонансных 
характеристик больших плоских образцов.— Вестн. Белорусского ун-та Сер. 1, физ., 
мат. и мех., 1981, № 3.

Предложен способ контроля физических параметров больших плоских образцов ме­
тодом электронного магнитного резонанса. Описаны микроволновые резонаторы, позво­
ляющие при незначительном уменьшении чувствительности радиоспектрометра получать 
спектры ЭПР от локальных участков образцов, не налагая существенных ограничений 
на их размеры.

Библ. 14 назв., ил. 3.
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У Д  К 621.315.592
К а р а с ь  В. И., К о л ь ч е н к о  Т. И.,  Л о м а к о  В. М.,  Н о в о с е л о в  А. М. Прямые 
экспериментальные доказательства подвижности первичных радиационных дефектов в 
GaAs.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1981, № 3.

Исследовались процессы миграции и перераспределения точечных дефектов в GaAs 
в ходе облучения и последующего термического отжига. Получены прямые эксперимен­
тальные доказательства подвижности некоторых типов первичных дефектов при Т =  
=  300 К. Оценена энергия активации миграции. Из совокупности экспериментальных ре­
зультатов сделано заключение, что основные типы стабильных при Т = 300  К изолиро­
ванных радиационных дефектов не являются простейшими точечными дефектами, а 
представляют собой комплексы из собственных структурных нарушений.

Библ. 5 назв., ил. 3.

У ДК 535.44 : 537.868.4
Х а п а л ю к  А. П. Полное резонансное поглощение электромагнитных волн в однород­
ном шаре.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1981, № 3.

Теоретически изучаются условия реализации полного резонансного взаимодействия 
поглощающего вещества однородного шара с электромагнитным полем собственных ти­
пов колебаний шара. Сущность явления сводится к полному поглощению падающих на 
цилиндр соответствующих сферических волн.

Библ. 2 назв.

У Д К  621.315.592
Л у к а ш е в и ч  М.  Г., С т е л ь м а х  В. Ф. Особенности низкотемпературного примес­
ного пробоя в эпитаксиальном арсениде галлия.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, 
физ., мат. и мех., 1981, № 3.

Приводятся результаты изучения низкотемпературного примесного пробоя при Т =  
=  4,2 К в нелегированном и легированном мелкой примесью арсениде галлия с концент­
рацией свободных носителей 3,14 -1014— 1,2 • 1017 см-3 . Изменение протяженности обла­
сти отклонения от закона Ома на вольтамперной характеристике с ростом легирования 
в предпробойных электрических полях связано с образованием ч развитием примесной 
зоны.

Библ. 5 назв.

У Д К  539.3
П р у с о в  И. А., В а с и л е в и ч  Ю. В. Об одном варианте представления общих формул 
теории упругости ортотропного тела.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и 
мех., 1981, №  3.

Д ля ортотропного трехмерного тела, находящегося в упругом равновесии при от­
сутствии массовых сил, получены выражения для напряжений и перемещений в виде 
суммы двух групп основных формул с тремя и шестью ограничениями на коэффициен­
ты упругости соответственно. В предельном случае при переходе к изотропному телу 
напряжения и перемещения преобразуются в бигармонические функции, зависящие от 
трех произвольных бигармонических и трех гармонических функций.

Библ. 2 назв., ил. 1.

У ДК 62-50
М е д в е д е в  Г А. Адаптивное оценивание при зависимых выборках.— Вестн. Белорус­
ского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1981, № 3.

Приводится задача оценивания значений неизвестных параметров по ходу получе­
ния наблюдений в текущем времени в условиях, когда эти наблюдения являются кор­
релированными. Обсуждаются вопросы построения и исследования оценок параметров 
в этих условиях по методу наименьших квадратов и по типу стохастической аппрокси­
мации. Рассматривается сложность оценок в вычислительном отношении, а такж е про­
блема состоятельности оценок параметров сдвига.

Библ. 5 назв.

У Д К  517.544.8.545
З в е р о в и ч  Э. И. Задача Карлемана на римановой поверхности с краем и отображ е­
ние круговых многоугольников.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 
1981, №  з.

Дается постановка и приводятся некоторые результаты по теории задачи Карлема­
на (о скачке) ср[а(0]—ф(<) — g ( t )  на римановой поверхности с краем. На основе этих 
результатов предлагается метод построения функций, конформно отображающих кру­
говые многоугольники специального вида на полуплоскость, не требующих вычисления 
аксцессорных параметров. Метод демонстрируется на примерах.

Библ. 4 назв., ил. 2.
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УДК 517.966
Г а б а с о в  Р. Вопросы конструктивной теории оптимального управления.— Вести.
Белорусского ун-та, Сер. 1, физ., мат. и мех., 1981, №  3.

Обсуждаются проблемы построения алгоритмов решения задач оптимального управ­
ления. Формулируется критерий субоптимальности в форме принципа е-максимума. При­
водится пример.

Библ. 10 назв.

УДК 519.62
Б о б к о в  В. В. Численные методы с улучшенными свойствами согласованности диф­
ференциальной и разностной задач.— Вести. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и 
мех., 1981, № 3.

Д ля численного решения задач с начальными условиями в случае жестких систем 
обыкновенных дифференциальных уравнений предлагаются новые явные и неявные не­
линейные методы разных порядков точности, характеризующиеся улучшенными свой­
ствами устойчивости (в том числе A-устойчивые и спектрально-устойчивые методы). 
Указывается на возможность использования предлагаемых методов при построении 
разностных схем в случае уравнений с частными производными.

Библ. 8 назв.

УДК 512
Б о н д а р е н к о  А. А. Алгебра и алгебраическая геометрия в работах математиков 
БГУ имени В. И. Ленина.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 
1981, №  з.

Отражены результаты, полученные математиками университета в области алгебры 
и алгебраической геометрии за последние пять лет (1977— 1981).

Библ. 23 назв.

УДК 518.5
Б а т у р и н а  Л . Н., Л  е п е ш и н с к и й Н. А. Задача о максимальном потоке при 
изменениях параметров сети.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1., физ. мат. и мех., 
1981, № 3.

П редлагается модифицированный метод пометок для определения величины макси­
мального потока в сети при изменении пропускной способности дуги или вершины.

Библ. 2 назв.
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