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К аф едра вы сш ей алгебры

У ДК 518.5
Л. Н. БАТУРИНА, Н. А. Л ЕП ЕШ И НСКИ И

З А Д А Ч А  О МА К С И М А Л Ь Н О М  ПОТОКЕ  
ПРИ И З М Е Н Е Н И Я Х  ПА РА МЕТР ОВ  СЕТИ

Пусть G = ( N ,  А ,  с ) — сеть, у  которой N  — множ ество  верш ин с в ы ­
деленным источником s и стоком /, А — множ ество ориентированны х 
дуг вида ( х {, Xj) с зад ан н ы м и  целочисленны ми неотриц ательны м и про­
пускными способностями Сц. Д л я  данной  сети лю бы м  из известных м е­
тодов най дем  м акси м ал ьн ы й  поток из s в t. П усть величина этого пото­
к а — V я соответствую щ ие дуговы е потоки — fijZ3=0, П р едп олож и м , что 
на  одной из дуг (х{0, xJO) е Л  значение пропускной способности ум ень­
шено до с'. . так, что 0 < с'. . <  U.,.. Обозначим новую сеть G' =  (N,  А ,  с ' ) .

Lq j o  ‘■о/о

Рассмотрим задачу эффективного определения величины максимального 
потока в сети G' =  (N,  А ,  с ' )  с использованием информации о максималь­
ном потоке в исходной сети G — { N , А ,  с). Будем придерживаться терми­
нологии из [1].

Д л я  любой дуги (x t , Xj) исходной сети, не принадлежащей минималь­
ному разрезу, который отделяет s от t, найдем минимальное значение 
пропускной способности с*., при котором величина V  сохраняется. Д л я  
этого можно использовать следующую модификацию алгоритма [2] опре­
деления максимального потока в сети.

Алгоритм А.  1. П остроение начального  потока. Н а  одном или несколь­
ких путях  из х  в t ум еньш аем  потоки, соответствую щ ие величине V, в 
общей слож ности  на /чу

2. Р а с с та н о в к а  пометок. В ерш ине X; присваиваем  пометку ( + х , ,

70



6 ( X j ) = o o ) .  Д а л е е  п редполагаем , что верш и на Xj не м ож ет  помечаться  
непосредственно из Хь П росмотр верш ин и расстан о вку  пометок мож но 
производить  т а к  ж е, к а к  и при решении зад ач и  о допустимой ц и р к у л я ­
ции [2].

3. Р а сстан о в ка  пометок за к ан ч и в ается  в одном из трех случаев: 
а )  помечена верш и на t\ б) помечена верш и на ху, в) верш ина t  (или %) 
не помечена и ни каки х  других пометок расстави ть  нельзя . В случаях  
а) и б) увеличиваем  поток на найденном пути соответственно на  з н а ч е ­
ние бh, равное  б(^) или б(х^), и этап  2 повторяем. В случае  в) алгоритм  
за к а н ч и в а е т  работу.

Вычисляем значение с по формуле: с =  — f'(j,
i

где f ’. =  V  и I— число проведенных этапов при расстановке пометок.
k = \

П окажем, что с =  с*.. В результате применения алгоритма А  опреде-ч
ляется  величина потока f ' . ,  которую можно добавить на всех обходных 
увеличивающих поток путях от х, до t  и от х г до X], получив после это­
го некоторый максимальный поток величины Нетрудно видеть, что
v '  =  v — f i j  +  f'tj- Д л я  сохранения значения v необходимо, чтобы по дуге 
от X; до Xj проходил поток величины v — и' = f i j - — f-j =  с. Из-за отсутст­
вия путей из х; в t, увеличивающих поток, дальнейшее уменьшение по­
тока по дуге (х г, Xj) приведет к уменьшению величины v. Это и доказы­
вает, что с*у. =  с и следовательно,

c 'i =  f i J — f i r  ( О
И з  сказанного  следует  т а к ж е

Утверждение. В еличина  м акси м альн ого  потока в сети G’ =  (N , А,  с') 
р ав н а

v ~ K i  - ci i .] при ° < CL < CL ’
V  при с*о/о< с;о/* < / (1в,

где с* , определяется по формуле (1).
Пусть Г (xk) и Г " 1 (хк) — соответственно множество концов и начал

. /  V  V  \дуг, инцидентных вершине x k, ck — m m  ^  cik, ^  ckj \ — про-
х/ &  I

пускная способность вершины хк сети G =  (N,  А,  с); f k =  2  f ik =
xt<s r ~ 4 xk)

-  2  ь  — величина потока через вершину xk сети G = ( N ,  А, с). Пред-
X j & ( X k )

положим, что для  некоторой вершины х ко сети с '  — 0. Обозначим такую
сеть через G " = ( N ' ,  А ' ,  с ' ) .

Следствие.  Величина максимального потока в сети G" — ( N ' ,  А ' ,  с ' )
равна v '  =  v ^  c*k , где величины с*^ определяются по формуле (1).

^ег-1с*й0)
Используем алгоритм А  для  определения значений с*к , при которых 

дуги (х ;, х ко) (где X; G  Г-1  (х*„)) одновременно войдут в минимальный 
разрез, соответствующий потоку величины и. При этом поток уменьшаем 
в общей сложности на f ko на путях из s в t, которые проходят через вер­
шины X j E T -1  ( x j  и Xj <= Г (х*0). Расстановка пометок производится в 
предположении, что вершина х*0 не может помечаться непосредствено из 
вершин множества Г—1(х*0). Случай б) как  признак окончания этапа 2 
алгоритма понимается для любой вершины Х ; Е Г ( х ^ ) .  Алгоритм приме­
няется последовательно шаг за шагом для определения значений дуг 
вида (х ь  х / J  в любом порядке. При этом достигнутые на предыдущих 
шагах значения дуговых потоков принимаются в качестве начальных зна­
чений на  очередном шаге.
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Н а основе приведенного утвер ж ден и я  и следствия из него м ож но по­
строить алгоритм  В  определен ия  величины м аксим альн ого  потока в сети 
G ' = ( N ,  А,  с') или G" =  (N' ,  Л' ,  с ' ) .  Отличие его от алгоритм а А  состоит 
в том, что в новой сети необходимо определять  обходные пути, увели чи ­
ваю щ ие поток, до тех пор пока не будет впервы е достигнуто условие

I т
— с,’0/0 Для сети G'  =  (W, А, с ’) или условие V  ^ a l7>- 

*=‘ i e r - i ( ^ o) /= i
> / * „  для сети G" =  { N ’, А ' ,  с ' ) .

Пусть (хг, х j) — дуга сети G =  (А, А,  с),  =  с*А с*.—-значе­
ние пропускной способности дуги (х,, Xj), при котором возможно макси­
мальное увеличение величины v при условии сохранения пропускных спо­
собностей остальных дуг сети.

Легко видеть, что задача определения значения с** для  дуги (х*, хД 
сводится к нахождению всех увеличивающих поток путей от s до X; и от 
Xj до t. Тогда, если на путях от s до х* можно добавить поток величины 
бх, а на путях от х ,  до t величины б2, то

c'* =  c lS +  o,  (2)

где 6 =  m in(S i,  62).
Д л я  определения  значений 61 и 62 используем следую щий 
А лгоритм С. 1. Н а ч а л ь н ы й  поток на д у гах  сети соответствует най ден ­

ному м акси м ал ьн о м у  потоку.
2. Р а с с та н о в к а  пометок. 1-й шаг. В ерш ине Xj п р и сваи ваем  пометку 

(-f-x,-, 6 (xj) =  oo). П о л агаем , что верш и на х ,  не м ож ет  пом ечаться  н е ­
посредственно из Xj. Д а л е е  просмотр вершин, расстан о вка  пометок и 
процесс окончания расстан овки  пометок производится, к а к  и в ал го р и т ­
ме определения  м аксим альн ого  потока.

i
Вычисляем 8,  =  V  8ft, где / — число проведенных этапов при расста-

k = i
новке пометок. 2-й шаг. Вершине х г присваиваем пометку (+ Х г, 8 (х г) =  оо). 
Процесс расстановки осуществляется для вершин x7 ge Г-1  (хг), у которых 
fjt <  сп- Процесс расстановки пометок заканчивается, если помечена вер-

т

шина s, или вершину s пометить нельзя. Вычисляем =  V  8Й, где т —
k = \

число проведенных этапов при расстановке пометок.
И з-за  того, что н ачальн ы е  потоки в ал гори тм ах  А ,  В ,  С равн ы  м а к ­

сим альном у или близки  к  нему и что процесс расстан овки  пом еток о х в а ­
ты вает  лиш ь часть  верш ин сети, предлож енн ы е  алгоритмы  А,  В,  С э ф ­
фективнее, чем алгоритм  определен ия  м аксим альн ого  потока, п ри м ен яе­
мый непосредственно на сети G'  или G".
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