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Значительно сложнее оптимальное управление для  /  =  4л:
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Оптимальная траектория на фазовой плоскости для этого случая изобра
ж ена  на рис. 1. Следует отметить, что общее время движения с и — 0 
меньше, чем для случая /  =  2я .

П ри  ti—>-оо полное врем я д ви ж ен и я  с и — 0 уменьш ается . Этот ф акт  
ф изически особенно интересен, если его перевести на я зы к  зад ач и  (5).

Качественный вид о птим альны х  траекторий  при больш их Ц приведен 
на  рис. 2. Р езу л ьтаты  д ля  больш их значений получаю тся продолж ением  
по п арам етру  Ц преды дущ его  решения.
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У Д К  519.62
В. В. БОБКОВ

Ч И С Л Е Н Н Ы Е  МЕТОДЫ С УЛ УЧШ ЕНН ЫМИ  
СВОЙСТВАМИ СОГЛАСО ВАННО СТИ  

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н О Й  И РАЗН ОС ТН ОЙ  ЗАДАЧ

П ри построении методов численного реш ения зад ач и  Коши д л я  си
стем ы  уравнений вида

и. =  fi  (/, и !, м2, . . . ,  wm)> f =  1» 2, ... , ttl, (1)

обычно н ар я д у  с традиц ионн ы м и требован и ям и  аппроксим ации с т а р а 
ются удовлетворить  т а к ж е  р я д  дополнительны х требований, п о р о ж д а е 
мых специфическими особенностями р ассм атр и ваем о й  системы. Н а п р и 
мер, в случае  т а к  н азы в аем ы х  ж естки х  систем [1], х ар актери зую щ и хся  
больш им  разбросом  собственных значений м атри цы  Якоби, приходится
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уделять  особое вним ание  проблем е согласован и я  по устойчивости д и ф 
ференциальны х и соответствую щ их разностны х уравнений. Ч асто  вы со
кий уровень такой  согласованности  о к азы в ается  предпочтительнее вы со
кого порядка  аппроксимации, если, конечно, эти требовани я  вступаю т в 
противоречие.

Д л я  проверки свойств устойчивости системы разностны х уравнений, 
п орож даем ой  избранн ы м  численным методом, обычно прибегаю т к по 
мощи модельной системы

и ' = А и ,  (2)
где А  =  {«(} — квадратная матрица порядка т,  собственные значения X* 
которой имеют отрицательны е вещ ественные части. С ледуя  Д а л ь к в и с т у  
[2], численный метод при этом н азы в аю т  Л-устойчивым, если прим ени
тельно к (2) при лю бом  постоянном ш аге  т > 0  он приводит к  системе 
разностны х уравнений, все реш ения которой, к а к  и реш ения д и ф ф е р е н 
циальной системы (2 ),  при t-*-оо асимптотически вы ходят  на нулевое, по
л ож ени е  равновесия.

Одним из существенны х недостатков  известных (см., наприм ер, 
[1— 3]) Л-устойчивых методов явл яю тся  трудности их численной р е а л и 
зации. А кту ал ьн а  поэтому за д а ч а  построения таких  Л -устойчивых м ето
дов, которые в ряде  случаев  могут д опускать  более простую реали зац и ю , 
а т а к ж е  р а зр а б о т к а  новых способов численной реал и зац и и  неявных 
Л-устойчивых методов. П ри  построении подобных вы числительны х а л го 
ритмов, п редназначенны х д л я  более узких  классов  ж естки х  систем, ч а 
сто бывает  целесообразн ы м  т а к ж е  ослаблен и е  или усиление требовани я  
Л-устойчивости.

Н екоторы е новые р езультаты  в этих н ап р авл ен и ях  поиска будут при
ведены и в данной  работе.

П оскольку  и зб р ан н ая  м одельн ая  система (2) не о т р а ж а е т  неп осред
ственной зависимости  от t правы х  частей уравнений (1 ),  д л я  простоты
записей в д альн ей ш ем  мы будем и исходную систему д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х
уравнений считать автономной:

н ' = / ( и ) .  (3)
З ап и ш ем  применительно к (3) к а к  обобщ ение однош агового  метода 

из [4] следую щ ее семейство неявны х методов, зави сящ и х  от п ар ам етр а  
а > 0 :

y = y + x R f { y ) ,  (4)
где у  да и ( t ) ,  у  да и ( Н - т ) ,  #  =  d iag{pi,  р2, . . .  , р™},

л

fi (у) +  о (/; (у) —ft (у +  т/ (у)))
М етоды вида (4) м ож но р ассм атр и в ать  в качестве  нелинейного а н а 

лога  известных линейных методов с весами [5]

y = y + r ( ( \ — a ) f ( y ) + o f ( y ) ) .  (5)
В случае ст=0 методы (4) и (5) вы р о ж д аю тся  в явный метод Э йлера. 

П ри  а =  1/2 оба  метода имею т второй порядок  точности и х а р а к т е р и з у 
ются сходными свойствам и согласованности  ди ф ф ерен ц и альн ой  и р а з 
ностной з а д ач  (см., например, / п = 1  [4]). Н аибольш и й интерес здесь 
представляет  случай о = 1 .  И з  семейства  (5) в этом случае  вы деляется  
неявный метод Э йлера

y = y + r f ( 6 ) ,  (6)
который о б л а д а е т  свойством Л-устойчивости. Л егко  видеть, что решение 
у  системы (6) у довлетворяет  т а к ж е  и системе уравнений (4) с <т=1. П ри
этом, однако, численная  р е а л и за ц и я  метода (4) с сг=1 способом простых
итераций имеет определенны е п реи м ущ ества  перед подобной р е а л и з а ц и 
ей метода (6).

Будем  считать, например, матрицу Л системы (2) отрицательно  опре
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деленной, а ее собственные значения  Хь различны м и. Тогда лю бое р еш е
ние этой системы м ож но [6] представи ть  в виде

т

« ( о = 2 с^ ‘ ехр ( У ) ,  (7 )
k=i

где  k = \ ,  2, . . .  , т ,— ортонорм ированн ы е собственные векторы
м атр и ц ы  А,  а ск, k =  1, 2, . . .  , т ,— произвольны е постоянные.

Вектор
y h (t) = l k е х р ( Ы )  (8)

является ,  очевидно, решением системы (2 ),  удовлетворяю щ им  н а ч а л ь 
ному условию и ( 0 ) = £ ,г. Т акое  решение часто  н азы ваю т  k -к  гармоникой 
системы  (2).

В силу (7) лю бое реш ение системы (2) есть лин ей н ая  ком бин ац ия  ее 
гармоник. П оэтом у важ н ой  характери сти кой  метода является  его спо
собность сохранять  основные свойства гармоник.

О казы вается ,  что явный метод, получаю щ ийся  из (4) с cr =  1 при к о 
нечном числе простых итераций с у° =  у,  устойчив на каж до й  гарм онике 
вида (8) системы (2) д л я  лю бого  т > 0  (о б л ад ает  свойством с п е к тр а л ь 
ной устойчивости). Н ап ри м ер ,  в случае  одной итерации имеем

y t  =  У *  +  т  2  а ‘ У ]

2  а\у)
/=  1

/•=! 2 v  а[уг — 2  а[ [ y j + т  2  <*)Уз
/  =  1 /  =  1 \  S=1

Если положить у  =  и учесть, что A \ k =  Хк1к, то последнее равенство 
можно привести к  виду

и .  =  р г  I Т \ р г  __________________________________________ _ _  р г  !--------У г 5 ,- “Г  т ё£ j _  I  _ •

2 ^ - 2  +
/ =  1

где, к а к  и выше, ниж ним  индексом обозначен  номер координаты  соот
ветствую щ его вектора.

О тсюда следует, что рассм атр и ваем ы й  метод д ля  любого т > 0  вы во
дит, при этом монотонно, к а ж д у ю  из гарм он и к  (8) на нулевое п о л о ж е
ние равновесия.

Р е а л и за ц и я  ж е  метода (6) способом простых итераций таки м  свой
ством  не обладает .

М ож н о  п редлож и ть  методы, которы е ещ е лучш е о б р аб аты в аю т  г а р 
моники вида (8). Один из способов получения таких  вычислительных 
п р ав и л  основан на р егу л яр и зац и и  многомодульны х методов, построен
ных по принципу последовательного  повы ш ения п оряд ка  точности [7]. 
В качестве  простейшего п ри м ера  приведем здесь  следую щ ий метод вто 
рого порядка  точности:

y * =  y  +  - Y * R * f ( y ) ,  У =  У +  t R f  ( У * ) ’ (9 )
где R * =  d ia g {р*, р*, ... , p(*J, 7? =  d iag {p 1, p lt ... , pm},

( ' - x «
Pt; =  I . p; = ---------------- Г

1 —- ~2 ~ Zi 1 — Z[ +  ~2 zf

ft (У +  т f (i/)) — fi (y)
fi (y)

Если в случае метода (4) с а  =  1 при нахождении гармоники (8) множи
тель exp ( V 0  аппроксимировался отношением j _  ^ с погрешностью 
порядка т2, то в методе (9) такое приближение осуществляется посред-
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ством вы р аж ен и я-------------- -—j   с ошибкой порядка т3.
1 — т2

А налогично строятся  и методы более высоких порядков  точности с 
подобной ж е  устойчивой аппроксим аци ей  экспоненты.

В р азвитие  последнего требовани я  м ож но построить прим еры  явны х 
методов, которые вообщ е точны на гар м о н и ках  (8). П ростейш ий из т а 
ких методов имеет вид

y = y + j R f ( y ) ,  ( 1 0 )

где =  d ia g { рх, р,, рт ), рг =  ехрг‘— — , при этом г г может быть
z i

вычислено, например, как и в случае метода (9).
Если в (9) для  нахождения р* и р г использовать выражения

exp ( - o '  гЛ  — 1
е ;  =  2 — Ц Д ------- , р , -  ° р * ; 7 '  (11)

то получим новый пример метода, точного на гарм онике  вида  (8) и о б 
л адаю щ его  вторым порядком, точности на произвольном реш ении исход
ной системы.

Н етрудно построить подобные методы и более высоких порядков  
точности.

Сходную регуляри зац и ю  мож но провести и в случае неявны х м ето
дов разн ы х  порядков  точности. П ростейш ий пример подобного метода 
имеет вид

y  =  y + x R f ( y ) ,  (12)
где

R  =  diag {pi, р3 ... , pm}, р 8. =  ■ e*pz ' 1 = -  SXP.( г,)z ,  е л р  z L z l

при этом в дополнение к у казан н о м у  ран ее  способу вы числения z, здесь 
мож но предлож ить , например, и следую щ ие нелинейные в ы р аж ен и я  д л я  
Zi через искомые величины y j  ( / = 1 , 2 ............ т ) :

_  h  (у +  т/  (у )) —  f t  (у ) г . _  т . h  (у) — ft  (у)1 Л  ’  1 Л

fi (у) У1 — Ух
К а к  и методы (10) и (9 ) ,  (11), метод (12) при лю бом  т > 0  точно 

р еш ает  модельное уравнение  (2) в случае т =  1. К ром е того, он устой
чив на произвольном решении модельной системы (2) при m >  1.

Д ействительно, т а к  к а к  в случае  этого метода p i > 0  к а к  д л я  Z j < 0 ,  
т а к  и д л я  2г > 0, м атри ц а  R,  к а к  и м атр и ц а  — А,  полож ительн о  о п ред еле
на. Поэтому собственные значения  м атри ц ы  — R A  полож ительны , и, сл е 
довательно, спектр м атрицы  S = ( E — %R A ) ~ l при лю бом т > 0  п р и н а д л е 
ж и т  откры том у отрезку  (0, 1). Т а к  к а к  справедли во  (см. (12))  соотно
шение y  =  S y ,  то тем сам ы м  при лю бом  т > 0  будет обеспечен вы ход 
приближ енного  реш ения, полученного по методу (12), на  нулевое  п оло
ж ен ие  равновесия  системы (2).

М етод (12), к а к  и лю бой другой  неявны й метод, д о л ж е н  быть допол* 
нен способом его численной реали зац и и , который, по возм ож ности , не 
н ар у ш ал  бы достигнутых свойств устойчивости. В качестве  подобного 
способа мож но предлож ить , наприм ер, квазинью тоновский метод  р е ш е 
ния систем нелинейных уравнений, основанны й на псевдообращ ении  
м атриц (см. [8]). Этот способ х а р ак тер ен  тем, что не требует  (к а к  метод 
Н ью тона, нап рим ер)  на к а ж д о м  ш аге  итераций ф орм ирования  и непо
средственного о б ращ ен и я  якоби ан а ,  при этом произвольной линейной 
системе т  алгебраических  уравнений он д о став л яет  точное реш ение не 
более чем за  т - (-1 итераций, сохраняя , таки м  образом , при числе и те 
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р ац и й  J V = m + l  свойство Л-устойчивости избранного  неявного метода, 
приводящ его  в случае  (2) к  линейной системе уравнени й  относительно 
неизвестного вектора  у.  П ри  N < a m - \ - \  т акой  способ (подобно р ассм о т 
ренному способу численной р еал и зац и и  неявного метода (4) с а = 1 )  
сохран яет  свойство спектральной  устойчивости исходного неявного 
м етода.

В заклю чени е  отметим, что п р ед л агаем ы е  здесь  методы могут быть 
использованы  т а к ж е  при построении разностны х схем с расш иренной 
областью  устойчивости в случае  граничны х за д ач  д л я  д и ф ф ер ен ц и ал ь 
ных уравнений с частны ми производными.
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К аф едра вы числит ельной математики

У Д К  512
А. А. БО Н Д АРЕН КО

АЛ Г Е Б Р А  И А Л Г Е Б Р А И Ч Е С К А Я  ГЕОМЕТРИЯ
В РАБОТАХ МАТЕМАТИКОВ БГУ ИМЕНИ В. И. Л Е Н И Н А

А л гебр а  и ал геб р аи ч еск ая  геом етрия относятся  к наиболее  интенсив
но р азв и в аю щ и м ся  р а зд ел а м  м атем атики . Д л я  современной м атем атики  
х а р ак тер ен  процесс непрерывного обновления б л а го д а р я  постоянному 
притоку  новых глубоких  идей обобщ аю щ его  х ар а к те р а .  В этом процессе 
одна из главны х ролей п р и н а д л е ж и т  алгебре. З а  последние 15— 20 лет  
сф о р м и р о в алась  и за в о е в а л а  при знани е  б елорусск ая  ал геб р аи ч еская  
ш кола ,  и м ею щ ая  к н астоящ ем у  времени р я д  значительны х  достиж ений, 
которы е получили больш ой резонан с  к а к  в наш ей стране, т а к  и за  р у 
беж ом.

А кад . А Н  С С С Р  Н. Н. Боголю бов в статье  «О дости ж ен и ях  советской 
м атем атики»  о х а р а к те р и зо в а л  в обобщ енной ф орм е основные р е зу л ь т а 
ты м атем атических  исследований, проведенны х в Белоруссии: « З а  по
следние годы удалось  не только  преодолеть отставани е  в алгебраической  
/(-теории, имею щ ей многочисленные применения в топологии и а л геб 
раической  геометрии, но и получить н аи более  существенные в мире р е 
зу л ьтаты  в этой области.

В аж н ы й  прогресс достигнут в теории линейны х групп, где р а з р а б о 
тан  общ ий метод исследования , основанный на  применении алгебро-гео- 
метрических и теоретико-числовы х идей, позволивш ий решить р я д  и зв е 
стных за д ач  (И М  А Н  Б С С Р )* .  Д а л ь н е й ш е е  разви ти е  этого метода к ак  
в наш ей  стране, т а к  и за  руб еж о м  сделало  его основным методом теории 
линейны х групп.

В теории классических групп сущ ествовала  гипотеза  о тривиальности  
спинорной норм ы  унитарной  группы н ад  неком м утативны м  телом. 
В 1974 г. с помощ ью  метода л о к ал ьн о  ко м п актны х  л о к ал и зац и й  было 
п о казано , что спинорная  норм а  не м ож ет  быть тривиальной  (И М  АН 
Б С С Р ) »  [1].

Н. Н. Боголю бов отмечает, что в о бласти  алгебраической  геометрии

* Институт математики АН БССР. 
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