
Здесь e < =  - J - p< +  2 ( l - - J - ) / ( f - l ) r ( 0 ;  P ^ T z n - a - f l / O 2.

Теорема 4. Пусть выполнены условия
t

y t =  a/t  а >  1, l i m - i - 2  р* =  0. (32)
^ ° °  k= \

Д ля  того чтобы оценка (18) была состоятельной, достаточно, чтобы
t

l i m - l  ^  (Л — а ) / ( £ — i ) r ( k )  =  0. (33)
*=2

При доказательстве (33) существенно используется тот факт, что при
t

a ^ l ,  k < t  П Р,<4"-
i= k + i

З ам етим , что при а =  1 (12) п р евр ащ ается  в выборочное среднее, 
а (33) в известное условие состоятельности выборочного среднего при 
коррелирован ны х наблю дениях:

t А—1

i i m 4 -  2  2  р k) =  °-
<-*■“ й—2 / =  1
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Каф едра теории вероятностей
\ и математической статистики

УДК 517.544.8.545
Э. И. ЗВ Е РО В И Ч

З А Д А Ч А  K A PJ1ЕМАНА НА РИ М А Н О ВО Й  ПОВЕРХНОСТИ  
С КРАЕМ И О Т О Б Р А Ж Е Н И Е  КРУГОВЫХ МНОГОУГОЛ ЬН И КОВ

1. П усть М  — конечная  ориен ти руем ая  рим анова  поверхность рода  
h ^ O  с гладки м  краем  дМ,  который предполож и м  связным и ориентиро
ванным. П усть а ( / )  — изм еняю щ ий ориентацию  гомеоморфизм  края  д М  
на себя, удовлетворяю щ ий тож деству  а [ а ( ^ ) ] = /  и такой, что д и ф ф е р е н 
циал d a ( t )  Я -неп реры вен  и нигде не о б р ащ ается  в нуль.

З а д а ч а  К а р л е м ан а  в ее простейш ей постановке (за д ач а  о скачке) 
требует нахождения всех функций Ф (z), аналитических на М \ д М .  
Я-непрерывно продолжимых на дМ ,  где должно выполняться краевое 
условие:

Ф [ а ( 0 Ь Ф ( 0 = £ ( 0 .  t ^ d M .  ( 1)
Здесь  g ( t )  — за д а н н а я  Н -непреры вн ая  функция, уд о влетво р яю щ ая  т о ж 
деству g [a  ( / ) ] + £ ( / )  = 0  на дМ.

С точки зрения разреш и м ости  за д а ч а  (1) полностью исследован а  [1]; 
ее разреш и м ость  равносильн а  выполнению  равенств

[ g ( t ) d V [ a ( t ) ] = 0 ,  (2)
дМ

где gTF — любой аналитический на М \ д М  дифференциал, Я-непрерыв
но продолжимый на дМ,  где должно выполняться равенство

d 4 f. ( 0 = ^ [ a ( 0 ] -  (3)
Если условия  (2) выполнены, то за д а ч а  (1) р азр еш и м а , а ее общ ее р еш е
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ние равно  лю бом у ее частному решению плюс прои звольная  комплексная 
постоянная.

З а д а ч а  (3) имеет h  линейно незави си м ы х решений, и, таким  образом , 
условия  (2) м ож но зап и сать  в виде системы h независимы х уравнений. 
Е сли  /i =  0, то за д а ч а  (1) разреш има; безусловно.

П р о б лем а  вычисления реш ений зад ач и  (1) св я за н а  с проблемой вы 
числения основных ф ункц ионалов  зам кн утой  римановой поверхности S, 
полученной из М  с помощ ью  локально-конф орм ного  склеиван ия  точек  t 
и а ( / )  края .

Если M c z R ,  где R  — за м к н у та я  ри м ан ова  поверхность, основные 
ф ункц ионалы  которой известны, то з а д ач у  (1) м ож но свести к инте
грал ьн о м у  уравнению  Ф редгольм а и тем сам ы м  получить некоторый спо
соб построения ее решений. Этот подход п озволяет  д ать  эф ф ектное  р еш е
ние некоторых з а д ач  ото бр аж ен и я  круговых многоугольников, не тр е 
бую щ ее вычисления аксцессорны х п арам етров  [2] и  поэтому п р ед став 
л я ю щ е е  не только  практический, но и теоретический интерес, 

л
2. П усть R  =  С  — расширенная комплексная плоскость; Л 4 \д Л 4  — 

односвязная область, содерж ащая точку оо. Функцию Ф (г ) ,  аналитиче
скую  на Л 4 \ ( Ш  и Я — непрерывно продолжимую на дМ ,  можно искать 
в виде интеграла типа Коши

с неизвестной плотностью ф ( / ) ,  удовлетворяю щ ей  тож деству  ф (/)  +  
+ ф [ а ( / ) ] = 0 .  В самом деле, при t ^ d M  имеем

С к л а д ы в а я  эти равен ства  и учиты вая , что ф (/)  + ф [ а ( / ) ] = 0 ,  имеем

С читая  правую  часть  известной, получаем  относительно функции Ф + (г)  
з а д ач у  К ар л ем ан а ,  которая , к а к  известно [3], р а зр еш и м а  'безусловно. 
Т огда ф (/)  м ож но вычислить по ф орм уле  (4).

С помощью представлени я  (4) сведем з а д ач у  (1) к интегральному 
уравнению . И меем:

П о д став л я я  найденны е предельны е значения  в краевое  условие (1), по
л учаем  ин тегральное уравнение  Ф редгольм а

которое вместе с условием  ф (/)  + ф [ а ( / ) ] ^ 0  равносильно зад ач е  (1),
У равнение (6) имеет единственное решение при лю бой правой части. 

Оно м ож ет  быть использовано д ля  приближ енного  решения зад ач и  (1).
3. П рим ени м  теперь з а д ач у  К а р л е м а н а  (1) и равносильное ему инте

гральное  уравнение (6) д ля  реш ения модельной задачи . Пусть требуется 
построить функцию  F ( z ) ,  реализую щ ую  конформное отображ ен и е  
о бласти  { | z | > l ,  l m z > 0 }  (рис. 1) на верхню ю полуплоскость. О т о б р а 
ж а ю щ а я  функция С е с т ь  известная  функция Ж уковского  F (z) = X ( z + z _1) , 
но мы здесь ее  вычислим с целью  иллю страци и  метода.

(4)

Ф + ( / ) — Ф “ ( 0  = ф ( / ) ,  Ф +[ а ( / ) ] — Ф _[ а ( / ) ] = ф [ а ( / ) ] . (5)

или
Ф + ( / ) — ф - ( / ) + Ф + [ а ( / ) ] - ф - [ а ( / ) ]  =  0 

Ф + [ а ( / ) ] + Ф + ( / ) = Ф ~ [ а ( / ) ] + ф - ( / ) .

дМ

а '  (т) 1 J  d x ' = , g ( t %  т . д М ,  (6)
а  (т) —  а  (t) т —•'
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Рис. 1 Рис. 2

В качестве  М  возьмем  множ ество  ( М  > 1 } .  Г рани ца  д М  — о к р у ж 
ность | / 1 =  1, ориен ти рован ная  против часовой стрелки.

Введем функцию сдвига a { t ) — t. О т о б р а ж а ю щ а я  ф ункция у д о в лет 
воряет  следую щ ем у краевом у  условию:

F ( t ) = F ( t ) ,  | f |  =  l. (7)
Это следует  из принципа симметрии. Е сли  считать, что E ( o o ) = o o ,  
F ( t )  = 0 ,  F ( z )  ~ z  при z-voo, то о т о б р а ж аю щ а я  функция этими условиям и
определена однозначно. Полагая F (г) =  Ф (г) +  — , из (7) получим за

дачу Карлемана для функции Ф:
Ф (7) — Ф ( 0  =  *— Т, \ t \  =  1. (8)

Преобразуем ядро интегрального уравнения (6), полагая а  (/) =  t — —у—;

а ' ( 0  =  - 4 - :
а ' (т) 1  ._________ 1  1_______ 1_

а ( т )  — а ( 0  т — t I 1 1
Т" I  т . t

Таким образом, интегральное уравнение (6) в нашем случае при
водится к  виду:

| т |= 1

Обозначая ^  (j) ^  ^  dx  =  р, имеем:

Ф ( 0  =  р  +  *  Хт , Е =  <f> Л Г ~ (и =  2Ш <j> 0* +  * ---------------- =  ^
1*1=1 1*1=1

Из условия ср(*) +  ф ( * ) = 0  находим р =  0. Таким образом,

( ^ 4 - ) т ^ + с = г+ 4  + с -
1 * 1 = 1

И з условия  F ( i )  =  0 находим С =  0. Т аким  образом , F ( z )  = z - \ - z ~ l — 
функция Ж у к о вско го  (с точностью до м н о ж и тел я ) .

4. П усть  0 < р < я  и требуется  построить функцию F ( z ) ,  р еал и зу ю 
щую конформное отображ ен и е  кругового четы рехугольника { 0 < R e  z < jx ,  
I m z X ) ,  | z | > p }  (рис. 2) на верхню ю  полуплоскость, причем Е (с о )  = о о ,  
E ( i p ) = 0 .  П ри  такой  норм ировке о т о б р а ж аю щ а я  функция сущ ествует 
и определяется  с точностью до полож ительного  м нож ителя . П р о д о л ж а я  
ее по принципу симметрии через прям олинейны е участки границы  данной 
области, получим 2я-периодическую функцию  F ( z ) ,  ф ундам ен тальной  
областью  которой яв л яется  полоса | R e z |  < я ,  из которой вы брош ен круг 
| z |  < р ,  причем на окруж ности  д о лж н о  вы полняться  условие: F ( t )  — F ( t ) .

П о л а гая  а (* )= * ,  будем и скать  решение зад ач и  в виде F { z )  =  
=  Ф ( г ) — cos z, и тогда д л я  нахож дени я  2п-периодической функции Ф ( г )  
получим краевую  з а д ач у  К а р л е м а н а

Ф [а(*)]— Ф ( 0  = c ° s а ( * ) — cos t, |* |  =  p. (9)
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Реш ен и е  этой зад ач и  ищ ем в виде:

ф  (2) =  ~2лГ~
Ф (т) Ctg- ■ dx  -(- С (р), ( 10)

|т|=р
где Ф (т) +  ф [а (т)] = 0 .  Задача (9) равносильна интегральному уравнению

ФЮ+2ЙГ $  Л ^ [ а ' (т) ctS
а(т) — а  (0 Ctg т — t

М =р

d x = c o s a ( ( ) — cos 0  (11)

с дополнительным условием ф (() +  ф [а (01 = 0 .
— О оПодставляя в уравнение (11) a  (t) =  t — -у-, a '  (t) =  — получим

Ф ( 0  + 2ni j)  ф (т ) ^ C t g ^ t x - O — J - G i g ^ dx  =

=  cos  : cos t,  (12)

и так как ф ( 0  +  Ф ( 0  =  0, то с£ - dt  =  0.
|х|=р

Д л я  решения уравнения (12) разложим его ядро в ряд. Исходим из 
разложения:

I S,Z 1 ч е д
-g- ctg  ~y  =  —  —  2  ‘ —  z 2k~ l , | z |  <  2я ,

ft=l
(2ft)!

(13)

где B 2k — числа Бернулли. Используя это разложение, имеем:
п2 1 , Т — 1

т t V  \Bok \ l p H x ~ t )
рЦт- t )  ^  (20!

2ft-1 V  \ в ■■2ft I
т - 1  ' - ( 2 0 !

(т — t ) 2k~ l =

т2 -  (20! т

_2(2ft-I)
 Р     (х _  Л 2 * -1 4-I „2ft — 1 {2k — 1 V1 Ч ■

, V  \_ b h l (x-02f t - i  - __ 1 . У  1*2*10
1 — i (20! 1 > ~  т 1 —  (20!

k =  1 4k=\

Учитывая, что

n4ft

t 2ft +  l t2k~  1
2ft —  1

Ф (X) dx  =  0, перепишем уравнение (12) в следую

щем равносильном виде:

-г  2л i —  (20!
ft= l v '  | т |=p

=  COS

_2/г +  1 /2/е—1 (т — t )2k~ 1 ф (т) dx  =

^  co s (, |* |  =  р. (14)

В силу того, что о т о б р а ж а ю щ а я  функция F (z)  д о л ж н а  быть четной, 
легко  сделать  заклю чени е  о четности неизвестной функции ф(*). Р а з л а 
гая  ее в р яд  Л о р а н а  и зам еч ая ,  что ф (/)  = — cp(i) = ф ( — t ) ,  получаем

(15)

Коэф ф ициенты  этого р а зл о ж е н и я  д о лж н ы  стрем иться  к  нулю при /-«-оо. 
Д а л е е

cos Y _  — cos * =  2
(— 1 )т 1 p2m I t2m

m= 1 (2m)!

Таким образом, уравнение (14) переписывается в виде:

ф ( 0  + f t i v  ф/ ф  Л
)! —  2 л Т  Т  [ 1

V J В,
—< (2ft)! ,ft=l ' /= 1 I 5 | =  Р

Р4/г

Г2  ̂+ 1  ̂2 /е— 1 ( X - * ) 2k— 1

р2ш ^
/2т / -

/ т2' р2/

\ Р2У Т2'

(16)

d t =
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v  (- 1 Г - У ' ” (  t*'n p»" )
^  (2m)! \  p2m <*■/</■*m=l

Интегралы

- Ф -  ф(i - - ^ , v , ) < * - o » -  ( - g — g - )  ат  (W )
h N

вычислим с помощ ью  вычетов, учиты вая , что п оды нтегральн ая  функция 
от т  имеет внутри круга  | т | < р  полюс только  при т =  0. П р еобразуем  
п оды нтегральную  функцию ин теграла  (18) к виду:
т2''(т — t f k~ x р4*—г/ (т — t f k~ l р2/ (т — /)2*- 1 р4*+2/(т — t)2k~ l

р2j  т2(А-/)+1 2̂/г—1 Т2/ Я T2(ft+/)+l t 2 h - 1 '

П ервое и последнее сл агаем о е  имею т при т  =  0 нулевые вычеты, поэтому 
ин теграл  (18) приводится к виду:

Р4*~2/ ' £  (т — о 2*—1 , P*J X ( т - p 2* - 1 . . . .
/ 2 4 - 1  2 л  t 9  2*—2/4-1 d T  2 j l i  9  Т2 У “ Т - И 9 )
1 I т |=р  I т |= Р

П ервы й из этих ин тегралов  отличен от нуля только  при l s ^ 2 & — 2 / + 1 ^ 5  
^ 2 k — 1, а второй — только при 2 ^ . 2 j ^ 2 k .  О ба неравенства  даю т  
1 ^ / ^ й .  П ри  этом ограничении вы р аж ен и е  (19) равно

-  - $ = г -  С2*=?у ( -  О 2' - 1 -  Pv  C i t !  ( -  0 2/i_2/ =

r 2 k -2 j  (  р4*- 2 '  _ р2У/26-2/\ =  ______
- с 2* - ,  ^ <4* - 2/ р ;  р L2* - ‘ ^ . р2(*-/) *2<*-'>

Подставляя найденное выражение в (17), получаем:

V  ф ( t*m _  _р!М  _  V  I b t l  о** У  f?{
^  p2m Г2т / - j  (2А)! f 2*“m=1 7 fe=2 v 7 /=1

( Р' Р2/ \1Q
. pi  ) +

v  ( - i n 1- 1 p2"' ( /2'» p2m ) 9n
^  (2mt! I n2m Pm ' I -1

р т Р2"1 \
, Р2"г Рт )

m= 1

Приравнивая коэффициенты при одинаковых функциях 
получим бесконечную систему линейных алгебраических уравнений:

fn   s^2m 1 ^2k I r̂ 2km i / 1 \m—1 /0 1\
^  ^2k—\ (2k)\ ^ —m •” \ H (2m)!’/e=m+l v /•

(0 <  p <  я ; m =  1, 2, 3, ...).
Перепишем эту систему в развернутом виде:

■с§ Р°Ф2 +  -1 | 1 1 С?р8Фз +Фг =  (
' \ в , \
, 4! - c l  р4 фх + 1 Во 1 

6!

Фг =  (
' \ в ,  |
( 6! 6ФР Ф1 4

|В 8 |
8!

Фз =  ( 1 в* 1
8! - С ? р >  +  i Вщ 1 

10!

С7Р8ф2 +   ̂10°  ̂ Сд р10фз +  ••• j  --- - | р

С9Р10Ф2 +  1§ Т 1 С?1р 12Ф з + . . . ) - ^ ,
(22 )

М ы  п окаж ем , что эта  система вполне регулярн а  [4] и, следовательно, 
имеет единственное реш ение (фто), стрем ящ ееся  к нулю, которое мож но 
вычислить к а к  методом итераций, т а к  и методом редукции.

П о л н ая  регулярность  системы означает, что сущ ествует 9 ( р ) е ] 0 ,  1[
такое , что сумма модулей коэфф ициентов  к аж д о й  строки м атрицы  си
стемы (22) не превосходит 1 —0 (р ) , т. е.

2  Л^ТГ- Р2Л С  1 — 0 (р), ( ° < р <  я ; т =  1, 2, . . .) .  (23)k=m+1 4 ^
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Д л я  д о казател ьств а  этого неравенства  используем разл о ж ен и е  (13) 
и вводим функцию

т  =  ~  -  - г  т -  -  f , W  • (24>

где степенной р яд  имеет ради ус  сходимости 2я. Т а к  к а к  все к о э ф ф и 
циенты р азл о ж ен и я  (24) полож ительны , то при 0 < р < 2 я  все прои звод 
ные функции /  т а к ж е  полож ительны . И сходя  из (24), вычислим и о ц е 
ним левую  часть неравенства  (23):

о <  У  ' в-к \-с1'ь 1 р"к =  —1"(2"') р̂-—  р2т+ ‘ =и ^  jLi (Щ\ (2т)! (
k = m + 1 '  '  '

=  1 — f - W c' e , " , T r < | - e <P>, <25)
где обозначено

0 (р) =  Т.[ ( т -  т г ) -  ( * )

О сталось  только  п о казать , что О < 0 ( р ) < 1  при 0 < р - < я .  С этой целью  
рассмотрим, степенной р яд

f ( z ) = 4  Т  c t g - f  =  2  (27)
и= О

сходящ ийся при | z — р | < 2 я — р. Т ак  к ак  0 < р < я ,  то ряд  будет схо
диться, в частности, при г = 2 р  и, значит, его общий член д о лж ен  стре
миться к нулю. П оэтому, в частности, имеет место равенство:

Ц 2 т ) / %
lim . р) p2'» + i = o, (28)(2т)! ^ ’

Отсюда и из (25) заключаем, что

i 1i - f - W - ctg(2m )- i - = 1- (29)

Ф ункция y ( p )  =  c t g - | -  положительна и убывает при 0 <  р <  я .  Д иф фе
ренцируя ее многократно, имеем:

2 sin2 ~2 ~

у" — —  уу' =  у1г ~  >  0;

П р о д о л ж а я  этот процесс, закл ю чаем , что все производные четных 
п орядков  строго полож ительны , а все производны е нечетных порядков  
строго отрицательны  при 0 < р < С я .  Этот вывод и равенство (29) п о к а 
зы ваю т, что функция 0 ( р ) , определен ная  равенством  (26), удовлетворяет
неравенству 0 (р) >  0. Д алее , у" (р) =  ~  ctg  ̂ 1 +  ctg2- | - j  строго убы

вает при 0 <  р <  я ,  и у" (л )  =  0. Д алее ,
, _Р_

1 • Р Р2 + » Р 1 • Р3 с ® 2 ,
! lm  2 2 Ct§  2 =  11171 4--------------- 7 Г ~  =  1’Р-Ч-0 р-*+0 2 sin2 -g -

поэтому

0 ( р ) =  inf |-g- - - ( f ^ T - c t g (2m) -С -Ctg" <  1 при 0 <  p <  я .

Т аки м  образом , неравенства  О < С 0 ( р ) < 1  установлены  и тем самы м п ол
ная  регулярность  системы (22) д о к азан а .

П о д став л яя  найденное в ы р аж ен и е  д ля  ф (т )  в равенство  (10), находим 
искомую о то бр аж аю щ у ю  функцию ( | г |  < р, | Re г  | < я ) :
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F ( z )  =  C (P )  — c o s z +  (p c tg  dx  =
Iт l=p

=  C ( p ) - c o s 2 +  - ^ i r  $  - i -  V  — 7 ^ )  ctg
l<l=p /=  i

#~ г - л2

=  C ( p ) - C 0 S 2 - ^ > ;  р2уф . _ 1 _  <£ J _ c tg _ L _ ± ^  =
  - / 2;

/ = i  m = p  r

l \  e ! i ^ ______ +cf<2/—i , (— ~— C  (p) c o s z  r r  >  - 27- ;  <oj —  ctg(2/->) —  -2
2 f ± { 22y—1 (2/ — 1)!

=  С (p) -  cos г -  2  (2. ^ 1)! j 2' ctg(2/

Постоянная С (p) находится из условия нормировки

—1

С (р) =  COS (ф )  +  У  ,9, - ^ П |  (-§-) ' ctg<2/ - ‘)/=1 ( 2 / - 1 ) !  \  2 /  ^  1 2  
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Каф едра теории ф ункций

У Д К  517.966
Р. Г АБАСОВ

В О П Р О С Ы  К О Н С Т Р У К Т И В Н О Й  Т Е О Р И И  
О П Т И М А Л Ь Н О Г О  У П Р А В Л Е Н И Я

1. Д в а д ц а т ь  пять  лет  тому н а з а д  с принципа м аксим ум а  Л . С. Понт- 
рягина  [1] — ф ундам ен тального  р езу л ьтата  прикладной м атем атики  
н ач алась  м атем ати ч еск ая  теория оптим альны х процессов. З а д а ч и  опти
мального  управлен и я  возникли в современной технике, экономике, воен
ном деле  и других сф ерах  человеческой деятельности , где успех, сущ ест
венное р азвитие  связан ы  с исклю чительны ми затр атам и , с и сп ользова
нием предельны х возмож ностей. П р акти ч еск ая  значимость результатов  
б ы ла  и остается  главной причиной больш ого интереса к новому р а зд ел у  
м атем ати к и  и бурного разви ти я  теории оптимального  управлен и я  в тече
ние последней четверти века. П ринцип м акси м у м а  н ар яд у  с д и н ам и ч е 
ским п рограм м ировани ем  Р. В ел л м ан а  [2] резко  увеличил интенсивность 
исследований по экстремальным) зад ач ам .

Успехи теории оптим ального  управлен и я  обыкновенными ди н ам и ч е
скими системами стим улировали  исследования  по оптим изации систем 
с последействием [3], стохастических систем [4] и систем с р асп р ед ел ен 
ными п ар ам етр ам и  [5]. В последнее десятилетне  много вни м ан ия  у д е л я 
лось  теории д и ф ф ер ен ц и ал ьн ы х  игр [6, 7], которая  яви лась  развитием  
теории оптимального- управлен и я  одним участником  на случай, когда 
в процессе управлен и я  принимаю т участие игроки с несовпадаю щ им и 
интересами.

Д остигнуты й к н астоящ ем у времени уровень теоретических р а з р а б о 
ток  позволяет  д л я  лю бой п ри кладн ой  зад ач и  сф орм ули ровать  полный 
набор необходимы х условий оптим альности  [8].

Н еобходим ы е условия  оптим альности  позволяю т в ряде  случаев  полу
чить таки е  качественны е х арактери сти ки  решения, которые в совокуп
ности с известными свойствами конкретны х систем достаточны  д л я  по
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