
Г. А. М Е Д В Е Д Е В

А Д А П Т И В Н О Е  О Ц Е Н И В А Н И Е  ПРИ ЗА В И С И М Ы Х  ВЫБОРКА Х

Б удем  рассм атр и вать  за д ач у  оценивания неизвестных п ар ам етр о в  
в регрессионной задач е ,  когда эти п ар ам етр ы  линейно св язан ы  с н аб л ю ­
дениям и (выборочными зн ач ен и ям и ) .

П

&  =  2  с*я>*( 0  +  Ь  =  Ф* ( 0 с +  Ь- ( 0k= 1
З десь  и ни ж е пользуем ся  следую щ им и обозначениями:

с — вектор-столбец  неизвестных п арам етров , значения которых нуж но 
оценить в процессе идентиф икации; п  —  разм ерность  вектора с; с* — 
=  (ci, с2 . . . сп ),  * — зн а к  транспони рования; г// —  наблю дение  выходной 
переменной в момент времени t, t —  дискретное  время (f =  1, 2, . . . ) ;  
Ф *(0  =  (ф1 (^)фг(О ••• Ф п (0 )  — известный вектор; Z t — аддитивны й ш ум 
с нулевым м атем атическим  ож и дан и ем  M{Zt)  = 0  и корреляционной ф у н к­
цией УИ{£^<} = р (& , / ) .  Д исперсию  Zt обозначим  р(. П усть т а к ж е  у* (N)  =  
=  {У1У2 - - - У к ) — iV-вектор наблю дений; Ф* (N)  =  (ф (1)ф(2) . . . tp(iV)) — 
известная  м атр и ц а  р а зм е р а  (n X N ) ;  (N)  =  (gig2 . . .  Z n ) — А -вектор
шумов.

Тогда наблю дения  в течение и н тервала  времени запи ш утся
в матричной форме

y ( N ) = 0 ( N ) c + l ( N ) .  (2)
П ри  этом M {Z {N )Z *  ( N ) } =  R  (N)  будет обозначать  м атри цу  к о р р е л я ­

ции шумов. R ( N )  =  \\p(k, £)||,  l ^ k ,  t ^ . N .  О бозначим  т а к ж е  г* (N)  — 
— (р (1, N ) p ( 2 ,  N )  . . . р (Л/ — 1, N ) ) — ( N —  1) — вектор корреляций.

Адаптивная идентификация методом наименьших квадратов ( М Н К ) .
Н аи более  полное исследован ие  адаптивной  процедуры оценивания  м ето­
дом наименьш их квад р ато в  при использовании незави си м ы х н аб л ю д е­
ний провели А лберт  и С итлер  в работе  [1]. М ы р аспространим  их р е зу л ь ­
таты  на случай зави си м ы х  наблю дений. В этой работе  описана а д а п ти в ­
ная  процедура вы числения оценок вектора  с из (2) в предполож ении, 
что м атри ц а  корреляци и  R ( N )  д и аго н ал ьн ая .  Ч тобы исп ользовать  эти 
р езультаты  в наш ем случае, п реобразуем  (2) таким  образом , чтобы бы ли 
выполнены условия  работы  [1]. Введем  в рассм отрение м атри ц у  D ( t ) ,  

оп ределяем ую  рекуррентно соотношениями
( D ( t )  0 \

=  (3)

где 6г+1 =  (рл - ,— r * ( t +  l ) # - 1 ( / ) r ( * + 1 ) ) - 1 ' 2: ^ + 1 ) = - б /+1г:!:( ^ + 1 ) / ? - 1(0 -

Обозначим y ( t )  =  D ( t ) y ( t ) ,  Ф  ( 0  =  D { t ) 0 { t ) ,  Z(t) =  D(t)  l { t ) ,  1

Непосредственные вычисления показывают, что R  (t) =  М  ( |Ц )  £*(0} =  
=  D (t) R  (t ) D* (t) =  / ,  где I  —  единичная матрица соответствующего раз­
мера. Таким образом, умножая (2) слева на D ( N ) ,  получим соотношение

y ( N )  =  0 ( N ) c  +  l ( N ) ,  (4)

в котором компоненты вектора £ (N ) попарно некоррелированы. Заметим, 
что введенное матричное преобразование обладает необходимым для по­

строения адаптивной процедуры свойством: у*  (t  +  1) =  ( у*  (/) y t +i ) ,

Ф * ( / +  1) =  ( Ф * ( 0 ф ( * + 1 ) ) ,  Ё * ( * + 1 )  =  (£*(*). I ) .  Здесь y t+l =

=  d ( t +  l ) y { t )  +  dt+i y H . i = 6 i+ i ( y t +i —  r * ( t +  1) R - 1 ( t )  у  (*)); ф (*+ 1 )  =  
=  0 ) * ( t ) d * ( t +  1) +  б/+1 ф (/+  1) =  6,+1(ф(* +  l ) — < b * ( t ) R - 1 { t ) r ( t + l ) y ,

U t + l )  =  d ( t + \ ) l ( t )  +  6Ж  Zt+\ =  6<+1 {Zt+i - r * ( t +  1) R - 1 ( 0  Z (О)-

У Д К  6 2 -5 0
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И спользуя  д л я  построения адаптивной оценки п арам етров  с из (4) 
результаты  [1], м ож но убедиться , что справедли ва

Теорема 1. Если компоненты вектора  ш ум а в (2) коррелированы , то 
адап ти вн ая  оценка МИК. имеет вид

c ( N )  = c ( N - \ ) - \ - y ( N ) [ y N— r* ( N ) R ~ i ( N — \ ) y ( N — l)  —
- $ * ( N ) c { N - 1)]. (5)

З д есь  ф (А) = ф ( А ) —Ф* ( N — 1 ) R ~ l ( N — 1 ) r ( N ) ,  а коэфф ициент влияния 
y ( N )  вычисляется  по ф орм уле

a (N)

y ( N )
ф*(Л0  a (N)  ’ 

Ъ(Щ

если a (N)  ф  0 (6)

,   , если a ( N )  =  0, (7)
■% +  Г  (N) Ь (N) У

где o 2n  =  рN —  r* (N )  R ~ x (N  — 1) г (N);  а  (N ) =  A  ( N  — 1) ф (Л/)— «-вектор;
b (N )  =  В  ( N — 1 ) ф ( А ) — «-вектор, а ( « Х я ) — матрицы А  и В  удовле­
творяют рекуррентным соотношениям.

[ A  ( N  — 1) — ° если a (N )  ф  0, (8)A  (N)  =  I ф  (N) а (А/) ’ \ ^  \ /
\ A  ( N — 1) , если a ( N )  =  0; (9)

b (N) а* (N) +  a (N) Ь* (N)В  ( N  —  1)

о  ̂+  Ф* ( N) b(N)
В  (N)  =  +  ( Г  (yv j a W ) " a(jV) а * (Л?)’ 6СЛИ а ^  ф ° ’ (Ю)

B ( N —  1 )  j  b(N)b*(N)-----  e c j r a a ( iV )  =  0 _ ( И )

Л (0) = / .  Если априорны е дан н ы е  о п а р а м е т р ах  отсутствуют, то с (0 )  = 0 ,  
5 ( 0 )  = 0 .

Зам ети м , что условие а ( Ы ) Ф 0  необходимо и достаточно д ля  того, 
чтобы вектор ф(77) не я в л ял с я  линейной комбинацией  векторов ф (1 ) ,  
ф (2 ) ,  . . .  , ф ( А — 1). О тсю да следует, что в процессе построения оценок 
вектора  с по текущ им дан ны м , каково  бы ни было N,  ф орм улы  (6 ) ,  (8) 
и (10) использую тся не более, чем « раз.

П усть фh(t),  l ^ k ^ n ,  об р азу ю т  набор линейно независим ы х ф унк­
ций. В этом случае, к а к  прави ло  (этому м ож н о д ат ь  строгое обосн ова­
н и е) ,  первые « строк м атри цы  Ф ( N ) ,  N > n ,  я в л яю тся  линейно незави си­
мыми. И  процедура  оценивания  строится по следую щ ем у правилу: п ер ­
вые «  оценок с ( t ) , 1 вы числяю тся  с использованием  (6), (8), (10),
а последую щ ие вы числения использую т только  (7) и (11), т а к  к а к  м а т ­
риц а  A( t )  у ж е  больш е не нуж на. Этот второй р еж и м  адаптивного  оцени­
вани я  при коррелирован ны х  н аблю ден и ях  ранее  найден А ведьяном [2], 
исп ользовавш им  другую  технику ан али за .

Адаптивная идентификация типа стохастической аппроксимации.  
В ы числительны е слож ности  адап ти вны х  оценок М Н К  часто сл у ж а т  пре­
пятствием  к их применению. С ущ ественно более простыми явл яю тся  
оценки, построенные по типу стохастической аппроксим ации (оценки 
Т С А ),  которые д л я  рассм атр и ваем о й  зад ач и  имею т вид

c ( N )  = с ( Л /— 1) + у  (N)  (yN- Ф* ( N ) c ( N - 1 )) .  (12)
С ходимость (12) д ля  незави си м ы х наблю дений  обеспечиваю т к о э ф ­

фициенты влияния, в ы б и раем ы е  просто [3]:
y ( N ) = c u p ( N ) / N .  (13)

О бъем  пам яти  необходимой информ ации и число арифметических 
операций на к аж д о й  итерации имею т порядок  « независим о от того, к о р ­
рели рован ы  или нет наблю дения . Конечно, за  счет простоты оценка (12), 
(13) теряет  в эф ф ективности  по сравнению  с (5) — (11). К  сож алению ,
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не представляется  возм ож н ы м  аналитически  определить  ухудш ение к а ­
чества оценки при переходе от ( 5 ) —-( И )  к (12), (13). З д есь  уместно 
заметить , что оценка ТСА м ож ет  о казаться  все-таки предпочтительней, 
чем оценка М Н К , т а к  к а к  за  одно и то ж е  время при вы числениях 
по (12), (13) м ож но сделать  в (N 2/n)  р а з  больш е итераций, чем при п р и ­
менении (5) — (11).

Д л я  одной из оценок ТСА, описанной ниж е, в [4] эксперим ентально  
установлены  области  такой  предпочтительности.

Удобно след  м атрицы  вари ац и й  оценок вы брать  в качестве  меры их 
эффективности, т а к  к а к  он совп адает  с суммой дисперсий компонент 
вектора оценок. О ценка (12) м ож ет  быть улучш ена, если коэфф ициент 
влияния вы б р ать  оптим альны м  образом : так , чтобы след  м атри цы  в а р и а ­
ций был м иним альны м . П усть

H ( N ) = M { ( c ( N ) — c) ( c ( N ) - c ) * } ,  hN = t r  Н  ( N ) . (14)
Теорема 2 [5]. Е сли компоненты вектора  ш ум а в (2) коррелирован ы , 

то коэфф ициент влияни я  у (N)  адаптивной  оценки ТСА в (12), м ин им и­
зирую щ ий hN, вы числяется  по ф орм уле

« ( * )  = ____________Я ( Л / — l)cp(/V) — МАО___________  (1 5 )
'  pN  —  l)tp(JV) — 2 q > * ( N ) \ ( N )  ’ К ’

где ' k (N )  =  L ( N — l ) r ( N ) ,  а (n X N ) — матрица L  определяется рекур- 
рентно

L ( l )  =  y ( l ) ,  L ( N )  =  ( ( I - y ( N ) < p * ( N ) ) L ( N - l )  : y ( N ) ) .  (16)

Я (1) = 0 ,  если наблю дения  некоррели рованы  с априорны м и оценками.
М атр и ц а  вари ац и й  H ( N )  в этом случае  рекуррентно вы числяется  

соотношением
у / у ч  И ( у  n  п 7 ,

'  ' у ’ pN  +  y * ( N ) H ( N  —  1 )ф(Я)  — 2 < p * ( N ) l ( N )  ’ к '

А приорная  оценка с (0 ) и ее м атри ц а  вариаци й  Я ( 0) считаю тся з а ­
данными.

С лож н ость  алгоритм а (12), (15) — (17) такова :  д ля  вы полнения одной 
итерации необходимо выполнить п оряд ка  N n  ариф м етических  операций. 
Более  точные сведения о слож ности  алгоритм ов  (12), (13) и (15) — (17) 
со дер ж атся  в [4].

О состоятельности адаптивных оценок по коррелированным наблю­
дениям. Н ал и ч и е  корреляци и  м еж д у  н аблю дениям и  обычно ухудш ает  
качество оценок. П оэтом у  возм ож н ы  ситуации, когда корреляц и я  м еж ду 
н аблю дениям и  не позволяет  построить состоятельную оценку. Р а с с м о т ­
рим эту проблем у на примере скалярн ого  случая  оценивания м а т е м а т и ­
ческого о ж и дан и я .  В этом случае п =  1, cp(f) =  1 д л я  всех; t и

У! =  с-\~1и (18)
Р ассм отри м  вн ач але  оценку М Н К - О бозначим  через е вектор соответ­

ствующей разм ерности , составленны й из единиц е =  (11 . . .  1). П усть
81= 1, et =  l - e R - ' ( t - \ ) r ( t ) ,  t >  1. (19)

Тогда оценка М Н К  п а р а м е т р а  с в соответствии с (5) имеет вид
ct =  C t - i+ y t  (y t— r* ( t ) R ~ l ( t — [ ) y ( t — l)  — z tc t - 1) . (20)

Из соотношений (6) — (11) получаем а ( 1 )  =  1, a ( t ) =  0, t >  1, &(1) =  0, 
b ( t )  =  bt- \ £ t, t y  1, bx == pj =  о 2 и имеют место рекуррентные соот­
ношения

bt =  a 2t bt- \ l ( ? 2 +  еf b t - i ) ,  y t == Etbt- i / ( o 2 +  z2bt- 1), Yi =  1 (21)

о 2 было определено ранее.

Оценим дисперсию  оценки (20). П усть тр =  сг— с. Тогда

Л1 =  Б1, Л* =  О  —7 *е^т1£_ 1 + у * (6*— г* ( / ) Z?-1 ( /— 1)6(^— 1 ) ) .  (22)
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Введем в рассм отрение  t  — вектор-строку  q ( t ) ,  определив ее р екур­
рентным соотношением

q ( t )  =  ( ( l - y tEt) q ( t - \ ) - W * ( t ) R - i ( t - l )  у t ) ,  <7(1) =  Г. (23)
Л е гк о  убедиться, что тit =  9 ( 0 1  ( 0  > поэтому дисперсия оценки (20)

ht ~ D  {ct} =  М  {r,2> =  q ( t ) R  (t) q* ( t).  (24)

Используя (23), можно придать (24) рекуррентную форму и с ее 
помощью вычислить дисперсию в явном виде

<— 1 t
ht =  ( l  —  y tet)2 h t- \  +  =  y2 of +  ^  У\ o \  П (1 — y e ,)2. (25)

k=\ i=k+i
Обозначим

4  (1 — eR~l ( t—  l)r</))« (26)
o? pt - r* ( t ) R ~ l ( t - l ) r ( t )

И з (21) следует t
b t =  i +  ut) =  i / 2  += (2^)

A=1
и далее

/  t \  2 /— 1 t
y f  о? =  uti  ( 2  «а . i — №  =  2  + / 2  (28)

V*=i /  ft=i k=\
Используя это, получаем дисперсию ht в виде

t
ht =  bt — 1 / 2  uk- (29)

k =  1
Теорема 3. Д л я  того чтобы оценка М И К  (20) была состоятельной,

t
необходимо и достаточно, чтобы ряд 2 11 k расходился при t -> оо.

k=i
Отсюда можно установить некоторые полезные следствия. Пусть шум £ 

является  марковским с дисперсией о 2 и параметром р (t, £ + 1 )  =  р - < 1 .t
Тогда щ =  (1 — р ) / а 2 (1 - р р )  для  всех I. Ряд  2  uk расходится для всех

а=1
р < 1  и дисперсия оценки М Н К ht — а 2 , Р - у - ------->-0.

1 Р 1 оо
П усть теперь шум g некоррелирован. Тогда для  состоятельности

оценки МНК получаем необходимое условие, ограничивающее рост диспер­

сии шума со временем: lim 2  1/р* ) — 0-
\ k = i  )

Р ассм отри м  теперь оценку ТСА  (12) с коэффициентом  влияния
Yt =  a /t.  П одобно (16) введем t — вектор-строку  / ( / )  рекуррентным соот­
ношением

l ( l ) =  a, l ( t )  =  ( ( l — a / t ) l ( t — l)  a l l ) ,  i >  1. (30)
Тогда T\t =  ct — с =  л l t (a)  ti0+ / ( t ) l ( t ) ,  где я 1г(а) =  (1— a/ t)  ( l — a /( l— l ) ) . . .  
(1 — а /2 )  (1 — а).

Дисперсия оценки (12) имеет вид ht =  я 2  ̂(а) h0 +  l ( t )  R  (t) I* (t). 
Здесь h 0 — дисперсия априорной оценки. Используя рекуррентное соотно­
шение (30), получаем

ht =  (1 -  а / 0 2 ht- 1 +  2 ( 1 -  а / 0  ~т I (t  —  1) г ( 0 . +  Pi =

=  л 2г (а) /г0 +  —г- (® t +  2  П  Рг)- (61)
V к= 1 i=k+ 1 /

4 Зак. 339 49.



Здесь e < =  - J - p< +  2 ( l - - J - ) / ( f - l ) r ( 0 ;  P ^ T z n - a - f l / O 2.

Теорема 4. Пусть выполнены условия
t

y t =  a/t  а >  1, l i m - i - 2  р* =  0. (32)
^ ° °  k= \

Д ля  того чтобы оценка (18) была состоятельной, достаточно, чтобы
t

l i m - l  ^  (Л — а ) / ( £ — i ) r ( k )  =  0. (33)
*=2

При доказательстве (33) существенно используется тот факт, что при
t

a ^ l ,  k < t  П Р,<4"-
i= k + i

З ам етим , что при а =  1 (12) п р евр ащ ается  в выборочное среднее, 
а (33) в известное условие состоятельности выборочного среднего при 
коррелирован ны х наблю дениях:

t А—1

i i m 4 -  2  2  р k) =  °-
<-*■“ й—2 / =  1
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Каф едра теории вероятностей
\ и математической статистики

УДК 517.544.8.545
Э. И. ЗВ Е РО В И Ч

З А Д А Ч А  K A PJ1ЕМАНА НА РИ М А Н О ВО Й  ПОВЕРХНОСТИ  
С КРАЕМ И О Т О Б Р А Ж Е Н И Е  КРУГОВЫХ МНОГОУГОЛ ЬН И КОВ

1. П усть М  — конечная  ориен ти руем ая  рим анова  поверхность рода  
h ^ O  с гладки м  краем  дМ,  который предполож и м  связным и ориентиро­
ванным. П усть а ( / )  — изм еняю щ ий ориентацию  гомеоморфизм  края  д М  
на себя, удовлетворяю щ ий тож деству  а [ а ( ^ ) ] = /  и такой, что д и ф ф е р е н ­
циал d a ( t )  Я -неп реры вен  и нигде не о б р ащ ается  в нуль.

З а д а ч а  К а р л е м ан а  в ее простейш ей постановке (за д ач а  о скачке) 
требует нахождения всех функций Ф (z), аналитических на М \ д М .  
Я-непрерывно продолжимых на дМ ,  где должно выполняться краевое 
условие:

Ф [ а ( 0 Ь Ф ( 0 = £ ( 0 .  t ^ d M .  ( 1)
Здесь  g ( t )  — за д а н н а я  Н -непреры вн ая  функция, уд о влетво р яю щ ая  т о ж ­
деству g [a  ( / ) ] + £ ( / )  = 0  на дМ.

С точки зрения разреш и м ости  за д а ч а  (1) полностью исследован а  [1]; 
ее разреш и м ость  равносильн а  выполнению  равенств

[ g ( t ) d V [ a ( t ) ] = 0 ,  (2)
дМ

где gTF — любой аналитический на М \ д М  дифференциал, Я-непрерыв­
но продолжимый на дМ,  где должно выполняться равенство

d 4 f. ( 0 = ^ [ a ( 0 ] -  (3)
Если условия  (2) выполнены, то за д а ч а  (1) р азр еш и м а , а ее общ ее р еш е­
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