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О Б  О Д Н О М  В А Р И А Н Т Е  П Р Е Д С Т А В Л Е Н И Я  О Б Щ И Х  
Ф О Р М У Л  Т Е О Р И И  У П Р У Е О С Т И  О Р Т О Т Р О П Н О Е О  Т Е Л А

Д л я  решения основных граничных з а д ач  теории упругости ортотроп- 
ного тела  необходимо найти вы р аж ен и я  компонентов нап ряж ен и й  и пере
м ещ ений при помощи, по меньшей мере, трех  произвольны х квази гарм о- 
нических функций. Р еш ен ие  этой проблем ы  в столь простой форме, как  
д л я  трансверсально-изотропного  тела , без предполож ен ия о сущ ество
вании некоторого числа зависимостей  м еж д у  коэфф ициентам и упругости, 
по-видимому, невозмож но. Один из подходов к решению такой проблемы  
при налож ен и и  на коэфф ициенты  упругости сц  трех ограничений у к а за н  
в работе  [1].

В настоящ ей работе  получено более простое представление общих 
ф орм ул  д л я  н ап ряж ен и й  и перемещ ений в виде суперпозиции двух  групп 
основных формул, д ля  сущ ествования  которых требуется  соответственно 
три  и шесть ограничений на коэфф ициенты  упругости (см. о б озн аче
ния, принятые в работе  [2]).

В отличие от классических представлений предполагается , что Щ ф  
ф а ц  при 1 ф / ,  т. е. из 12 коэфф ициентов a i j  число независим ы х ко э ф ф и 
циентов, п од л еж ащ и х  определению  эксперим ентальны м  путем, равно 
12—п,  где п — число независим ы х уравнений связей, н а л агаем ы х  на 
коэфф ициенты  ац.

1. О бщ ие ф орм улы  д л я  компонентов н ап ряж ен и й  и перемещений. 
П усть  и, v, w  —  компоненты перемещ ений, отнесенные к осям д е к а р т о 
вы х координат  х, у, г; о ц  и е ц  —  компоненты н ап ряж ен и й  и деф орм аций, 
удовлетворяю щ и е у равнени ям  зако н а  Гука: \

t t i j O j j  — в ц , Cir^Xyz “  0'55%xz =  ^xzj  «ббТ ху =  @ху ( 1 )

и, при отсутствии массовы х сил, у равнени ям  равновесия:

сгш =  0 ( / , / = 1 , 2 , 3 ) .  (2 )

Д л я  удобства записи здесь используются двойные обозначения:
ди dv ди

Д п  =  °х>  ° 2 2  =  °у>  • • • > ° 1 2  =  Хху> ехх  =  е и  =  > • • •  > еху  =  ^ 1 2  ^  ■ + ,  Qy •

Уравнения (2) и (1) для касательных напряжений выполняются, если

дуг л -  ь* Эг2 '■ху “ к д х д у ’ У дх2 1 дг2

_     д  S ^ Ф у _  д*Фк \ . д*фк
— A kZk д х д г '  г дх2 ду2 ) ’ У* k ^ k ду дг '

3
1 л , У  ̂ д Ф к

И =  ~ 2 ~  k (Л *  «44  —  I k  «55 —  « б б ) — д Г

I * _ .. л _ ч дФк ... 1 л - ,„  - _ -  * - ч 5 Ф кV — 9 Ak (|U 5̂5 Л/г 4̂4 6̂б) ду *  ̂ 2 (^66 Л/г 4̂4 5̂б) fiz
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где Ah, | ft, r\k — произвольны е коэффициенты; Фй =  Фй(Хй, у к, z k) — произ
вольная гарм оническая  ф ункция переменных хи =  акх, у к =  ак\ХкУ, z k =  
— ahhiZ, уд о влетво р яю щ ая  уравнению

д2 Ф*
dx i

д'Фк  , д*Фк п
д 2 ' -* 9 ’
дУЪ д4

(4)

а й, ц /i, Хй •— некоторые б езр азм ер н ы е  п арам етры .
Всякую  функцию Ф/ъ удовлетворяю щ ую  уравнению  (4), будем н а зы 

вать  квазигарм онической  функцией относительно переменных х, у, z  или 
просто квазигарм онической  функцией.

Требуя, чтобы в ы р аж ен и я  (3) удовлетворяли  уравнениям  (1) для  н о р 
мальны х нап ряж ений , получаем  три уравнения, на основании которых 
с учетом (4) следует

« 1 2 + ивв . ~ I . «55
' +  Е/г «1 3  +  о

•1* «4

« и  +  Ak «13

«22 +  i k  «23______________

Г ~00 1 I I «44 1
«2 1  +  о  +  4 /г  « 2 3  +  о  — -

Ik «5.

« 1 2  +  О +  Ifc  ( « 1 3  +
«55 )
2 Г

_  «32 +  Ife  «33

«31 +  4 *  « з з

Ak «44

(5 )

Е* « 11  +  Ak «12

«32 +  El «33____________________

I *  «31 +  9  +  4 *  I «3 2  T

«22 +  Ik «23

Ik «21 +  4* «22 (6)

У множ ив числители и зн ам ен атели  дробей (6 ) на А к, получим систе
му трех линейных однородны х уравнений относительно неизвестных A h, 
Ahlh, АкАк- П р и р авн и вая  затем  определитель  этой системы к нулю, п олу
чаем кубическое уравнение относительно параметра х =  %2k

М 0х 3—M ix2+ A f 2x —М 3—0, (7)
где

М о  =  Яб6 ( О ц 022— O i20 2l )  ,

M i  =  аггйбв ( ^ 5 5 + 0 1 3 + 0 3 1 )  +O 44 ( а ц а 22— ^12^21) — Пбб (Ф г П г з + Ф Щ з з )»

+12 =  022044(^55 +  013 +  031) +О б 6  (O22O33 —  O23O32) — O44 ( 012023 +  0210з2) ,

М 3 =  Й44 (а220зз— о23аз2) .
Уравнение (7) имеет три корня, из которых, по край ней  мере, один 

вещественный. Заф и кси руем  какой-либо  один из них, п олагая  х = х к =  
=  Xl (k  =  1, 2, 3). Считая х  известным, из соотношений (6 ) получаем 
систему уравнений для нахождения неизвестных £ =  £* и 4 =  4 *:

(8)

(о, 1̂3 ' + )ч  =— 0,2 +  ■
(9 )

(о 21х  —  о23) |  +  о22х 4 =  о.2 2 -

Н а основании равенств (5) следует, что |  и т] д о лж н ы  удовлетворять  
т а к ж е  уравнениям

. 1
о2з a s i -;— ту- о32 о55 —  о3~2~ о33 (а 5 5 о44 £4)

+  о22 о33 о32 | о 2з -| о44) ]  4 +  о22 о31 —  О;

-о-  о33 (о 44 4 2 —  а 551 4 )  + Оц о33 о31 о13

32 I 0 21 

1

•4 9“ 066

, 1

• а55 £ +  [о;

Н 9~ fl31 Ф й  fl33 I “ 12 ' Обб 4 +  о41 о32 о31 ^о12

£ +  

Oee) =  О,

13 O32 +  

=  0 .

( 10)

■0|66
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При этом
.,2   «32 ~ Ь  i f e  а зз  / 1 1 \

* ~~ а 31 +  Ч к  «33 ' ( 1 U

И склю чая  в уравн ен и ях  (10) с учетом (9) неизвестные £ и ц, полу
чаем два  уравнения  4-й степени относительно х:

а0х 4 +  а1х3 +  а2х 2 +  а3х + а 4  =  0, (12)
b o x ^ + b ^ + b z x z + b s x + b ^ o ,  (13)

где а0 =  k 01\ , ах =  t& (2 k 0 t e +  k 3 t x +  k i  t3);

«2 =  ^0 (2  0̂ 5̂ +  ^б) 4 “ 1̂ (&i *з) 4~ ^3 (^1 6̂  ^2 4 )  “I" ̂ 4 (*3 6̂   4̂ 4)>

a3 =  2 k0 10 16 ■ - 2  txt2 “ Ь  k2 (txt.4 - ) -  ^2^3) ^ 3  ( V i  _ У е )  4 ~ ^ 4  ( ^ о ^ з  П ^б )>

«4 =  0̂ (*0 *0 — k3 t* — ^4 4̂) + t 2 (k1 t2 —  k 2 tt ), 

bo =  S0 /5, =  t3 (2 s0 -f- s3 П  -f- s4 3̂),

6 2 =  So ( 2  *0 ^5 +  й )  +  t3 (k213 — k x tx) +  S3 (tx t e — t2 tb) +  S4 ( / 3  t8 —  /4  4 ) ,

b3 —  2 s0 t0 te 2&2 3̂ ^4 +  ^1 (^2 h  4“ 1̂ ^4 )  Д" S3 (^0 1̂ ^2̂ б) “I-  S4 (^(/з  ^ o ) i

b4 =  t0 {s3tQ —  s3t2 —  s j 4) +  t i (k2 t i —  k 1t2), (14)

^ 0  =  «22 «31 «32 (« 2 1  “ t-  ^вб)> &1 =  «33 ^55> ^ 2  =  «33 ^44>

6 3  =  «23  «31 4 "  «32 bob  «33 (« 2 1  4 “ ^6в)>  ^ 4  =  «22  «33 «32 (« 2 3  4 "  ^ 44)1

SU =  «11  «32 «31 (« 1 2  4 “  ^0g)>  S3 —  «11  «33  «31 (« 1 3  4 ~  b o b ) ,

s4 =  a13 fl32 +  a 31 b44 —  a 33 (a12 +  bee),

0̂ =  «23 b44, t x =  a22 be3, t2 =  a22 644, t3 — й14 a 22 «21 («12 4 - b33),
t4 =  a22 ( а 4з  - | -  b3b) о 2з  ( « 1 2  4 - b33), t3 — &xx a22 —  a 12 ^21»

U =  «42 «23 —  «21 b4i —  a22 (a13 - f  bob), b ti =  a n / 2 , i —  4 , 5 , 6 .

П редп о л о ж и м ^ч то  уравнения, (7), (12) и (13) имею т три общих корня 
x  =  x h ( k = \ ,  2, 3).  Д л я  их н ах о ж ден и я  поступим следую щ им  образом . 
Ум нож им  уравнение  (12) на Ь0 и вычтем из полученного уравнения  у р а в 
нение (13), ум нож енное на йо. В результате  получим

т 0х 3— miX2-\ -m2x — т 3= 0 .  (15)
Зд есь

mo =  b0ai— aobi, т^ =  аоЬ2— Ь0а2, т 2 =  Ь0а3— а0Ьз, т 3^=а3Ьк— Ь3а4. (16) 
Д л я  того чтобы корни уравнений (7) и (15) совпадали , необходимо 

и достаточно, чтобы
m i M 0 =  m 0Mi,  т гМ 3= т 3М г, т 3Мо =  т 0М 3. (17)

Р ав ен ств а  (17) п р ед ставл яю т  собой три ограничения на к о э ф ф и 
циенты ац.  П ри выполнении этих равенств  значения  неизвестных x  =  xjt 
м ож н о найти, используя уравнени е  (7 ) .  В дальн ейш ем  будем р а с с м а т 
ривать  только  таки е  ортотропные тела , д л я  которы х равенства  (17) в ы 
полняются. Считая при этом а г;- и x k — X\  известными, значения l k, и 
\ik найдем из равенств (9) и (11); неопределенным остается лишь пара
метр ak. Его значения можно зафиксировать произвольным образом, пола
гая, например, а х =  а 2 =  а 3 =  1.

При использовании только положительных значений корней

к ' = ± У ч ,  ц * = ±  У  аазгХ Т 1 кь (18)'  "3 1  " з з  ЧА

п ар ам етр о в  Хи и общ ие ф орм улы  д ля  н ап ряж ен и й  и перемещ ений 
определяю тся  в ы р аж ен и я м и  (3), если считать k  индексом сум м ирования  
(Дг =  1, 2, 3 ) .  С учетом всех корней этих п арам етров  получим форм улы  
д ля  н ап ряж ен и й  и перемещ ений:
„  I д2 , г д2 \ г . ( д2 , т д2 \ v (г д2 , m д2 \ v°х ~ [ду2 ' bk дг2 J Гк> °у — ^ дхз + Л k~faT J г к* °г ~  д х 2 +  Л* дуг J
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Хху
д 2

дх ду 1 k ' 1x2 
д

т,., = д2
дх дг 

д

Fklk ,  %
д 2

д// дг Р йЛд, (19)

&1 дх p ft. v =  P ft2 "^7 ш =  Р *з - д г  р юдг

где =  А ъ Ф* +  B k Qk, Р к1 =  - у  (тц «44 — а53 — «66),

Pk-l =  - о -  (£ft «55 —  Л/е а41 —  «со) .

Р /еЗ =
1

' 5ft «55 )>

(20)
2 («06 Л/е «14 '

Фй(аьл:, адцдг/, auhiZ)  и П д (± а д х ,  ±адцдг/, ±адА,дг) — произвольны е ква- 
зигарм онические функции переменных х, у,  г; Лд и Вд — произвольны е 
постоянные; k  — индекс сум м ирования.

Д л я  сущ ествования  упругого состояния тела , определяем ого  в ы р а ж е 
ниями (19), коэфф ициенты  а ц  д о л ж н ы  удовлетворять  равен ствам  (17). 
В предельном  случае, когда  а ц  п р евр ащ аю тся  в упругие постоянные 
трансверсальн о-изотропного  тела  с шестью зависимостям и

« 22  =  « 1 1 , «21 =  « 1 2 , «66  =  2 ( « 1 1 — « 1 2 ) ,  «32  =  « 3 1 , «2 3  =  « 1 3 , «55  =  « 4 4 , (21)

равенства  (17) о б р ащ аю тся  в тож дества ,  поскольку  при этом все ад =  0. 
В общем ж е  случае  равен ства  (17) п ред ставляю т  собой три ограничения 
на коэффициенты  ац.  Если  значения  всех этих коэфф ициентов найдены 
эксперим ентальны м  путем, равен ствам и  (17) м о ж н о  воспользоваться  
к а к  д ля  проверки точности эксперим ента, т а к  и д ля  подтверж ден ия  или 
отрицания  сущ ествования  ограничений на коэффициенты  ац,  о п р ед ел яе 
мые этими равенствами .

Вместо требовани я  вы полнения равенств  (17) м ож но потребовать  
выполнения уравнений (10) д ля  всех |  =  и т]=г|/г { k = \ ,  2, 3 ) .  Такой 
путь приводит к шести ограничениям  на ац,  из которых в силу и зл о ж е н 
ного независим ы м и будут только  три.

2. О бщ ие ф орм улы  д л я  ортотропного полупространства . П усть орто- 
тропное тело за н и м ае т  область  2 > 0, ограниченную  плоскостью S ( г = 0 ) . 
Будем  предполагать , что плоскость S  п ерп ен ди кулярна  к одному из .трех  
главны х н ап равлени й  упругости тела , а упругое состояние тела  оп реде
ляется  по ф орм улам  (19) при условии, что д л я  всех k  =  \, 2, 3:

Фд =  Фд(х, цнУ, 7./Ш), йд =  Ф h {x, y hy, — l hz ) ,  (22)
где Фд и Од — квази гарм он ич еские  ф ункции в 
о б ластях  2 > 0  и 2 < 0. П ри этом, как  обычно, 
будем считать, что оси координ ат  х, у,  z  о б р а 
зую т правую  тройку  и п а р ал л ель н ы  главны м  
нап р авл ен и ям  упругости тела.

П оскольку  при зад ан н ой  внеш ней нагрузке  
на поверхности т е л а  его упругое состояние з а 
висит от того, как ое  из главны х н ап равлени й  
упругости п ар а л л е л ь н о  оси 2, то д л я  полного 
исследования  н ап ряж енного  состояния т ела  н е 
обходимо рассм отреть  три случая. Д л я  к а ж 
дого из них м ож но воспользоваться  ф о р м у л а 
ми (19) при соответствую щ ем вы боре значений 
коэфф ициентов  ац.  С этой целью  м ож но по

ступить следую щ им образом . Пусть, например, закон  Гука д л я  главны х 
нап равлени й  упругости ( 1), (2 ), (3) с ориентацией, п оказанной  на р и 
сунке, имеет вид

е 11 —  «1  1 « 1  +  « 1 2  ° 2  « 1 3  ° 3 ,  « 4 4  Т 23 —  е 23>

е 22 =  « 2 1  « 1  " Ь  « 2 2  ° 2  +  « 2 3  « з ,  « 5 5  Т 13 =  е 13, 

е 33 —  «31  СТ1 +  « 3 2  ° 2  +  « 3 3  а 3> а б6 Т 12 =  е 12. (23)
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где еи и etj — компоненты деформаций; а г и т i;-— нормальные и касатель
ные напряжения; а'ц — коэффициенты .упругости для главных направлений, 
удовлетворяющие неравенствам а'п  <  а ' 2 <  а ' 3.

В случае, когда ось г параллельна направлению (3), коэффициенты a i} 
имеют значения, определяемые по формуле a i} =  а... Если ж е ось г парал
лельна направлению ( 1), то значения a tj получаются циклической переста
новкой. К ак легко видеть, они определяются выражениями

CL-ц =  Cl-2i =  OI31 =

aii  =  a 55> a55 =  a 66’ =  й44- (24)

А налогично мож но получить значения  а ц  д л я  случая, когда ось 2 п а р а л 
л е л ь н а  главном у нап равлен и ю  (2 ) (см. рисунок).

П оступая  таким  образом , получим три ва р и а н та  реш ения граничных 
з а д а ч  д л я  полупространства  2 > 0 . П о сущ еству они сводятся  к р ассм о т 
рению упругого равновесия  трех ортотропны х полупространств с п оверх
ностями S,  перп ен ди кулярны м и к главны м  н ап равлен и ям  упругости (1),
(2), (3). При этом д ля  к аж до го  из таки х  полупространств  вы бирается  
своя система координат  х, у, z  с осью z, перпендикулярной к поверхности 
т ела  5 .  Более  простой путь реш ения аналогичны х задач ,  не требую щий 
п р ео б р азо ван и я  коэфф ициентов  ац,  получим, считая  оси координат  х, 
у,  z  неизменно связанны м и с телом  и соответственно п ар ал л ель н ы м и  
осям  (1), (2), (3). П ри  этом все  сводится к рассм отрению  ортотропных 
полупространств  х > 0 ,  у > 0 и 2 > 0 . Д л я  последнего из них общие ф о р 
мулы  определяю тся  в ы р аж ен и я м и  (19) и (22). П ри  рассмотрении полу
пространств  х > 0  и у > 0 т а к ж е  м ож но воспользоваться  ф орм улам и  (19), 
п о л агая  соответственно

Ф& =  Ф/Дх, |iky,  h/iz) , Пй — Фй( х, |\иУ, ‘h kz ) , (25)
Ф /i =  Ф /t (х, (xhy, x hz ) ,  Qk =  Ф й (х, — y hy, hiZ) ,  (26)

где Kk и цй { k = \ ,  2 , 3) — б езр азм ер н ы е  парам етры , определяем ы е, как  
ск азан о  в п. 1.

Ф орм улы  (19) имею т место т а к ж е  д л я  бесконечного тела  с р а зр е за м и  
н а  плоскости г = ,0 в предполож ении, что .

Ф& =  Фй(х, \ihy,  Khz), Q/t =  Q/i (x, y hy, — h i Z ) , (27)
где Фй и £Д, в отличие от (2 2 ), п ред ставляю т  собой различны е квази гар -  
монические функции переменны х х, у, z.

Т аким  образом , вы р а ж е н и я м и  (19) — (27) определяется  структура  
общ их ф ормул д л я  ортотропного полупространства  и бесконечного орто- 
тропного пространства  с р а зр е за м и  на плоскости 2 =  0. Существую т 
т а к ж е  другие пути построения аналогичны х формул. Все они д о лж н ы  
удовлетворять  принципу предельного  перехода, состоящ ем у в том, что 
при устремлении коэфф ициентов  ац. к  соответствую щ им значениям  для  
изотропного тела  п ар ам етр ы  Х/г и p/{ д л я  всех k  д о лж н ы  принимать з н а 
чения Я й = Ц й = 1 . И бо  только  при выполнении этого условия  вы раж ен и я  
компонентов нап ряж ен и й  и перемещ ений, найденны е в р езультате  р еш е
ния конкретны х граничны х зад ач ,  п р евр ащ аю тся  в бигармонические 
функции при предельном  переходе к  изотропному телу. О бщ ие формулы, 
не удовлетворяю щ ие принципу предельного перехода, следует р а с с м ат 
ривать  к а к  ош ибочные или в лучш ем  случае  к а к  приближ енные.

3. О бщ ие ф орм улы  д л я  трансверсальн о-изотропного  тела. Р а с с м о т 
рим частный случай рртотроп ного  тела , имею щего плоскость изотропии, 
перпендикулярную  к оси г. П редп олож и м , что м еж д у  коэфф ициентам и 
а ц  имеют место зависимости  (21 ), но вы р аж ен и е  а вв неизвестно, и, кроме 
того, |  =  т). Тогда на основании уравнений (10) находим а 6б =  2 ( а ц — a i2) - 
П ри  этом на основании равенств  (6 ) имеем

4 2  ( а и  4~ 1 g ig     g3i Ч~ S а зч
~  6 («и +  «12) ~  g(«« +  2a31) - 6 se-

О тсю да следует
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[<2зЗ (G 1I +  O12)  fll3 ( 0 44+ 2 ^ 31) ] | 2+

+[(<2з1— Q13) (Щ1+ П 12) — а ц а 4 4 Ё + йи ( а и —^ 12) = 0 .  
С учетом равенств  (5) и (6) находим

(29)

(а 11 ~г а1г) i k
(30)

где и | 2 — корни уравнения (29). Будем считать, что х г и х2 — значе
ния x k =  А£, определяемые выражениями (30), и представляют собой кор
ни кубического уравнения (7). Тогда третий корень этого уравнения х 3=  
=  А̂  определяется по формуле

При этом, если тело зан и м ает  область  z > 0, его упругое состояние о п р е
деляется  вы р аж ен и ям и  (19), (21) и (22).

Уравнения (1), (2) д ля  трансверсально-изотропного  тела  с п ло
скостью изотропии, перпендикулярной к оси г, допускаю т т а к ж е  без к а 
ких-либо ограничений на коэфф ициенты  а ц  следую щ ее представление  
нап ряж ен и й  и перемещ ений:

где Q1 =  ^  +  N x (ОБ =  ф4 {х, у,  Аа г) и ©4 =  ©4 {х, у  — А„ z) — про
извольные квазигармонические функции, i?Q =  а44/ а 66, D x и N x— произволь
ные постоянные.

С л о ж и в  соответственно правы е части равенств  (19) и (32), получим 
более общ ее представлени е  реш ения уравнений (1) и (2) д л я  т р а н с в е р 
сально-изотропного  тела.

4. В торая  группа  общ их форм ул  д л я  ортотропного тела . О бобщ ением  
ф ормул (32) на случай ортотропного тела , зан и м аю щ его  о б ласть  z > 0 ,  
являю тся  вы раж ен и я

а а  ( а и  а зз a i 3 a a i)  [Q33 Н11 ~Ь a iz )  a i 3 (2 ~h Q44)]

a n  a tie (an  —  а1г) 1 ^12)

Используя уравнения (9), а затем соотношения (5), находим

В з =  1. 1з =  11з = (аи  +  а 1г) х з —  °13 ( 31)

(32)

оX



W  =  m 8 й 44 —  Our
d Q2 d Q3

dy 00 dx

где Q/( =  £>/4Tl)ft+yVft(Oft (A =  1, 2, 3 ) ;  %t(x, (ы0г/, Х0г ) ,  coi(x, р0г/, — A.0z) ,  
0 2 (— x, рог/, X oz), ш з(х , — (.юг/, X0z)  — произвольны е квазигарм онические  
функции; гц, mi,  U, D h, N h, Х0, р о — произвольны е постоянные. П о л а гая  
в ф ор м у лах  (33) Q2 =  Q3 =  0 и  удовлетворяя  уравнени ям  (1) и (2), полу
чаем  значения коэфф ициентов  щ  в форме

„__ .__ _ ° 6 6  ( а 12 П8 +  а п )  ' Г  ( « 8  Р в4 Рбб) ( а 12 °2 3  ®22 а 1з)-------------------

По

ап  а.?2 — ^ 21

пг,с (аи  гг8 -j- ».21) -|- (пв Р64 Р65) (аи  Одз n2i °1з)
а 11 ° 2 2  —  а 12 « 2 1  ’

п  _____ Р о  р4Г) Ч ~ а 44 ° 2 1  ( а 21 а 32 ----  Д 22 g 3 l )

Р о  +  ° 4 4  ° 2 1  ( а 12 ° 3 1    ° 1 1  а 32)

п4 =  п8, п 3= п в— п7, (34)
« 5 = 1 ,  Яб =  Рб5, Я7 =  Я8Рб4,

где р ц =  а ц / а 7] (г, /  =  4, 5, 6 ) ,  Ро= (аиЯгз— а г ^ и )  (022031— а^азг) —
—  (Я 2 3 Я 3 1 —  Я з з Я г О  (Я 1 1 Я 2 2 — Я 1 2 Я 2 1) .

З н ачения  т г- и 4  д ля  i =  1, 2, 3, 8 получаю тся однократной  ц и кличе
ской зам еной  индексов коэфф ициентов  а ц  в в ы р аж ен и ях  щ  и ш; с соот
ветствием по схеме

t i i - ^ m i - ^ l i —t-rii ( t = l ,  2, 3, 8). (35)
С огласн о  этой схеме значения  т ,  и 4 получаю тся соответственно на осно
вании вы раж ен и й  п 7 и т ,  при однократной зам ен е  индексов а ,/  по п р а 
вилу: *-Язз >-Яц, а 44—>-<155—>-абб—>m44, ctiz—->-й23—1>-Яз1_э-Я12, • ■ •

Все остальн ы е значения  коэфф ициентов  т г-, 4 и А,0, ро определяю тся 
по ф орм улам :

m4 = m8, m3 = m6—m7, т5 = 1, т6=р4б, т7 = т8р45;
4 = 4 ,  4 = 4 —-4, 4 = 1 ,  4=Рб4, 4  =  4Ps6; (36)

^ 0  =  а и 1а й в  —  Р46, Н о  =  а 44/Я оо =  P l5 -

П ри этом форм улы  (33) имею т место, если а,,- удовлетворяю т у р а в 
нениям:

«1—гг8 = р45, «г— l=n8p54, mi—т8 = р56, 
m2— 1 =  т 8Рб5, 4 — 4  — Рб4, 4 — 1 —4 р 4б, (37)

представляю щ им  шесть ограничений на упругие постоянные а^ .
Путем  н ал о ж ен и я  решений (19) и (33) получим самое общ ее п ред 

ставлени е  для  нап ряж ен и й  и перемещ ений ортотропного тела. Д л я  его
сущ ествования  необходимо, чтобы коэфф ициенты  а*/ удовлетворяли  
9 ограничениям  в ф орм е равенств  (17) и (37).

В случае трансверсально-изотропного  тела  равенства  (17) и д в а  из 
равенств  (37) в силу соотношений (21) о б р ащ аю тся  в тож дества . 
П оскольку при этом /8= 1 / т 8, 4  =  т ? / т 8, 4  =  m i/m 8, то из всех остальны х 
равенств  (37) незави си м ы м и будут

т г — т 8= р 4в, т 2— т 8|364= 1 .  (38)

И спользуя  ф орм улы  (19) и (33), м ож но получить решения основных 
граничны х зад ач  д л я  упругого ортотропного полупространства  и орто
тропного пространства  с р азр езам и  на плоскости z  — 0.
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