
где A/j=/j+1—fj, AXj=Xj-H—Xj, то такой процесс называется квазинью- 
тоновским [3] и приводит к решению системы уравнений (4), по крайней 
мере, за п-j-l шаг при условии линейной независимости векторов Afj. 
Кроме того, ЯТ־=Л ־1 . Далее нас будет интересовать возможность полу- 
нить решение уравнения (4) менее, чем за п־Н  шаг.

Лемма 1. Если точка xh+1 найдена с помощью квазиньютоновского 
метода (3), (5), то при любом j ^ k  справедливо равенство хк+1 — 
=Xj—Hhfj. В частности,

Xh+1 = xa—Hhf(xo), (6)
и указанный метод можно рассматривать как процесс последователь- 
ного нахождения матрицы Яд, совпадающей на векторе /о с А~1.

Лемма 2. Произвольный итерационный процесс вида (6) доставляет 
решение уравнения (4) тогда и только тогда, когда (ДЯЙ—/)/(* 0) = 0.

Теорема 3. Если Алу =  а0/0 + = / ,аг;-Д/г [►ל   0, т k, то, Для того
1 - 0

чтобы точка X k + u  полученная в результате квазиньютоновского итера- 
ционного процесса (3), (5), являлась решением уравнения (4), необходимо 
и достаточно, чтобы матрица Нк была квазиобратной к А над линейной 
оболочкой векторов /0, А/0, , Аfm- 1■

Если для нахождения матриц Hh используется итерационное соотно- 
шение вида

ЯЛ =  Я Й_1+Д Я Л_1, rank ДЯй_1 =  1, (7)
то справедлива

Теорема 4. Если минимальный анулирующий полином матрицы А 
относительно вектора b [2] имеет степень k и х0=Ь, то итерационный 
процесс (3), (5), (7) приводит к решению уравнения (4) не более, чем 
за k-\-\ шаг, а матрицы Я* и Л1־  имеют при этом, по крайней мере, 
k общих собственных значений.

Д о к а з а т е л ь с т в о  теоремы основано на том, что матрица АЯ*_1 
имеет вид ДЯ*_! =  (Ax*_! — Hk~1^ f k - 1) gk_1 [4], и все векторы х} нахо- 
дятся в циклическом пространстве, натянутом на векторы Ь, АЬ, ... , Ак~ 1Ь.

Теорема 4 показывает, что квазиньютоновские методы численного 
интегрирования дифференциальных уравнений [5], построенные на основе 
неявных линейных методов, могут иметь существенно расширенную 
область устойчивости.
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УДК 518:321
В. Н. ШАЛИМА

ДВУХШАГОВЫЕ МЕТОДЫ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ 
КВАЗИЛИНЕЙНЫХ УРАВНЕНИИ ВТОРОГО ПОРЯДКА 

СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА
Рассмотрим на отрезке Ц0, Г] следующую задачу Коши:

и + Qu — F  (/!, йП ,

Й(*о) =  “0. н(^>) =  «0 •

( 1)

(2)
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Здесь ы = T\ й[us , ז1»]  — диагональная матрица с элементами со^
0)ft =  const >  О, k = l ,  2, ... , s, F(t, ит) — вектор-функция, компоненты
которой fk (t, ит) обладают достаточной гладкостью, и0, и0 — вектор- 
столбцы начальных данных.

Непосредственно проверяется, что

uk (0 =  «и cos со* (f — f0) +  - ^ g -  sin со* (f — <0) +

(3)

и предполо-

(4)

+  1 sin (Oft (f — ך ) fft (ף , «г (ף )) dr!
0̂

удовлетворяет (1), (2).
Выберем на [£0, Л сетку (0Т= {tj = to+jx, j = 0, 1, . . .  

жим, что вычисления доведены до точки tj, 0 ^ j < N .  
На основании (3) можно получить

(*7+1) =  2 (/,) cos 0* — (0- 1) +
0 1 
j  S (נס*, P) dp +  j da (a ,*נס) 5 

—1
где S((0ft, p) =sin (0ft(l־fP)/ft(/j+PT, uT(tj+Px)), S (a A, a )= s i n ( 0ft(l — 
—a)fk{tj+ar, uT (/j+ іат)), 0 ft =  (OhT, £ =  1, 2, . . .  , s.

В зависимости от величин w;t рассмотрим два подхода к построению 
методов приближенного решения! задачи (1), (2).

Пусть 00ft невелики. Потребуем, чтобы квадратурные формулы 
о % 1 чк
j  5((0а, р) dp гв 2  BikS (©ft, рі(־), j  5 (0)ft, a) da a# 2  а і/г) (5)

—  1 (= 1  0 i =  1
имели алгебраическую степень точности 2(7fe — 1. Тогда для определения 
параметров А ік, аік, Вік, р^ получим следующие системы уравнений:
4к чк

2  = ( - 1  ) 2  , - 4 ‘ - ׳  ^ а ^  = ־  Г . i =  1 - 2 - -  . 2^ - 1• ( 6 )
» 1 = ' ־  і = 1 ׳ 

Выбирая узлы и коэффициенты квадратурных формул (5) удовлетво- 
ряющнми (6), равенства (4) можно заменить с погрешностью порядка 
т2VH равенствами

г ?а ר
t/ft/+1 =  2 y kj COS 0ft —  IJkj- 1 +  2 ־̂־ך  B ־ ikS  (Mft> P(ft)+ 2 ^  J* (7) (**» •*®)^'־

где yk]^ u k{tj).
Учитывая наличие множителя т перед суммами в (7), нетрудно по- 
строить численные методы решения задачи (1), (2), основанные на прин- 
ципе последовательного повышения порядка точности [1].

Приведем в качестве примера вычислительное правило, позволяющее 
находить приближенное значение решения с локальной ошибкой по- 
рядка т4:

ylj+i =  2 ykj cos 0* — уц - 1 +  fki>

16sin0ft/ft^ — sin 20* (f*/-! +  /*/+1) •

Здесь /*/+T =  ^  (г׳;■ +  ут, +עזד, )■
Пусть теперь (01׳ большие. Тогда из-за присутствия осциллирующих 

множителей под знаком интегралов в (4) построенные выше методы 
потребуют мелкого шага интегрирования [2]. В этом случае примем три­

Ук!+1 =  2yki cos 0 Л — г/*/-1 -j- 2ך ~

675•



гонометрические множители за весовые функции и воспользуемся для 
приближенного вычисления интегралов результатами работы [3], в пред- 
положении, что функции fk(t, йт) достаточно хорошо аппроксимируются 
многочленами на промежутке [—1, 1]. Аналогично предыдущему тогда 
можно построить соответствующие методы, позволяющие в случае 
вести вычисления с достаточно большим шагом т.

Примером таких вычислительных правил может служить следующее:

В заключение заметим, что рассмотренный подход к построению чис- 
ленных методов допускает и другие способы аппроксимации.
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