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УДК 517.9
А. А. ЛЕВАКОВ

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА РЕШЕНИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
ВКЛЮЧЕНИЙ В БАНАХОВОМ ПРОСТРАНСТВЕ

Пусть Е — сепарабельное банахово пространство; Т=[t0, /!] — отре- 
зок в R\ р — мера Лебега на Т\ 5(х0> г) — открытый шар в Е радиуса г 
с центром в точке х0. Через х обозначим множество всех непустых замк- 
нутых (не обязательно выпуклых и компактных) подмножеств Е, а че- 
рез а(А, В) — отклонение по Хаусдорфу множеств Л е х  и В ех .

Рассмотрим следующую задачу:
x ^F ( t ,  х), x(t0) =х0, (1)

где х е 5 ( т 0, г), F : T x S ( x  -с — многозначное отображение, ставя<־<-(־/ ,0
щее в соответствие каждой точке (i, х) множество F(t, 1)е х .  Решением 
задачи (1) считаем всякую абсолютно непрерывную функцию лс(■), опре- 
деленную на некотором отрезке [/о, t*] = Tlc1 T и удовлетворяющую со-

t
отношению х (() = х0 + ׳1 ]  (т)d\1 , где v(■) — интегрируемая по Бохнеру

to
на 7\  функция такая, что v ( t ) ^ F ( t ,  x(t)) почти при всех t ^ T !

Укажем условия, при которых существует решение задачи (1).
Теорема 1. Пусть отображение F : T x S ( x 0, г)-+х удовлетворяет уело- 

виям:
а) измеримо по t при каждом х [1];
б) существует интегрируемая по Лебегу функция k(-)\T-*-R такая, 

что a (F(t, х), F(t, у)) ^ k ( t ) \ \ x —y\\ для всех /е Г , xes(jc01 г), 
y<=S{x0, г) (||-|| — норма в £ );

в) функция /-*־р (О, F(t, хо)) интегрируема по Лебегу на Г (0 — нуле- 
вой элемент Е, р — расстояние в Е).

Тогда задача (1) имеет решение.
В следующей теореме устанавливаются условия, при которых реше- 

ния задачи (1) непрерывно зависят от начальных условий и правой ча- 
сти дифференциального включения. Наряду с задачей (1) рассмотрим 
возмущенную задачу

x ^ F x(t, х), x{t0) =  * 2 ׳, ( )
a {F!{t, х), F(t, х ) )< 6 , < е Г ,  x ^ S ( x u, г), || х0 — х'01| <  б.

Теорема 2. Пусть х(•) решение задачи (1). Предположим, что
отображение F! удовлетворяет условиям а), б). Тогда существует б0> 0  
такое, что для любого б ^ б 0 существует решение х! (■): Т1-+-Е задачи 
(2), удовлетворяющее условиям \\x(t) — х! (t) || <^6L, /еГ !, ||х(/) —
—x!(t) || ־g: (k{t) L-\-1)6 почти при всех /еТТ; 
здесь

<• г
Г *(-■)d!1 f  f

L = e‘° +  f d\1.
to

Д о к а з а т е л ь с т в о  теорем 1 и 2 в основном аналогично доказа- 
тельству предложения 1 из [5] и следствия из этой же работы. Далее
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устанавливается связь между решениями задачи (1) и следующей 
задачи:

х е  conv F(ty х ) , х(/0) = х0, (3)____  *V
где convF(t,  х) — замкнутая выпуклая оболочка множества F(t, х).

Теорема 3. Пусть х ( - ):Т і~*-Е— решение задачи (3). Предположим, 
что отображение F : T x S ( x 0, л)—>־х удовлетворяет условиям а), б) и 
||и ||^М  для всех ve.F(t, х), t ^ T ,  x e S (x 0, г). Тогда существует после- 
довательность решений (*״ (•)) задачи (1), равномерно сходящаяся на 
Т! кх(•) .

Д о к а з а т е л ь с т в о ,  Рассмотрим задачу о минимуме интеграла 
/•

1(х(■), и(■)) =  J (ц(т) +  х(т))с{р на совокупности пар (х(■). « ( ,((־

где х (■): Тх -*■ Е и и (■): Т! -* Е — соответственно сильно непрерывная 
и измеримая функции, удовлетворяющие условиям x( t)=u(t )  и u(t)E!F(t,
х(0) почти при всех t(=:Tly х(^0) =  х0. Сформулированная задача является 
частным случаем задачи (2.11)—(2.14) [4]. Согласно лемме 2.2 [4], суще-
ствует последовательность (ип(•)) функций такая, что ||х(7)— х0 —

t ^
— J и״ (т) d р Ц ־־-־ О равномерно на Т1У un( t ) ^ F { t ,  x(t)) почти при всех

с t  ̂ _
t ^ T v  Пусть xn(t) =  х0+  |  ы״ (т) dp. Тогда | |хп (() — x(t) || -0 -י равномер-

to
но на 7\.

Для каждой функции хп (•) существует решение хп (•) задачи (1) 
такое, что

i
~  i  I  k(s)dv. ״

II хп (0 — хп (О II j е' Л (ז ) II זג (т) — жп (т) II (4)

Доказательство этого утверждения аналогично доказательству тео- 
ремы 2. Из (4) следует, что ||х״ (/) — х ( 0 Н 0  -равномерно на Т!. Теоре ־<־־
ма доказана.

Далее будем предполагать, что пространство £*, сопряженное к Е, 
является сепарабельным.

Теорема 4. Пусть последовательность (хп(•)) решений задачи (1) 
равномерно сходится на Г! к функции х(•).  Предположим, что множест- 
во Q= {ע^ £ |  v^F ( t ,  x(t)) ,  /еГ!} относительно слабо компактно и мно- 
гозначное отображение F удовлетворяет условию: для любого е > 0  су- 
ществует б > 0  такое, что при каждом / = 7", и при каждом у, \\у—x(t) || 
^ 6 ,  выполняется соотношение ff(7, x(t) )]t^>F(t, у) ([Л]е — замкнутая 
е-окрестность множества А).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Покажем, что (х(•)) имеет почти при всех 
/еТ ! слабую производную. Из условий теоремы и из теоремы 2.9.1 [3J 
вытекает существование постоянной М такой, что ||х2/)״ ) — xn(t1) II^  
־̂ Л 4-|/2—/1| для всех /!, t2̂ T l и всех достаточно больших п. Отсюда 
следует, что функции х*(х(•)) абсолютно непрерывны при всех x*eiV, 
где N счетное всюду плотное подмножество Е*. Существует множество

Р, р (Я)-=р (Г!), что для всех t ^ P  существует предел lim х* ^  ^  ~  х
м  1 —1

для всех x* ^N .  Возьмем последовательность е; - 0 < -,е ,־■   0. Так как 
х״ (■) — решение задачи (1), то легко видеть, что при каждом i
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— п ^ е  conv [Q]e. для всех достаточно больших п. Отсюда выте-
t —1

кает соотношение ---------—------EEconvQ. Возьмем последовательность
t  —  t

tm ^ t ,  tm >t .  В силу теоремы 2.9.5 [3] множество convQ слабо ком- 

пактно. Поэтому из последовательности — — ——v можно извлечь
tm - 7

х Угщ) X (Оподпоследовательность -----------—— , слабо сходящуюся к некоторому
ітк ~ 1

X* ( х  ( t m . ) —  А' (І))  ~
l i m—  = * * 0 /(0 )  (5)

пределу y{t). Таким образом,

Л* ( х  ( 0  —  X ( 0 )

t  —  t

lim•
t->t

( y(t), t РЕ: P,
для всех x* ЕЕ N. Из (5) следует, что функция t -»■ | _

1 и ,  t  РЕ I 1 \ Р ,
почти при всех t е= Т! является слабой производной функции *(•).  Со- 
гласно теореме 3.8.6 [3],

t

x(t)  =  хй +  j  у (т) dp. (6)
*0

Покажем, что
(/(/)eco n v F(t,  x { t ) )  почти при всех (7)

Допустим, что существует множество W положительной меры, на ко- 
тором соотношение (7) не выполняется. Тогда из теоремы Хана — Ба- 
наха следует, что для каждого t ^ W  существует элемент x * g j V  такой, 
что х*( г / (0)> sup х* (а). Отсюда вытекает существование подмножеств

a s  conv F{t, * « ) )
Wxz1 W, р (Г 1)>  0 натурального числа ku и элемента x * ^ N  таких, что 
х* (У (0 ) >  х* (хп (t)) -j- , t ЕЕ для всех достаточно больших п.

Отсюда имеем j x*(y ( t ) )d] 1 >  j х* (*״ -f- -ך— p (1^!), что противо-
Wi #

речит равномерной сходимости х п (■) к х(■). Из соотношений (6), (7) 
следует, что х(•)  решение задачи (3).

З а м е ч а н и е .  Результаты работы примыкают к исследованиям, 
приведенным в статье [6]. Теоремы 1—4 пересекаются с теоремами 1.1, 
2.1, 3.1 [6], однако, не следуют из них. Основное отличие состоит в том, 
что в заметке не предполагается компактность множества F(t,  х) при 
каждых (t, х), что существенно используется в работе [6].
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