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ОБ ОДНОМ НЕОБХОДИМОМ УСЛОВИИ 
ОПТИМАЛЬНОСТИ ОСОБЫХ УПРАВЛЕНИЙ

Пусть на траекториях обыкновенной динамической системы
х= /(х , и,  t ), x ( t 0) = x 0, t ( = T = [ t 0, /!], (1)

где х  — п-вектор состояния; и — r-вектор управления, в классе /־-мерных 
кусочно-непрерывных функций u ( t )  со значениями из некоторого откры- 
того множества U c z R r минимизируется функционал

/(и)=ф(х(/1)). (2)
В дальнейшем будем предполагать, что вектор-функция f ( x ,  и,  t ) имеет 
непрерывные частные производные по х и и  до второго порядка вклю- 
чительно, а функция ф(х) дважды непрерывно-дифференцируема по х.  

Как известно [1], оптимальное управление u ° ( t ) ,  t ^ T ,  в задаче
(1) —  ( 2 )  удовлетворяет условию максимума Я(х°(0, ф°(0, и°(0> t )  =  
=  шах Я (х°(0. ф°(0> « י 0י  гдеЯ(х, ф, и , 0=Ф 7(*> и, t ) \  xP( t )  — опти-иес/
мальная траектория, соответствующая управлению а ф° ( t )  — реше-
ние сопряженной системы
“ о до  =  _  d H( x ° ( t ) ,  гро (0,  и»(/),  /) ^0 ^  =  _  д <р (jfl (/,)) ^

Следуя [2], допустимое управление u ( t ) назовем особым, если для 
любого вектора ые(/, H ( x ( t ) ,  ф (0, и(/), t ) = Я (х (0 , ф (0, и, 0> t ^ T .  

Пусть u ° ( t ) ,  t ^ T ,— особое оптимальное управление в задаче (1) —
(2) . Наряду с u ° ( t )  рассмотрим «возмущенное» управление /7(0 =  
= ы°(0+Аи(0> t ^ T ,  и пусть x ( t )  = x ° ( t ) - \ - A x ( t )  — траектория систе- 
мы (1), порожденная управлением /7(0- Приращение критерия качества 
запишем следующим образом:

A J  (и°) =  J  ( и)  —  J  (и°) =  Ф (х (0)) — ф  (х° (0)) =  А х  (0) +

+  І Л * 4 * (0 У׳ ( 1” Ах (0) +  01 (||А х (0)||2)•

Пусть ф°(0. ( е Т 1, — решение системы (3), а Ф‘* (t) — (п Х п )  -матрич- 
ная симметричная функция, удовлетворяющая условию ¥* (0) =  

aa<p(*°( )̂)
дх2

Тогда приращение критерия качества может быть представлено в виде [3]
и

d t —А х (0 +  А~/׳ (х°,ы°, t)V*(t)  А х (0адиН' (/с°,ф\u \ t )
дхД J  (и°) =  — j

+
* а/ (х°,и, j)u,t)

дх

(4)

ДО 4- аГ *ז!ו  0) +  (7 ־ 
V .

. •а2я(л°,Ф0,и,/) ן А ,, ,
+ ------  д* ~ J Ах dt + ,י1 

г  fА х ' (0

Л =  о! (IIАх (0)||2) +  j  02 (||Ах (Oil2) dt +  J Ах0) 0) ׳ o3(||Ax (0||) dt.где

Выше использованы следующие обозначения:

А~/ (х°, ы°, 0  = f (*0 — (и. t י0*) /  י .°» 0׳
U

Д~Я (х°, Ф°, и0, t) = Н (х°, ф°, и, о — Я (х°, ф°, и0, 0•
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Пусть 0 — произвольный момент времени из полуинтервала [/״, t!); 
е — положительное число такое, что 0 +  е <  /!. Положим

(5)
[О, t [t0, 6)

A u{t) =  и (0 — и°(0 = * י»ן  e [0 , 0 + е)
15 (t ) А х (t), t [0 +  е, ti),

где ы — произвольный вектор из U, 5 ( 0 — (гХп)  -матричная функция 
с кусочно-непрерывными элементами. На полуинтервале [0, 0+е) при- 
ращение Ax(t) можно представить в виде

A x (/)= A * (0 )(/-0 )+ o s( /- 0 )= A f(x0 ,(0)0״ )״0,( ״ ) (t—0) + 0 4(е), (6)
откуда, в частности, следует, что на отрезке [0+е, 0] Ax(t) имеет порядок 
малости е.

На вариации (5) приращение критерия качества будет иметь следую- 
щий вид:

A J (w°) =  — J [--0+ + +־ Г , tfiJ) Ах (t) +  A J'  (х°, и0, t) ¥*  (t) Ах (t) dt—

---- у  j  Ax' (0 \ў*  (t) +  д/'О+Ц +  у*  до _(_ ijr* до Ў І +
0+s

, а2 я ( х 0 ,» , ״ + ״  , c m ׳  а2Я (х °  ,+> +״״,  , а־־я ( х » ,г 1 ) 0 ,0 » C ״, , A  ,
дх2 6 ־י" дидх י  י  ־  л ״ ג-  (П  +

+  5 0 f- ׳ ( f■ (̂ ' “0,<) 1Р* (0 +  (0 df (a f 0,0 s  (О

Пусть ¥* (О есть решение матричного дифференциального уравнения

¥* ДО =  — | df + 21 —  5 (Q ¥*(0 —

df(x° ,u ° , t)  , df(x°,u°,t) c ׳ / ״  d2H ( х ° ,+ \и (Д״
Hi ה :лт ד

ax а«

Ax (0 dt +  05 (e2). (7)

du dxS'(t)

. (8)
a x * ((+ ״

ax2-, ¥ * (0 )  =

du
а2 Я (x°,ג|י° , ц° Д) 

ax2

ax— ¥ * (0
а2я (хо,1|)״ ״, о,0  C , A

dx du ^ V '

тогда второй интеграл в правой части равенства (7) будет иметь порядок

X
«״,״+״0( ,х( ׳я״ал

dxмалости выше е2, ив силу (6) имеем AJ (и0) —

X Аи f (х°, 0 ,°״ ) +  Аи Г (х°, 0) *¥ ״°, 6)  ) A J  (х°, 0 ,°״ ) е2 +  о (е2). В силу оп- 
тимальности управления и° (t) A J (и0) >  0, что влечет за собой выполне- 
ние условия

адця ' ( + Х  +  +  A J  (jc0 u0>/) +  AJ , ״  одо w .  {t) Д  J  i A u o t) <  0> (9 )

для любых u ^ U  и /е [ /0, 0)-
Теорема. Для того, чтобы особое управление u°(t), t ^ T ,  было опта- 

мальным в задаче (1) — (2) необходимо, чтобы для любого вектора u ^ U  
и любого момента te [0 , /1 ) имело место неравенство (9), где ¥ * (0  — 
решение уравнения (8) с произвольной кусочно-непрерывной (гХ п)-мат- 
рицей S(t).

Так как множество U ■— открытое, то из неравенства (9) следует, что 
(гХ г) -матрица

<?/(х°,и°,0
du¥*  (0dfr(x° ,u \t)

du+
ЭгЯ (х 0,+ > ,ц °,0  df (х°,ц °,0

dudu dx

является знакоотрицательной.
Необходимое условие оптимальности особых управлений (9) является 

обобщением известного условия в матричных импульсах Р. Габасова [4], 
которое следует из (9) при 5 ( 0 = 0 .  Новое условие может оказаться
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эффективным в тех случаях, когда условие в матричных импульсах «не 
работает».

Пример, х!=и, х2=Х1 + х 2> х3= —их2, х!(0) = х2(0) = х 3(0) =0,.Г=[0, 1], 
\ и \  < 1 ,  ф(х) = х 3.

Легко проверить, что управление u°(t)=  0 является особым. Полагая 
5  =  (1, 0, 0), находим, что вдоль этого управления

—д*.ь ------— +  д '̂-~У *  ■ =  (—___t) е 2̂ - ‘> +  —  >  0 ^е [0  — )дидх ди +  ди ди 1 2  4  е ' 2  ^  и >[ 4

что противоречит условию (9). Таким образом, управление и°(^)=0 не 
является оптимальным.

Заметим, что условие в матричных импульсах в данном примере 
неэффективно.
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