
Функция / ״ (Я,!, , К - 1 ) называется периодограммой п• го порядка и
задается выражением

а
г־ ־1  ‘I V /
>  л: (/!) . . .  х (г1״) е '=1

<*...... 'я=о
Л—1(2л)

(^ ׳1י • • • י ׳̂ л—1) 
я—I

гДе Ч , =  — 2  V
у=!

Для оценки спектральной плотности /г־го порядка можно сформулиро- 
вать теоремы, подобные теоремам для оценки спектральной плотности 
второго порядка [5], откуда будет следовать, что оценка (12) асимптоти- 
чески несмещенная и состоятельная.

Различные вопросы исследования оценок спектральных плотностей 
второго и высших порядков стационарных случайных процессов и полей 
можно найти в монографиях [3, 6] и работах [1—5, 8—13].
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УДК 62—50
В. Л. МЕРЕЖА

К УПРАВЛЯЕМОСТИ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Рассмотрим систему управления, описываемую уравнениями
x{t) —Ax(t)-[-A\x(t—h)+Bu( t) ,  t1)  ,£0^ (־

z(t) =Hx(t) ,  (2)
с начальными условиями

х(т) =ф(т),  — /1 ^т< С 0 , х(0) =х°. (3)
Здесь х, x ° ^ R n; z^ .Rm\ u ^ R r\ А, А!, В, Н — постоянные матрицы соот- 
ветствующих размеров; h — постоянное запаздывание; ф(г), т е [ —Л, 0[ — 
кусочно-непрерывная п-вектор-функция.

Определение. Система (1), (2) называется полностью управляемой, 
если для любого начального состояния (3) существуют момент /!, /!<< 
< + о о  и кусочно-непрерывное управление u(t), t > 0, u ( t ) =  0, t ־̂ t u 
такие, что для соответствующего решения системы (1) выполняется со- 
отношение z(t) = 0 , t ^ t i .

Обозначим А (А,) =[КЕп—Л—Л! exp(—hh)]. Будем рассматривать толь- 
ко случай, когда уравнение <МА(Х)=0 имеет конечное число нулей X!
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кратности v;, 1 = 1 ,  N соответственно.
Введем векторы cijK, d[js е  Rn такие, что

v7־
Д(0 (X,.) M L  =  0; 2 ־  % * ־  А (г) ( М  =  0, / ־  I T W , у =  ТТ 7״  s = T 7 v y ,

(4)

/=01=0

2 v* / = v״;/=!
<Ф у8 (ст)- % г״г ( ° ) >  = 0 Л .« ׳ =  1, A", / =  1, / 1 ,1= 1 ״  к

<Фу,(״ ). =

s =  1, v1 = 1 ־7, ״ , v״ .
1, l - k , s + t  =  v״
0, j ф  k, либо / =  k, S +  1Ф V-j 
=  1, S =  1, V ״,  l  =  TTv,v ife>

где билинейная форма [1]
о

<Ф (о), ф (а)) =  ф 0 ) ׳ ) Ф (0) +  | ф1/) ׳ +  т) Л! Ф (т) dr,

V  CliQ-i-l -ןך----- 1/ <  a <1 0} ,e 1 ^  Ct'/S+' ;=0
(°) =  {Ф״.

4 r s I ___  __  __
% Л ° )  = {e ^  2  1), ‘,'W 'T '  0 < a < f t } ,  1 =  1, ЛГ, /=1,  s=  1, V(7.

1=0

Пусть xt = x(t  ф г) ,  — h <  t <  0, £ >  0 — часть траектории x (0 си- 
стемы (1) с начальными условиями (3);
у (0 =  col {yijs (0, 1 = 1 , N, i = 1, /,-, s =  1, v7־}, г/г ,0) ־ =  < х״ фу,(с)>. 
Тогда [2]

y(t) = Gy{t) + Cu(t), 0, (5)
У (0 ) =  { <х0, ф у ,  ( а ) > , г =  Т Г /V, /  =  Т7־/у ,  s =  ГГ Я у), (6 ) 

где G =  Diag {Gy, 1 =  1, N, j = 1, /;},

י4י/

Г  к 1 0 . . 0

Gy =
0 к 1 . . 0

_ 0 0 0 • к  _

С =  {dys В, i =  1, N, j =  1, lv s =  1, v,7}. 
Пусть

z(t) = HMy(t), t >  0, (7)
где M =  {cys, i = 1, N, 1=1,  U, s =  v17, 1} — матрица, M имеет размеры 

n X n ,  так как 2 2 v‘7 =  "  t3L
i=1 /=1

v
Предположим теперь, что u(t) =  0, Тогда x ( / ) = x  (/!+*) являет-

v  v  v
ся решением однородной системы x(t) =  Ax(t ) +  Л!х(/ — h), t > 0 ,  с на-

v
чальными условиями х (т) =  х(^! +  т), — <;0.  Из [4] и (4) следует, 
что для t >  (п — 1) h
62



N h \!
Xu+t =  (*<»+<» %/s (T) )  Ф і/v^—s+1 ( t) —

i=l /=1 S=1

= 2 2 2  У ф {* 1  t  0  s + 1 (T)>
2=1 /=1 S=1

откуда получаем
x{tl+ t )= M y ( t l+t),  t ^ { n - l ) h .  (8)

Теорема 1. Для того, чтобы система (1), (2) была полностью управ* 
ляемой, необходимо и достаточно, чтобы система (5), (7) была пол- 
ностью управляемой.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Пусть система ( I), (2) пол- 
ностью управляема и г/° =  col {2/°s, i — , j — \, U, s =  1, viy} — произ-
вольный /г-вектор. Выберем начальные условия в (3) в виде

N ‘ י,7 1
ф (т) =  2  2  ® 1h r s+  1(т) ’ —  <  т  <  0 .

2=1 /•= I S—1
Из полной управляемости системы (1), (2) следует, что в этом случае 
найдется /! и u(t), 0, 2 2 ( / ) = 0 t ,־  ^ t i ,  такие, что Hx(t) =  0, / 1 / נ3־ •
Из (7) и (8) тогда получаем, что

z(t) = HMy(t) —Hx(t) = 0 , ( n - l ) h + t it 
где y(t) решение (5) с начальными условиями 2/(0) = 2/°. Необходимость 
доказана.

Достаточность. Пусть система (5), (7) полностью управляема. Тогда 
для произвольных начальных условий (3), найдется /! и кусочно-непре- 
рывное управление 22(/), / ^ 0, u( t )=0 ,  t ^ t i  такие, что HMy(t) =  0, 
/ 1/< .для решения системы (5) с начальными условиями (6) כ

Из (8) для / ^  (п—1)/1+/1 имеем z(t) =Hx(t) =HMy(t) =  0.
Теорема 1 полностью доказана. На основании результатов работы [5] 

теорему 1 можно сформулировать следующим образом.
Теорема 2. Система (1), (2) тогда и только тогда полностью управ- 

ляема,когда
-  н м ־  НМ

HMG
[C-GC:. .: Gn-1C] =  rank

HMG

_ HMG״ ־ ' _ HMGn1־
Пусть Н = Еп. Тогда полная управляемость системы (1), (2) эквива- 

лентна полной управляемости системы (1), определение которой было 
введено в [6].

Следствие. Для того, чтобы система (1) была полностью управ- 
ляемой, необходимо и достаточно, чтобы система (5) была полностью 
управляемой в смысле Калмана.
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