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Рассмотрим дискретный стационарный случайный процесс x(t),
/ e Z =  {...  , —1, 0, 1, ...} , Mx{t) =0. Пусть *(0).........*(Г—1) — выбор-
ка Т наблюдений за процессом x(t).  Возникает задача построения оце- 
нок спектральных плотностей вторых и высших порядков процесса x(t) 
по наблюдаемой выборке и исследования свойств этих оценок. Цель на- 
стоящей работы — привести некоторые результаты исследований по дан- 
ному вопросу.

Аналогично работе [1] введем в рассмотрение смешанные моменты 
п-то порядка: mn(tu . . .  , tn) и смешанные семиинварианты п-то поряд-
ка: сп (ti, . . .  , tn), где ti........ tn^ Z  и п — конечное число. Так как x(t) —
•стационарный процесс, то для любого п, любых t!, . . .  , tn^ Z  и любого 
i e Z  справедливы равенства

Cn(t!-\-t, . . . ,  tn-\-t) =  сп (ti, . . . ,  tn),
Mn{t1 -{-t, . . .  , tn-\-t) = m n{t1, . . .  , tn).

Заметим, что т 2(т) =  С2 (т) = R (т), где R(т) — ковариационная функция 
процесса x ( t ) .

Далее предположим, что смешанные семиинварианты имеют пред- 
оставление Фурье, т. е.

П

и  тс П

—X —X /= 1
СО

где б* (х) =  2  8(х  — 2лt), а б (х)— дельта-функция Дирака. 
t — — 8

Функцию fn ( שכ1ז  . . .  , хп), сосредоточенную на многообразиях вида
П

х! =  0 (mod 2л) назовем спектральной плотностью п-го порядка. Она
/=1
периодична с периодом 2я по каждому из аргументов. Из работы [2] еле- 
дует, что класс случайных стационарных процессов, для которых воз- 
можно представление (1), существует. В случае п =  2 из равенства (1)тс
нетрудно получить, что c2(t) =  J / (זג) elxtdx, где f{x) =f 2 (x, —x) — обыч-

— 1C

ная спектральная плотность стационарного случайного процесса x(t).
В дальнейшем будем предполагать, что на спектральную плотность 

наложены ограничения:
Н х + К ) Ч ( Ь ) + Я ( х Л ) ,  (2)

Г(1* 2/=1) fn(x1 , , хп) е '  ' dx! . . .  dxn, (1)

где
|Я (* ,а ,) |« £ С |* |. (3)

Выборочной спектральной плотностью, или периодограммой, назы- 
вается статистика

г—1
/ Г(Ч  = І־  2 (х{іг ־  х & ) № - * ' ) ,  (4)

І̂» 2̂=0
где —л ^ Х ^ л . Из [3] известно, что, если принять статистику (4) за оцен- 
ку спектральной плотности, она будет асимптотически несмещенной, но 
ие состоятельной оценкой. Как оценку спектральной плотности f(X) в 
точке \ s, где
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рассмотрим выражение

( 6  у/г (Я5) =  2  Фг (^) It (ta+*)•

В равенстве (6 ) срт (к) — некоторая функция, называемая спектраль- 
ным окном и удовлетворяющая свойствам: срг(&)>0, V  срг (k) — 1,..

к
Н т 2 ф г ( Л ) | Л | < о о ,  - [ ך ־ ] < * < [ ך ־ ].

Сформулируем несколько теорем, которые дают представление о свой״- 
ствах оценки (6 ).

Теорема 1. Если спектральная плотность /(Я) стационарного случай-
ного процесса л־(?) удовлетворяет соотношениям (2 ) и (3), то для оцен-

л
ки fri^s), задаваемой (6 ), справедливо неравенство

(7);( 2 ф г ( * ) |* | + ־§־1״  П .
х k '

Из теоремы 1 следует, что оценка спектральной плотности f T (Я5), за- 
даваемая (6 ), является асимптотически несмещенной.

Введем в рассмотрение функцию
... ......... ... .........  ... .........  ...  7' (г1 ~Ь г (Е г3־ 1

Ф (21י Z2, Z3) =  1
S\п.

sin г1 +  г2 +  гз 
2

sin _£*_sin -Sin 4S-

Из работы [3] известно, что
 ̂ זד זי  те

SUP (2л)3 ~Т I І (* I ^  (^1 י ׳*2י  г .) | ^ 2  * 3  'Е Cq.
— тс — тс — тс

Теорема 2 . Пусть процесс x(t) имеет первые четыре момента щ 
спектральные плотности вторых порядков удовлетворяют (2 ) и (3)- 
Тогда,если

sup | f (Я) | С1 , sup | /4 (Я!, Я2, Яз, Я! Я2 Яз) | С2,
к X,-, »=1, 2, 3,

ТО

- DfT (Я.) ו  2  ф£(А) f2 (К) -  2  Фг (S +  т) Фг (S -  т )  /* (Ят ) | <

4я2 С2/  2я С2*Сз׳7י 2 ) - * Ф2Г (Л) ז־ד 3 2 1  + п2 т־2  ) + * ^ - ( 2 Ф2Г(*1(־ к 1+2). (8 )'
/г k

Рассмотрим среднеквадратичное уклонение для оценки (9), т. е.

м  | h  (Я.) -  f (Я,) I2 =  I MfT (К) -  / (Я.) I2 +  DfT (Я,). (9)־
л

Подставляя в правую часть (9) значение /г(Я3) и находя математическое 
ожидание и дисперсию оценки (6 ), получаем

ЛГ?г (Я ,)- /(Я ,)  =  2 фг(А) f [/(г +  Я,+* )- /(Я ,)1 Ф г (2)Л, (10>ь זד׳■״—
Ггs1nz

есть ядро Фейера.
sin1־

где функция Фг (z) =  -



тс 1с זד
Dfr (К) =  1 2 Чт (*«) j (־£־־   j  j  /4 (2!—Xg+fe, г2 — Я5+й1, г3 — Я5+*г) X

k!, k2 —It—it—it

X ф (2 1 , 22, z3) dz! dz2 dz3 +  2  Ф7־ (£!) Фг (k2 ) X
ku k<l

X [( J  / (X) Ф (x — Я8+*״ X — K+k2) dxj2 +

+  ( j  / (x) Ф (x — Я5+*״ x — Л5+а2) с/х)2]. (11)

Из равенств (10) и (11) легко видеть, что они взаимосвязаны. Если 
мы будем уменьшать смещение, то дисперсия будет увеличиваться, а 
если будем уменьшать дисперсию, то смещение будет увеличиваться. 
Из теоремы 1 и 2 видно, что при Г-*־оо среднеквадратичное уклонение 
стремится к нулю.

З а м е ч а н и е  1. Если х (/) — непрерывный случайный процесс, тогда 
по наблюдению x(t),  /е [0 , Т] можно построить оценку спектральной 
плотности, аналогичную оценке (6), только вместо сумм будут интегра- 
лы. В этом случае будут справедливы теоремы, подобные теоремам 
1 и 2.

З а м е ч а н и е  2. Изложенное можно распространить и на однород- 
ные случайные поля.

Далее рассмотрим некоторые аспекты оценки спектральных плот- 
ностей высших порядков. Так как спектральная плотность п-го порядка

П

״/ (Я!, . . .  Ял- 1 ) сосредоточена на многообразиях вида 2 ] Я;• =  0 (тоб2я),
/=1

то спектральная плотность п-го порядка будет функцией п — 1 перемен- 
ных. Действительно,
f n( K = К)1 у, Яу ר■■•   0 (тоб2я) ־ fn (Я!, ■.. , Яга—1 , Я! . . .  Яп—!) =

/=1
=  fn (̂ 1> • • • > 0■

Заметим, что при исследовании оценок спектральных плотностей вто- 
рого порядка появляются спектральные плотности 4־го порядка, о кото- 
рых мы предполагаем, что они ограничены. Но важно построить удовлет- 
верительную оценку этой плотности. Оценки спектральных плотностей 
высших порядков так же необходимы при проверке процессов на гауссо- 
вость (известно, что все спектральные плотности при п > 2 равны нулю 
.для гауссовского случайного процесса). Кроме того, оценки старших 
спектральных плотностей используются во многих приложениях [4].

Как оценку спектральной плотности /״ (Я51, • • • י рассмотрим ста-
тистику

f n  І К ,  • • • 2 = ( Ф י 1 » ( * 1 > k י • • ■  n — 1 )Л 1 (^5 1 + *1 »  • • • , ^ я1׳ 2 )  < ( ! _ + * ״1 ״ _ )
’ k u  ... k n— 1

=  1, n — 1; функция <pj (£!,..., £״_ ! )>
X  0 удовлетворяет свойствам:

- 1 )  ==  1, lim  2
T- .,*־־*־ז k ,

 ־ T ־
2

Vj/вві
k ........*л—1

лші т מ

BO



Функция / ״ (Я,!, , К - 1 ) называется периодограммой п• го порядка и
задается выражением

а
г־ ־1  ‘I V /
>  л: (/!) . . .  х (г1״) е '=1

<*...... 'я=о
Л—1(2л)

(^ ׳1י • • • י ׳̂ л—1) 
я—I

гДе Ч , =  — 2  V
у=!

Для оценки спектральной плотности /г־го порядка можно сформулиро- 
вать теоремы, подобные теоремам для оценки спектральной плотности 
второго порядка [5], откуда будет следовать, что оценка (12) асимптоти- 
чески несмещенная и состоятельная.

Различные вопросы исследования оценок спектральных плотностей 
второго и высших порядков стационарных случайных процессов и полей 
можно найти в монографиях [3, 6] и работах [1—5, 8—13].
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УДК 62—50
В. Л. МЕРЕЖА

К УПРАВЛЯЕМОСТИ СИСТЕМ С ЗАПАЗДЫВАНИЕМ

Рассмотрим систему управления, описываемую уравнениями
x{t) —Ax(t)-[-A\x(t—h)+Bu( t) ,  t1)  ,£0^ (־

z(t) =Hx(t) ,  (2)
с начальными условиями

х(т) =ф(т),  — /1 ^т< С 0 , х(0) =х°. (3)
Здесь х, x ° ^ R n; z^ .Rm\ u ^ R r\ А, А!, В, Н — постоянные матрицы соот- 
ветствующих размеров; h — постоянное запаздывание; ф(г), т е [ —Л, 0[ — 
кусочно-непрерывная п-вектор-функция.

Определение. Система (1), (2) называется полностью управляемой, 
если для любого начального состояния (3) существуют момент /!, /!<< 
< + о о  и кусочно-непрерывное управление u(t), t > 0, u ( t ) =  0, t ־̂ t u 
такие, что для соответствующего решения системы (1) выполняется со- 
отношение z(t) = 0 , t ^ t i .

Обозначим А (А,) =[КЕп—Л—Л! exp(—hh)]. Будем рассматривать толь- 
ко случай, когда уравнение <МА(Х)=0 имеет конечное число нулей X!
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