
ct/_i =  x a w - f  x l2 w° -j- . . .  +  x u w*l~ l .
Выпишем приведенное представление элемента х в явном виде

а0 а г .
a a U  «О • • • «/-2

д а ] '  ‘ й а “ '  1 .  .  .  а ° д  1

ai—i \

Отсюда вытекает, что T rd х  =  а 0 -(-а о -f- . • . +  а* 1 =  tr а 0. Теперь можно 
приступить к вычислению формы (3 (х, х). Воспользуемся тем, что скаляры 
поля F переставляются с элементом б с помощью автоморфизма ст. Тогда 
Р(х, x )= T r d  (х2) =  Trd(a2 +  а 1а ; _ 1а + а ,а = 2_ 2 +  . . . )  =  tr (а2) +  atr ( а ^ ^ ф -  
a tr (а2 а ’_ 2) +  . . .
Заметим, что в последнем выражении сумма квадратичных форм является 
прямой, причем первое слагаемое — следовая форма расширения F/К-  Бо­
лее того, слагаемые вида tr(a.,aj), а значит, и аФг(ага 2-) при i ф  j  гипер­
болические, потому что уравнение а г =  0 задает изотропное подпространст­
во максимальной размерности /. При нечетном / все слагаемые, кроме 
первого, будут слагаемыми указанного типа. В случае четного I =  2s име­
ется, помимо первого слагаемого, еще одно априори не гиперболическое 
слагаемое вида a t r ( a sa “s). Автоморфизм os =  т является инволюцией, поэ­
тому это слагаемое соответствует квадратичному пространству Vх (F).
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| Н. В. ГОВОРОВ  I , И. Е. С АН Д Р И ГА Й Л О  , С. В. РОГО ЗИ Н

ОБ А С ИМПТ ОТ ИЧЕ СК ИХ СВОЙСТВАХ ОСОБОГО ИНТЕГРАЛА  
ТИПА КОШИ С КОНТУРОМ НА П О Л О Ж И Т Е Л Ь Н О М  ЛУЧЕ

В настоящей работе исследуются асимптотические свойства интег­
рала

'Иг) =  - Ш  J  Ч 0 Ж '  « > ° -  ( ! )
а

при z ( e [ a ,  + о о ) ) - > о о ,  а такж е при z (  = t<=[a, -(-о о ))  —>—[-°° в предполо­
жении, что ф (t) в окрестности / =  +  оо ведет себя как  степенная функ­
ция [1].

Введем в рассмотрение следующий класс функций.
Определение 1. Непрерывная на [а, + о о )  функция f ( t )  принадлежит 

классу Н р[а, + о о ] ,  если
f  (/) локально гельдеровская, т. е. V  t0̂  (а, + о о )

3  6 о > 0 ,  Л о > 0 ,  0 < p „ s £  11V t±, 4б= ( t o — бо, /о+бо)

\ f { t i ) - f № \ < A \ - L  ^  ||,0; (2)

lim f( t )  =  ' КФ оо; (3)

при некотором р
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Если f { t ) <=H9[a, - f  oo], то, вообще говоря, f £ H  [a, 4- 00] и 3  lim/(f).
t—►+ oo

Из [2, с. 194] вытекает, что, если / & Д р[а, +  °°], то существует 
lim* /  (t) =  lim f  (t) =  X,  где E  — множество нулевой относительной меры,

/-*--}- 00 /->--foof t(qEE
Е  П (0, г) пт. е. lim — — ----- — =  0.

г

Теорема 1. Пусть Д 1 ) е Й р[а, + ° ° ] .  0 < р < 1 .  Тогда для особого ин­

теграла i|i(f)=f | ^ ^  \ - dx существует l im*— =  ]]т  = —jilctgpn.
Q Т1Т <-++<» t <->+» V

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Рассмотрим сначала

а а а

Переставляя порядок интегрирования и интегрируя затем по частям, 
получим

а а а а

Заметим, что при этом интегралы в (5) и (6) существуют в смысле глав­
ного значения. По свойствам особого интеграла [3, с. 73] из (6) получим

lim -Ц р -  =  lim | =  — яЯ ctg ря. (7)
Г' г->°° Г' - ‘

Н е ограничивая общности, будем считать далее, что Я =  0. Обозначим 
в этом - случае ф(7) через фо(7). Запишем фоЯ) в виде фоЯ) =

1/2 3 t /2  oo з

=  t I  4 ( T - Y dT +  * -f t C t - o  dx +  t  J  \ f ( T - t )  dr  =  2  ^ ( О -  Выбе-
a 1 ’ t / 2  31/2 '  ’ k = l

рем e >  0. Найдем T  =  T  (e) >  0:
f ( x ) < s  при X' >  T,  (8)

<  e x? при x > T .  (9)

Зафиксируем теперь произвольное t~>2T
31/2 31/2 31/2

’M / )  =  — ,f f (T)TT dx +  j  - /(T| l i  (/) T<»dT4-/(/) f T̂ ~ f  -dx +
//2  t/2 t/2

3 //2

+  i w "  j  - 4 4 -
1/2

И з (9), (2) и неравенства | т р—7р| < Н Р_1| Т— 1̂ вытекает, что
ф о 2 ( 0  < 4 ^ 2  1 . 8  П р .  ( Ю )

1/2 Г т  1/2 Т

* »  ( 0 — 2  J  Ч ф - d x + 4  ^  f  4 М Ш  ь  + f
а а а Т а

Применяя (8), ограниченность f ( x )  и теорему о среднем, получим, что
j ^ o i ( O I < ^ i e / p. (11)

(* т° с1тНаконец, для ф03(/) имеем ф03( f ) <  s t  \ - у - — —. Вычисляя последний ин-
31/, т(т ’

теграл, приходим к соответствующей оценке для ф0з ( 0 :
фоз(0 < Л з в П р. (12)
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Объединяя (10), (12), получаем

1 ^ < 0 ,  ' (13)
* -* + «  V  v

Если предположить, что в (13) имеет место знак « < » ,  то получим про­
тиворечие соотношению (7). Следовательно, lim ^  =  0 или lim ^  ^  =

оо V  f - > + o o  t '

=  — я Я И ^ р я .  Окончательный результат вытекает из [2, с. 194]. 
Рассмотрим теперь функцию

X (г) =  ехр |г  [  rfT|, [«. +  °°). О <  р <  1, (14)

где f ( t )  удовлетворяет условиям (3), (4). Функция X (z )  является ана­
логом канонической функции однородной задачи Рим ана [3, с. 109], 
играющей большую роль в краевых задачах  для аналитических функций. 
Имеет место

Теорема 2. Если f ( t )  удовлетворяет условиям (3), (4), то функция 
X (z ) ,  определенная формулой (14), является аналитической и порядка 
р [2, с. 11] в плоскости с разрезом по вещественному положительному 
лучу и существует предел

fex (6) =  lim ln l x lre )!■' =    ДЕ— cosp(0!— я), 0 <  0 <  2я,
v ’ _ г? sm  р я  г  4 * пГ '-*  оо / *

причем стремление к пределу равномерно по 0 e [ i y ,  2 я — ц] \/"П S  (0; я). 
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Существование интеграла в (14) вытекает из

оо т
Г dx С f  (х)(4). Преобразуем тогда 1пХ(г) к виду In X  (г) =  г J ■ . _  ,2 ■ j - —- — dx.

а а
х

Положим р(х)  =  \ f ( x ) x r̂~1 dx,  тогда р ( т) =  тр+ р 0(т)тР, где Н т/?0(т) =
а Р т-*~

=  0. I n X (г) =  г j  +  2 I Р°(т—Т- / Т • ПеРвый интеграл здесь имеет
а а

асимптотику

г 1 =  s i i T ^ r 1ргс гР +  0 (1 ). М - ° ° ,  (15)

(см., например, [3, с. 71]), а для второго, используя (15), получим

f Ро ( т )  т р йт 
(т — г)3 <  L • е • |г |р. (16)

Из (15), (16) следует утверждение теоремы.
Функция F{z ) ,  аналитическая внутри угла ( 0 t; 0 2) и порядка р в нем 

называется функцией вполне регулярного роста (в. р. р.) на луче 
a r g z  =  0 e ( 0 i ;  02) [2, с. 182], если существует

lim l n | f  (r£l9)1 , (17)
r°

где Е  — множество нулевой относительной меры. Функция F (г) — в. р. р. 
в угле [0ц 0 2], если V 0 е [ 0 ц  ©2] существует предел (17), причем Е —  
множество, общее для всех лучей.

Следствие 1. Функция X (г ) ,  определенная формулой (14) в условиях
(2) — (4), является функцией в. р. р. в угле [0; 2я]. При этом ее индика­

тор hx (0) [2, с. 72] задается в [0; 2я] формулой йх (0) =  lim 1п  ̂Х ^  ■■■— =
Г-*- оо Т'

— ------------ cos р (0 — я )
s in  р я  г  '  ”
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где верхний предел при 0 ^ 0 ;  2 я  можно заменить точным. Перейдем те­
перь к расширению предположений на f(t).

З а м е ч а н и е  1. Условие (2) можно заменить условием ([3, с. 56])

Г “ СО dx  <  - f  оо, а >  0 , (18)

где со(т) — модуль непрерывности функции f ( x) .
З а м е ч а н и е  2. В теореме 1 неявно предполагалось, что I m f ( t )  =  

=  0. Это не ограничивает общности.
З а м е ч а н и е  3. Условие (4) можно заменить условием: для неко­

торого п ^ 2  существует

п I 1,1 J / tn~ l ** С Ы \ *0
Пш р 1  ̂  ̂ 40 С И  ‘) 1J i f f -  * о*»

Полученные результаты переносятся такж е на случай р ^ 1 .
Теорема 3. Если / ( f ) e # p_[P][a, +  оо], р > 1  — нецелое, (или удовлет­

воряет условиям (3), (18), (19)), то функция X (г) =  ехр |гМ+1 f —руту— 1,
I а т Z)J

а >  О, является функцией в. р. р. при порядке р в угле [0; 2я], причем 

hx (0) =  hx (2я) =  lim* ln  ̂Х—^11 =  — ctg рЛ) йх (© )= Н ш ln I х  ) I =
/"-►ОО ГР /-̂ СО rf

лЛ=  -А р--—cos р (q — я), О <  0 <  2 я  и стремление к последнему пределу
равномерно по 0 [rj, 2я — т]], т] е  (0; я).

Теорема 4. Если f ( t )  удовлетворяет условиям (2), (3) при р ^ У ,
t t

1 Г /  (т) т ? , 1 Г /  (т) .а также существует lim j  ' v Д — ат =  lim j--  ■ ^------ =  л, то
/-*■+» а X' ■ <-►+оо ^

функция X  (г) =  ехр | г р+1 Г Н т) т’ dT I а >  о, р е  У, является функци-
( а тР 1 г) j

ей в. р. р. при порядке р в угле [0; 2я], причем hx  (0) =  hx  (2я) =  lim* X
Г  - > - j - o o

X In X ± (r) . , , .  In X  re1* ,  _ _  — =  x, /jx (0) =  iim — !_щ— z_!_ =  ^ cos p0i 0 < 0 <  2я, a стрем-
ГР ln r  /•-► oo r p ln r

ление к последнему пределу равномерно по 0 е [ т ] ;  2л-— ii[, г ) е ( 0 ; я).
З а м е ч а н и е  4. Результаты, аналогичные выводам теорем 1—4, 

можно получить для следующих двух классов плотностей ф(^) в ( 1):
A. q>(t) =f ( t ) t P,  р > 0 ,  / е [ а ,  + о о ) ;  f ( t )  монотонно убывает на 

[а\ -(-оо); — оо, C =  const.

Б. ф (0  монотонно убывает на [а; +  оо); lim -Щр-  =  X ф  оо, р >  0;
/ -> 4 - 0 0  t '

l im_ p _ . ( j p W -dx =  x.

З а м е ч а н и е  5. Из элементарных свойств монотонных функций 
[4, с. 179, 375, 380] вытекает, что функции ср(7) из классов А и Б интегри­
руемы по Риману на любом конечном отрезке и имеют на [а, 4-оо] не бо­
лее, чем счетное число точек разры ва (эти точки-нули X ( t ) ) .
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О Н А Ч А Л Ь Н Ы Х  Д А Н Н Ы Х  П Е Р И О Д И Ч Е С К И Х  Р Е ШЕ Н И Й  
Л И Н Е Й Н Ы Х  СИСТЕМ Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й

Рассмотрим линейную систему
x— P ( t ) x ,  x<=Rn, t ^ R ,  (1)

где P( t )  непрерывна и P ( t - \ -2л) =P ( t ) .
Известно (см. [1], с. 72), что для системы

x = X ( t ,  х ) ,  (t, x ) ^ R n+l , (2)
удовлетворяющей условиям теоремы существования и единственности, 
существует функция F(t ,  х)  со свойствами: 1) F(t ,  x ( t ) ) = x ( — t) для 
любого решения x( t )  системы (2), определенного при t =  0; 2) F(t ,  х) 
является решением системы

4 т - + 4 ^ Х ^  П  =  0 (3)

с начальными условиями F (0, х)  =.v; 3) продолжимое на [—я, л] решение 
x( t )  системы (2) с 2я-периодической по t правой частью будет. 2я&-пе- 
риодическим ( k ^ N )  тогда и только тогда, когда x ( n k ) \ \ = X  является 
решением системы

F(nk,  X) = Х. (4)
Эта функция названа отражающей функцией системы (2).
Ле мма  1. О траж аю щ ая функция системы (1) может быть представ­

лена в виде F(t ,  х)  = e s{-^x, где S( t )  нечетная дифференцируемая матрица.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Используя первое свойство отражающей 

функции, нетрудно показать, что F(t ,  х)  можно представить в виде 
F(t ,  x ( t ) )  = B ( t ) x ( t ) ,  где B( t )  = X ( — t ) X~1(t) и X( t )  —  фундаментальная 
матрица системы (1), для которой X (0) = Е ,  a X (— t) ==Y(t) — фундамен­
тальная матрица системы у  = — P ( — t)y.  Тогда (см. [2, с. 239]) матрицу 
В (t) можно представить в виде В Ц) =  eLnBW. И так  как  In B~i (t) =  
=  —In B( t ) ,  где 1 п В (/)  та непрерывная ветвь, для которой Ln B~l (t) =  
=  -—Ln В (t) (см. [3, с. 25]), и В ( — t) =  В~1(/), имеем F(t ,  x ) = e s^ x ,  где 
S( t )  — ln В (t) — нечетная дифференцируемая функция.

Зад авая  конкретные значения матрицы S ( t ) ,  можно указать различ­
ные достаточные условия для матрицы P( t ) ,  при которых эффективно 
выписывается алгебраическая система для определения начальных д ан ­
ных периодических решений системы (1). Пусть к примеру S ( t ) = A t ,  
где А ■— постоянная матрица.

Ле мма  2. Д ля  существования у системы (1) отражающей функции ви­
да F(t ,  x ) = e Atx, необходимо н достаточно выполнения следующего 
условия

- 2 Р (0) ехр ( - 2 Р (0) 0  - f  exp ( - 2 Р  (0) t) Р (t) +
+ Р ( —0 е х р ( - 2 Р ( 0 ) < ) = 0 ,  Yt<=R.  (5)

Если у системы (1) отраж аю щ ая функция указанного вида существует, 
то А = —2 Р ( 0 ) .

Д о к а з а т е л ь с т в о  леммы очевидным образом следует из свой­
ства 2) отражаю щ ей функции.

Теорема.  Пусть для непрерывной 2л-периодической матрицы P ( t ) 
выполняется условие (5). Д ля  того, чтобы решение x ( t)  системы (1) бы­
ло 2яй-периодическим ( k ^ N ) ,  необходимо и достаточно, чтобы x(nk)  =  
= Х являлось решением линейной алгебраической системы
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