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Физика
■

У ДК 518:519.2
В. В. АПАНАСОВИЧ, А. Ф. ЧЕРНЯВСКИЙ

ОБ ОДНОМ МЕТОДЕ МОДЕЛИРОВАНИЯ  
ПУАССОНОВСКОГО ПОТОКА СЛУЧАЙНЫХ СОБЫТИЙ

П одавляю щ ее большинство потоков, возникающих при проведении 
различного рода физических экспериментов, является пуассоновскими 
с изменяющ ейся во времени интенсивностью. Задача  моделирования т а ­
ких потоков чрезвычайно актуальна в связи с интенсивным проникно­
вением метода статистического моделирования в область исследования 
систем обеспечения физических экспериментов.

Д л я  задания пуассоновского потока случайных событий в общем слу­
чае необходимо знать монотонно неубывающую, ограниченную в любом 
конечном интервале ведущую функцию А(£) [1].

В данной работе рассмотрен случай абсолютно непрерывной ведущей 
функции. Это допущение позволяет говорить об эквивалентном задании 
потока с помощью функции %(t)='A' ( t )  — интенсивности потока.

Пусть пуассоновский поток случайных событий задан  на интервале 
[Го, Т], 0 < yV (T )  — А (Г 0) ^ А <  +  оо. К ак отмечено в [2], моменты наступ­
ления событий пуассоновского потока можно рассматривать как реали­
зации независимых, одинаково распределенных случайных величин 
!ь  . . . ,  gv с функцией распределения

где v — дискретная случайная величина, определяю щ ая число событий 
потока на [Г0, Т] и распределенная по закону Пуассона с параметром

В силу сделанного предположения о характере ведущей функции слу­
чайные величины | i ,  . . . ,  gv непрерывны с плотностью распределения

Д ля  моделирования пуассоновских потоков существуют два универ­
сальных способа: первый использует метод обратных функций, а второй 
основан на преобразовании предварительно полученной реализации по­
тока Бернулли. Если применение метода обратных функций сопряжено 
со значительными трудностями при вычислении значений функции, 
обратной к функции распределения очередного интервала между момента­
ми наступления событий, то переход к потоку Бернулли требует приме­
нения операции сортировки. П редлагаемы й в работе метод моделирова­
ния пуассоновских потоков основан на использовании операции проре­
ж ивания исходного более интенсивного потока. П рименяемая операция

. Л (t) — Л (Гр) 
г  W  -  Л (Т) — Л (Т,,) ’

[Л (7 > -Л (Г о ) ] ;

Р {v =  i} = [Л (Т) — Л (Г 0)]г „-[Л (Г)-Л (Г0)] 
г! ’, i  =  0 ,  1 , ------------- ( 1)
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реж екции аналогична процедуре исключения в широко используемом 
для моделирования случайных векторов метода Неймана.

Справедливо [3]
Предложение 1. Д ля  каждого i, i =  1, . .  . , v — вектор (gi, а , ) ,  где слу­

чайная величина а» при любом g i= x  распределена равномерно н а 
[О, ^ (х )], распределен равномерно в области

D = { ( t ,  y ) \ T 0^ t ^ T ,  O ^ y ^ X ( t ) } .

Справедливо такж е обратное
Предложение 2. Последовательность случайных величин gi, . . . ,  gVr 

таких, что векторы (gi, cti), i — 1, . . . ,  v, равномерно распределены в об­
ласти  Д, a v подчиняется распределению (1), определяет на [Г0, Г] пуас- 
соновский поток с интенсивностью %{t) .

Предположим, что существует эффективная процедура генерации пу- 
ассоновского потока с интенсивностью \ ( t ) .

Предложение 3. Пусть последовательность случайных величин 
gi, . . . ,  gv определяет на [Г0, Г] пуассоновский поток с интенсивностью’ 
X(t) .  Тогда последовательность случайных величин тд, . . . ,  т]|Х опреде­
ляет на (Го, Г] пуассоновский поток с интенсивностью (3 (Г), если реали­
зации векторов (%, y k), k = \ ,  . .  . ,  р, рассматриваю тся как реализации 
векторов (gi, сц ) , i =  1 , . .  . ,  v, попавшие в область

£)3 = { (^ . У) \T0^ t ^ T ,  0 < г /< ( 3 ( 0 } ,  
а р  — число векторов (gi, a i) , £= 1, . . . ,  v, реализации которых попали 
в Др.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  И з предложения 1 сразу следует, что векто­
ры (rjfe, yh), k — 1, . . . ,  р  равномерно распределены в области Др.

Теперь, учитывая предлож ение 2, осталось показать, что р подчиня­
ется распределению Пуассона с параметром [В (Т)  — В  (Г 0)], где В (t) =

t
=  \  р (х) dx  +  В  (Т 0). Действительно,

Т о

Р { р  =  k} =  2 .Д {р  =  k '' v =  0  =  =  i) ' p  =  & lv =  0 - (2)
i=k i=k

Т ак как. вероятность попадания в область Др вектора, равномерно рас-Q ^  t'J' \
пределенного в Д, равна —д'(У) — А (Г )— > т0  Р {\^ — k \ v  =  i} —

В ( Т ) - В ( Т  о)
А ( Г ) - А Г 0)

В (Т) — В (Т0)
Л ( Г ) - А  (Г0) J

i—k

Подставляя последнее выражение в (2) с учетом (1), получаем Д {р — k} ~

[А (Г )-В (Г 0)]* ГА(Г)-А(Г.н V  [А (Г) — Л (Г0) — В (Т) +  В (Г0)] i—k

- а  е Z г — -------У - * ) !   "   0ТКУда

р  (р  =  k)  =  —\!?SE1— д — е—[в(Л—в(т0)]  ̂ что и Хребовалось показать.

П редложение 3 дает простую и удобную схему получения реали за­
ции пуассоновского потока с интенсивностью (3 (/) по реализации пуас­
соновского потока с интенсивностью Ц Д ^ Р Д ) .

Генерируем моменты наступления событий исходного потока Д, . . . .  
Д л я  каждого Д, £ — 1, 2, . . . ,  генерируем случайную величину, равномер­
но распределенную на [0, Ц Д )]. Если ее реализация г /г^ Р (Д ) , то Д 
является моментом наступления события потока с интенсивностью РД) .  
В противном случае Д теряется.

По аналогии с методом Н еймана под эффективностью предлагаемого 
способа будем понимать относительное число полезных генераций при 
получении одной реализации потока. Ее значение равно отношению сред­
него числа событий искомого потока к среднему числу событий исход-^  ^  t'J' А
ного потока, т. е. к  =  . ;т — . , J ” . Предположим, что для полученияА  (1 ) Л
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реализаций исходного потока выбран метод, позволяющий генерировать 
возрастаю щ ую  последовательность моментов наступления событий t i ^ .

. . .  К ак  нетрудно показать, используя свойство отсут- 
ствия последействия пуассоновского потока, в этом случае описанную 
схему можно модифицировать следующим образом: после очередного- 
момента наступления события искомого потока т корректируем «покры­
вающую» интенсивность так, чтобы новая Хт( /)7 > р (0  только для 
te [x ,  Т]. Т акая корректировка позволяет во многих случаях сущ ествен­
но увеличить эффективность рассмотренного метода.

Полученный в работе алгоритм моделирования применялся для ге­
нерации внешних воздействий в имитационных моделях автоматизиро­
ванных систем обеспечения лазерно-локационных экспериментов, а так ­
ж е для экспериментов по исследованию явления радиолюминесценции.
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УДК 577.3
А. С. ЕГОРОВ, В. И. КРОТ

ВЛИЯНИЕ ПАРАМЕТРОВ СРЕДЫ  НА СТРУКТУРНОЕ СОСТОЯНИЕ 
КОНДЕНСИРОВАННЫХ ДНП-СИСТЕМ

Решению одной из актуальных задач  современной биофизики — вы ­
яснению механизмов регуляции функциональной активности генетиче­
ского м атериала клетки — в значительной степени может способство­
вать изучение структуры и свойств хромосомных моделей in v itro  при 
варьирую щ их условиях среды. Одной из таких моделей, адекватно от­
раж аю щ ей поведение моделируемого м атериала in vivo, является н ад ­
молекулярная дезоксирибонуклеопротеидная (Д Н П ) структура, пред­
ставляю щ ая собой одноосно ориентированное конденсированное волок­
но в физиологическом растворе (0,14 М N aCl, pH 7,0) [1], весьма 
чувствительное к изменению как  соотношения компонентов Д Н П -комп- 
лекса, так  и параметров внешней среды. В основе такой чувствительно­
сти хромосомных моделей к различным физико-химическим воздейст­
виям леж ат перестройки пространственной структуры надмолекулярных 
ДН П -систем, вызванные, в свою очередь, изменением характеристик 
межмолекулярного взаимодействия в нуклеопротеидном комплексе.

Ранее нами [2, 3] был предложен метод количественной оценки попе­
речных межмолекулярных связей (узлов) в пространственной сетке у ка­
занных систем, основанный на высокоэластической природе деформации 
Д Н П -волокон при небольшой (10~7— ICh6 Н) нагрузке. Однако этот ме­
тод наряду с достоинствами (высокая чувствительность, возможность 
исследования образцов в условиях, приближаю щ ихся к физиологичес­
ким, а такж е одновременного изучения большого количества объектов) 
обладает и рядом недостатков (погрешность ~ 2 5  %, отклонения от изо- 
термичности деформирования, нестационарное™  деформирующего об­
разец  потока физиологического раствора), что побудило нас предпри­
нять попытку модификации метода с целью устранения указанны х недо­
статков [4]. С помощью сконструированной нами установки удалось 
провести нагружение Д Н П -волокна стационарным потоком физиологи­
ческого раствора при постоянной температуре, избеж ать использования 
в расчетах ряда приближенных параметров, а такж е упростить поста­
новку эксперимента и снизить тем самым погрешность метода до 12 %.
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Эти методы использовались 
нами для изучения зависимости 
числа узлов в пространственной 
сетке Д Н П  от целого ряда ф ак­
торов внешней среды, в частности 
ионной силы и pH  физиологиче­
ского раствора.

П репараты  Д Н П  из тимуса 
телят и кроликов и Д Н П -волокна 
получали с помощью методов, 
представленных в работах [1, 5]. 
А нализ выделенных препаратов 
проводили, пользуясь методами 
[6 —8]. И спользованные препара­
ты имели следующие характери­
стики: М ~ 2 - 1 0 7; Л7Р =  3,9н-4,5; 
Сднп =  0 ,1-=-0,2 мг/мл. Д ля всех 
препаратов наблю далось практи­
чески полное воспроизведение 
изучаемых зависимостей.

Н а рис. 1 показана зависимость относительного количества попереч­
ных межмолекулярны х связей, приходящ ихся на одну молекулу в Д Н П - 
волокне (L ), рассчитанных с помощью исходного метода (кривая 1) и его 
модификации (кривая 2) от ионной силы (р) среды. Д ля сравне­
ния приведены результаты  качественного характера (кривая 3),  адек­
ватно отраж аю щ ие закономерности, которым мы даем  количественную 
характеристику при реологическом исследовании модельных хромосом­
ных структур. Эти данные, взяты е из работы  [9], даю т информацию о по­
ведении непосредственно хромосом при аналогичных изменениях п ар а­
метров среды. К ак  видно из рис. 1, кривые 1 к 2 имеют характерную  
куполообразную  форму, хотя положения максимумов не совпадают 
(0,22 М  и 0,20 М  соответственно); увеличение числа связей между моле­
кулами различно. О днако эти отклонения могут быть объяснены разным 
временем выдерж ивания препарата от момента его выделения до экспе­
римента и в некоторой степени характеристиками самого препарата. 
К ривая 3 такж е носит куполообразный характер, причем положение м ак­
симума полностью совпадает с таковым на кривой 2. М аксимум кри­
вой 3 соответствует наибольш ему сжатию  хромосом при концентрации 
N aC l, равной 0,2 М,  при которой мы фиксируем максимальное количе­
ство узлов в пространственной сетке Д Н П . Л евая  и правая ветви кри­
вой 3 указы ваю т на набухание хромосом, где имеет место снижение 
числа связей между молекулами. Более пологий ход кривой 5, получен­
ной при исследовании хромосом, может быть объяснен, по-видимому, не 
столько различиями в структурной организации реальных и модельных 
Д Н П -систем , сколько тем, что, судя по материалу, приведенному в [9], 
хромосомы, в отличие от модельных образцов, не переходили в равно­
весное состояние при каж дом заданном значении ионной силы. С оглас­
но нашим данным, зависимость времени релаксации от ионной силы 
д л я  модельных хромосомных структур такж е носит куполообразный х а ­
рактер с максимумом при р =  0 ,2 .

Таким образом, характер зависимостей, приведенных на рис. 1, мо­
ж ет  свидетельствовать о том, что изменения хромосом такж е связаны 
с нарушением меж молекулярного взаимодействия. В основе наблю дае­
мых эффектов, очевидно, леж ит изменение электростатического взаимо­
действия между молекулами, входящими в состав Д Н П -комплекса, при­
водящ ее к диссоциации белка и последующему распаду надмолекуляр­
ных Д Н П -структур (и хромосом) в области высоких значений ионной 
силы. В среде с низкой ионной силой оно такж е вы зы вает разруш ение 
надмолекулярны х Д Н П -структур, но взаимное отталкивание инди­
видуальны х молекул Д Н П  (вследствие слабой экранировки проти-

Рис. 1. Зависимость числа узлов прост­
ранственной сетки в надмолекулярных 
ДН П-структурах, полученная методами 
[3] (1 )  и [4] (2) ,  а такж е диаметра хро­
мосом (3, данные из работы [9]) от ион­

ной силы среды, pH 7,0
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воионами среды отрицательно/^^//, рН7,о 
заряж енны х групп белка и сво­
бодных участков Д Н К ) теперь 
происходит в условиях более 
прочного взаимодействия белков 
с Д Н К .

К орреляция изменения числа 
межмолекулярны х связей в Д Н П - 
системах с изменением диаметра 
хромосом (использовали такж е 
данные работы [9]) наблю дается 
и при изменении концентрации 
водородных ионов (pH) среды 
(рис. 2). П ереход от кислых к 
нейтральным значениям pH  х а ­
рактеризуется резким сокращ е­
нием числа связей между молеку­
лами Д Н П -комплекса (кривая 1) 
и набуханием хромосом (кри­
вая 2 ) . При pH  5— 8  диаметр хро­
мосомы практически не меняется, 
тогда как в щелочной среде 
(pH  8,5— 11) имеет место уве­
личение . разм еров хромосомы 
(в 2,5 р а за ). Характерно, что, н а­
чиная с р Н > 8 ,5 ,  наблю дается 
значительное уменьшение числа 
узлов в Д НП -системе, т. е. и в 
корреляция между результатами

dpH7,o /c tp ir

Рис. 2. Зависимость числа узлов прост­
ранственной сетки в надмолекулярных 
ДНП-структурах ( / ,  метод [4]) и диамет­
ра хромосом (2, данные из работы [9]). 

от pH среды, [1=0,14

этой области отмечается хорош ая 
работы  [9] и количественным ан а­

лизом структурного состояния конденсированных Д Н П -систем при изме­
нении pH среды.

Однако с помощью разрабаты ваем ого метода количественной оценки 
влияния физико-химических факторов на параметры  надмолекулярной 
организации модельных хромосомных структур дополнительно обнару­
ж ивается структурная перестройка исследуемых Д Н П -систем в области 
pH 7,5—8,5. Отсутствие этого структурного перехода в исследовании [9], 
с нашей точки зрения, связано, кроме того, с невысокой точностью мик­
роскопических измерений. В области значений pH, соответствующей об­
наруженному структурному переходу, по-видимому, происходит наруш е­
ние взаимодействия Д Н К  — белок вследствие нейтрализации NH 3 .-групп 
гистоновых молекул и вовлечения дополнительного числа участков бел­
ковых молекул в межмолекулярны е взаимодействия белок — белок. 
Дальнейш ее нарушение взаимодействия между Д Н К  и гистонами и уси­
ление агрегации гистонов приводит в области р Н > 8 ,5  к распаду над­
молекулярных Д Н П -структур, прослеживаемому по уменьшению числа 
узлов в пространственной сетке конденсированных ДНП -систем. Увели­
чение количества межмолекулярных связей в области p H < 5  связано, 
по-видимому, с уменьшением электростатического отталкивания нейтра­
лизующихся карбоксильных групп взаимодействующих молекул белка.

Следует отметить, что до конца не оценен вклад  в наблю даемые про­
цессы изменения жесткости отрезков цепей между узлами пространст­
венной сетки надмолекулярных Д Н П -структур при нарушении стабиль­
ности вторичной структуры Д Н К  и взаимодействия Д Н К  —• белок. Вы­
яснение этого обстоятельства связано с некоторыми затруднениями 
теоретического и методического характера и является предметом д ал ь ­
нейшего исследования. О днако рассмотрение этого вопроса, основанное 
на сравнении физико-химических свойств растворов Д Н К  и Д Н П , с од­
ной стороны, и свойств надмолекулярны х Д Н П -структур в адекватных 
условиях •— с другой, дает основание считать, что предложенное нами 
объяснение перестроек в модельных хромосомных системах при измене-
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нии ионной силы и pH среды верно отраж ает суть наблю даемых 
явлений.

Основные результаты , полученные в данном исследовании, сводятся 
к следующему.

1. Количественно охарактеризованы  структурные перестройки в про-' 
странственной сетке модельных хромосомных систем при изменении ион­
ной силы и pH  среды.

2. П оказана хорош ая корреляция между качественными характери­
стиками изменений структуры хромосом и количественными парам етра­
ми пространственной организации надмолекулярных систем Д Н П , нахо­
дящ ихся в аналогичных условиях.

3. О бнаружен структурный переход в модельных хромосомных си­
стемах в области значений pH, близкой к физиологической ( 7 ,5 < р Н <  
< 8 ,5 ) .
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О ТЕПЛОВОМ СТАРЕНИИ ПОЛИКРИСТАЛЛИЧЕСКИХ  
РЕЗИСТИВНЫ Х ПЛЕНОК

В процессе теплового старения поликристаллических резистивных 
пленок, основным механизмом деградации которых является диффузия, 
кислорода и примесей, долж ен наблю даться переход от диффузии по 
границам зерен к диффузии по объему {1]. Этот ф акт был эксперимен­
тально подтвержден для неотожженных резисторов на основе тантала. 
Исследование зависимости коэффициента старения K r  э т и х  резисторов 
от времени t выявило излом на начальном этапе старения [2—4]. При 
построении физико-математических моделей, описывающих процессы 
деградации в резисторах такого типа, возникает зад ач а  оценки момента 
времени to, соответствующего перегибу на граф иках зависимости K n(t ) .

Целью  настоящ ей работы  явилось получение простой численной 
оценки этого момента времени.

В работе [5] на основе анализа соотношения меж ду количеством ве­
щ ества, продиффундировавш его в поликристалл по границам зерен и по 
объему в пределах принятой диффузионной зоны, дана оценка вклада 
того или иного вида дифф узии в общий диффузионный поток в зависи­
мости от температуры отж ига Т и сформулированы критерии для соот­
ветствующих границ температурных интервалов.

Н а основании результатов работ [6 , 7] можно сделать вывод, что пе­
реход от зернограничной диффузии к диффузии по объему определяется 
соотношением между длиной объемной диффузии У Dt  (где D — коэф-



фициент объемной диффузии, a t —  время отжига) и средним размером 
зерна L. Однако, если учесть, что величина деградации резистора, х ар ак­
теризуемая коэффициентом K n i t ) ,  однозначно определяется средней 
концентрацией продиффундировавших примесей, решение поставленной 
задачи можно провести на основе соотношения между средними концент­
рациями примесей, находящихся соответственно в границах зерен и их 
объеме.

В качестве модели резистивной пленки предполагается модель, ан а­
логичная [8 ]. При этом размеры зерен по осям X  и У равны соответствен­
но 2L и L.  Величина L  принимается такой, чтобы можно было пренебречь 
влиянием зернограничной и объемной диффузии на этой глубине [1].

Условие для нахождения момента времени /0 можно сформулировать 
следующим образом: как  только величина средней концентрации диф- 
фузанта в пленке, определяемая диффузией через объем зерна, станет 
равной величине средней концентрации, определяемой диффузией по 
границе, то время, соответствующее этому моменту, и будет искомым 
моментом времени.

Величину концентрации примеси в границе зерна на глубине у  в ре­
зультате диффузии по этой границе можно записать [9]: С'{у, t) =

(  V  4D у \  „=  С0е х р  т—------  —  . где С0 — поверхностная концентрация примеси;
V у  л  t У 8D' J

8 — ширина границы зерна; D'  — коэффициент зернограничной диффу­
зии. Тогда средняя концентрация во всей границе, при условии принято­

го допущения о величине L,  определится как: C ’{ t ) = C 0 - j -  1 exp X
о

У я »  1 i - w n F
4/ п, I L 4/у  п t у о D / у

Величина концентрации на глубине у  в результате диффузии с по­
верхности в объем зерен [10]: Сг {у, t) =  С0 erfc  ̂ y j j f f  j -

Средняя концентрация C1{t) будет: Сх(0 =  С0 ~  j  erfc dy  =

=  C0± - V  4 D i L erfc I — )------^=-exp
У 4 D t  \  V  4 D t  )  V n  4 D t )  y

L у я
Кроме объемной диффузии, с поверхности поликристаллической 

пленки, согласно решению Фишера, будет наблю даться такж е и диффу­
зия в объем зерна с границы. Соответствующие этому случаю концент­
рация С2(х, () и средняя концентрация С2(х, t ) запишутся в виде:

L

Ся(х, t ) = C ’ оf) е ф ( у = ) >  С2(0 =  С '(0 4 г 1  erfc( y m )  dX =  С ' ® - т У Ш  X

X
L г , L \ 1 / V- \  , 1; =  erfc ,  exp | 1 я[ у ш г 1 ' У Ш )  у х  4D t )  y j

Условие равенства средних концентраций в момент времени t0: 

С ’ (t0) =  C1(t0) +  C2(t0), откуда, после введения коэффициентов а =
1 y C i /S D ' , 1  У  4D
1 ; 4D " У Л

и Ь =   —  получим следующее уравнение относитель­

но t0: С0 ay t0 = C 0b V t 0 +  С0 а у t0b V t 0■ Вводя новую переменную г = у  t0, 
это уравнение можно переписать в виде: az =  bz3 -j- abz3.

С окращ ая обе части на гф О ,  приходим к обычному квадратному
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уравнению : cibz2-{-bz— a = 0 , дискриминант которого —4а2й—62< 0 , так 
как  а > 0  и 6 > 0  и, следовательно, существуют два действительных 
корня:

УТБ _ 1 /  4D 6D'4 D  -1/  4 L
■  4/7  Y U  Т У П

?1 ,2  = У  to  1,2 =  ----------------
2 К б D' уЧО
С 4'77 V я

откуда

К 4D л Г  4D  б D' 
—  У У  —  + 4 -

*0 1.2 =  |  —  7 = ^ 4 7 =   | -  ( 1)
2 / 6 0 '  у  4D

Т ак как  Zi,2^ 0 , отрицательный корень Zi необходимо отбросить. Вто-
V 4D т /  4 0  6 0 '
К я  'и  У  я  L

рой корень г2 = ----- —  ,  имеет смысл лишь при Lmin
J L  V bD’ |/4D
L  4 /—у  л;

- < L < o o ,  где Lmin приближенно можно оценить следующим образом. 

Если положить, что концентрация С0 ехр (  т  4 0  Lmm_  J на это» ГЛу.
V К л t K s о ' >

бине, например, в 102 раз меньше концентрации С0 на поверхности, имеет 
место соотношение:

( 4  ----
V  4D  ^iriin

С0
10- 2. (2 )

П одставляя в (2) значение toz из (1) и проведя ряд элементарных пре­
образований, легко показать, что

т /о\Knin “ ~q , (3)

откуда можно заклю чить, что минимальная толщ ина резистивной плен­
ки, для которой справедлива предлож енная модель и полученное реш е­
ние ( 1). определяется соотношением между параметром зернограничной 
диффузии бD'  и коэффициентом объемной диффузии D. В этом случае,

з '
/04 0 ,2  я 4 у Ш У Ш У  , / А 0 Ч4 „ з  (б о ') 2с учетом (3). Z2mjn^~ £> 0̂2min'5-'(0,3) я дз . Опреде-

з
я 4 К б ”0 'ляя далее значение z2„ по правилу Лопиталя, получим И т г а = ------- -д— ,

L->co —

(4Л)4

/  я  \ |  У "П У  , (  я  \3 (б D ')2
откуда г2„ =  ( — 1 j —  и t 02-  =  f— J — дз— •

D 4

Таким образом, анализ полученного решения позволяет сделать вы ­
вод о том, что в зависимости от толщины резистивного слоя, оценка для 
момента времени to будет находиться в пределах:

я  \ 3 (б D ')2(0,3)4л D 3
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С. Г. МУЛЯРЧИК, и .  И. АБРАМОВ

АЛГОРИТМ ДВУМЕРНОГО ЧИСЛЕННОГО АНАЛИЗА  
БИПОЛЯРНЫХ ТРАНЗИСТОРОВ

При проектировании полупроводниковых компонентов интегральных 
схем все большее применение находят физико-топологические модели, 
в основе которых леж ит численное решение уравнений непрерывности 
для дырок и электронов, а такж е уравнения Пуассона. Одной из таких 
задач  является двумерный статический анализ биполярных транзисто­
ров, однако затраты  машинного времени для ее решения известными ме­
тодами оказываю тся достаточно большими [1].

В статье предлагается новый алгоритм двумерного статического ан а­
лиза биполярных транзисторов, позволяющий значительно сократить з а ­
траты  машинного времени. Основу алгоритма составляет разработанная 
методика расчета «хорошего» начального приближения для концентра­
ций дырок и электронов и для электростатического потенциала по всей 
структуре прибора, которые в дальнейш ем уточняются с помощью ите­
раций типа Гуммеля [2].

М атематическая модель задачи  после нормировки всех переменных 
[3] имеет вид:

У 2ф =  /г—р — CN, ( 1)

v J P =  - R P, (2 )

v J n =  R n (3)

со вспомогательными уравнениями переноса

/р =  Цр ■ Р ' V O p,
* v
jn =  Ци ' п -S/ Фп 

и в случае статистики Больцмана соотношениями

п =  ехр(ф —Ф „), р =  ехр(Ф р—ф ), (6 )

где ф — электростатический потенциал; п, р — концентрации электронов
и дырок; CN — концентрация некомпенсированной донорной примеси;
■—>- —>-
jp, jn —  векторы плотностей дырочного и электронного токов; R p, R n — 
скорости рекомбинации для ды рок и электронов; цр, ц п — подвижности 
дырок и электронов; Ф р, Ф„ — квазиуровни Ферми для дырок и элек­
тронов.

При этом в качестве модели для подвижностей рр и \хп использова­
лась формула работы [4]. Скорости рекомбинации описывались с по-

(4)

(5)

Кафедра радиофизики 
и электроники СВЧ
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V2(I)p =  -1 7 7 ^  V l n ( f V P ) '  У Ф Р. (Ю)

мощью модели Ш окли — Рида — Холла [5], нормированный вид ко­
торой:

R  =  R p =  R n =  Х п ( р + Р1) +  Т р ( п + 1 )  , ( 7 )

где тр, гп — времена жизни дырок и электронов.
Рассмотрим предлагаемую  методику выбора начального приближе­

ния для п, р и ф. П реж де всего воспользуемся квазиравновесным пред­
положением [6 ], которое с учетом уравнений (4) и (5.) можем записать

V O P« 0 , (8 )

у Ф та̂ а  (9)
В биполярных приборах это условие хорошо выполняется для основ-

лы х носителей, поэтому при определении начального приближения для 
квазиуровней Ферми основных носителей будем пользоваться уравне­
ниями (8 ) и (9).

П реобразуем теперь уравнение непрерывности, к примеру (2 ), таким 
образом, чтобы из него можно было определить приближение для ква- 
виуровня Ферми неосновных носителей, в рассматриваемом случае — ды ­
рок. П одставив (4) в (2 ) и учтя тот факт, что всегда р р - р > 0 ,  получим:

_R_ 
ilp-P

Будем полагать в ( 1 0 ) ,что
| V  In (pip -р) ■ VO>p | <  | V 20>p|. (11)

Условие (11) является более общим по сравнению с (8 ), так  как нера­
венство в (11) обеспечивается не только малостью Vcpp, но и малостью 
величины V  ln(p ip-p).

Тогда уравнение непрерывности для неосновных носителей — дырок, 
можно аппроксимировать

<12>
и аналогично для электронов

 <13>
Однако использование (12) и (13) для определения Ф р и Ф„ пока з а ­
труднено, так  как в эти уравнения, как это следует из (6 ), входит элек­
тростатический потенциал. Рассмотрев две предельные ситуации, напри­
мер, для уравнения ( 1 2 ), нормированный вид которых 1) р-п^>  1 и п^$>р, 
2 )  р • и  >-1 и р —>-0, получим с учетом ( 7 )  следующую аппроксимацию это­
го уравнения:

(14)
П о аналогии:

у 2 Ф п^  ^ -------• (15)1П Г'ПО
В этих уравнениях р ро, pino — подвижности дырок и электронов в случае 
слабых полей.

Теперь начальное приближение для квазиуровней Ферми основных 
и неосновных носителей определяется путем решения линейных уравне­
ний, соответственно (8 ), (9) и (14), (15) при стандартных граничных 
условиях [1]:
1 ) ф „ =  ф р =  Р щ , —  на омических контактах; 
о\  ̂®л d(Dp2) - d -N - =  dN  ■ =  0 — на других границах,
где РПр — приклады ваемое к контакту внешнее напряжение; N  — нор­
маль к соответствующей границе.

Области основных и неосновных носителей определяю тся при этом 
по знаку функции CN.
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Следующий этап  методики определения начального приближения для 
п, р, \|> — это расчет начального приближения для -ф путем решения урав­
нения Пуассона с нелинейной правой частью:

У 2ф =  f ! • exp (ф) — h  ■ exp (—ф) — CN, (16)
где )y =  e x p (—Фп), /г = е х р (Ф р) становятся известными после решения 
задачи  определения начального приближения для Ф„ и Ф р. Граничные 
условия при решении (16) имеют следующий вид:

1) ф =  VnP +  sign {Сдг} In на омических

контактах;

2 ) - ^ -d N
=  О —-на других границах.

В качестве начального приближения для ф при решении (16) мето­
дом Ньютона используются значения, определяемые из соотношения

ы1)з =  Ф +  sign {Слг} • In ^ +  1 +

где ф  =  ф „  для областей, в которых п  являю тся основными носителями 
и Ф =  Ф Р для оставш ихся областей. Это соотношение получено из пред­
положения квазинейтральности по всей структуре прибора.

8 10

I—

- , С -

1 1
/ / / / / 1Т П  Г7 7

У

'--------------  _____

Р

1  ̂
!\

| 
ira

 

1 
1 

1

п

X

Рис. 1. Структура анализируемого 
транзистора

Рис. 2. Графики, характеризующие ско­
рость сходимости алгоритма:

Л  — Гэб = — 0,7В, Ук б =  1В; 2 — Гэб = — 0,8В, 
Кк б =  1В; 3 - Уэб =  - 0 . 9 В ,  г к б =  1В

И последний этап  в расчете начального приближения: по найденным 
, значениям ф, Ф„, Ф р из (6 ) определяю тся приближения для п  и р.

Д алее осущ ествляется численное решение полной системы уравнений 
( 1) — (3) относительно переменных п, р, ф с использованием итераций 
Гуммеля в виде:

1) решение конечно-разностных аналогов уравнений (2 ) и (3) на 
разностной сетке относительно п и р  при фиксированном ф;

2 ) решение квазилинеаризованного конечно-разностного аналога 
уравнения ( 1) на разностной сетке относительно ф при фиксированных 
п и р .

Эти итерации повторяются до полной сходимости итерационного про­
цесса. В качестве критерия сходимости используется критерий неизмен­
ности выходного тока.

Параметры профиля легирования

СЕ с в с с А1 а 2 в

см- 3
5-1020

с м - 3 
5 - 1018

см- 3  
5 - 1016

мкм- 1 
7,008592

мкм
2,298513 0,1646272
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И зложенный алгоритм реализован в программе двумерного анализа 
биполярных транзисторов для ЕС ЭВМ  на язы ке Ф О РТ РА Н -IV, назван­
ной COTDAB. При разностной аппроксимации задачи  использовалась 
интегральная формулировка типа Ш арфеттера — Гуммеля [7]. Д ля ре­
шения всех систем линейных алгебраических уравнений использовался 
циклический метод Чебы ш ева [8].

Приведем некоторые резуль­
таты  расчета по программе 
COTDAB биполярного транзисто­
ра (рис. 1) с профилем легирова- 
ния CN (x, у)  = С Е-е х р (—А у У х2+  
-\-В2у 2) — С в ехр (—А 2х ) + С с , па­
раметры которого приведены в 
таблице (размеры  структуры у ка­
заны в м км ). Времена жизни х п 
и х р полагались равными 50 не. 
Все величины вычислялись в 
узлах неравномерной сетки с ко­
личеством точек 33X 26.

Н а рис. 2 приведены графики 
максимального изменения потен­
циала на различных итерациях 
Гуммеля при трех внешних н а­
пряж ениях смещения V3q. Р ас­
считанные вольт-амперные х а­
рактеристики прибора, а такж е 
затраты  на расчет соответствую­
щих точек ВАХ, оцениваемые ко­
личеством А1ПТ итераций Гуммеля 
(кривая 3),  приведены на рис. 3 
(распределение электростатичес­
кого потенциала, концентраций 
дырок и электронов, плотностей 
токов по структуре не приводятся 
ввиду их слож ности).

Из рис. 2 следует, что скорость 
сходимости алгоритма «типа 
квадратичной» при средних и низ­
ких уровнях инжекции, что неха­
рактерно для алгоритма Гуммеля 
при использовании традиционно­

го начального приближения. Так, к примеру, в работе [9] указывается, 
что при смещении Г Эб =  —0,75 В и У Кб =  0,5 В требуется около 120 ите­
раций Гуммеля (в этом эксперименте / к » 0,3 А /см).

Разработанны й алгоритм мож ет быть положен в основу программ 
анализа более сложных интегрированных структур, так  как  характери­
зуется высокой скоростью сходимости и экономичен, как  и алгоритм 
Гуммеля, по требуемым объемам памяти.
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Рис. 3. Рассчитанные вольт-амперные х а ­
рактеристики (1 — ток коллектора, 2 — ток 
базы) и кривая 3, характеризующая соответ­
ствующие вычислительные затраты  (Г Кб =  

=  1 В)
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ОБ ОЦЕНКЕ БЫСТРОДЕЙСТВИЯ РАЗЛИЧНЫХ СПОСОБОВ 
ЦИФРОВОЙ ФИЛЬТРАЦИИ 

С ПОМОЩЬЮ КИХ-ФИЛЬТРОВ ПРИ АНТЕННЫХ ИЗМЕРЕНИЯХ

Нерекурсивные цифровые фильтры с конечной импульсной характе­
ристикой (КИХ-фильтры) могут применяться при расчете характеристик 
антенных систем по результатам  измерения амплитудно-фазового рас­
пределения (А Ф Р) поля в ближней зоне, например, для цифровой фильт­
рации входных данных [1].

Задание длин М, N  импульсной характеристики Н ( т ,  п) КИХ-фильт­
ров в основном определяет ошибку аппроксимации частотной характе­
ристики синтезируемого фильтра. Д ля заданных значений М  и N,  вида 
симметрии импульсной и частотной характеристик КИХ-фильтров, дли­
ны входного массива I, К,  характеристик используемой ЭВМ  общего на­
значения существенен выбор способа цифровой фильтрации, обеспечи­
вающего наибольшее быстродействие при минимальном использовании 
ем кости  оперативного запоминаю щего устройства (ОЗУ) ЭВМ. Н едо­
стато к  работ [2— 4], посвященных разработке способов цифровой фильт­
рации, в сложности приводимых оценок быстродействия этих способов.

В настоящей работе приводятся простые оценки быстродействия р аз­
личных способов цифровой фильтрации с помощью КИХ-фильтров, по­
зволяю щ ие избрать способ цифровой фильтрации при антенных измере­
ниях с учетом как  характеристик ЭВМ  и ВЗУ, так  и длины обрабаты ­
ваемых массивов.

В качестве способов цифровой фильтрации рассмотрим линейную, 
круговую и секционированные свертки. Д ля обеспечения минимальной 
задерж ки  выходной информации при малой величине вносимых ампли­
тудно-фазовых искажений реализация цифровых фильтров при антен­
ных измерениях предпочтительнее с помощью линейной и секциониро­
ванной сверток. При этом фильтрация может осущ ествляться непосред­
ственно при вводе обрабаты ваемы х результатов измерения АФ Р поля 
в ЭВМ. Представляется важным определение границ использования этих 
►способов.

Пусть X,  У — массивы до и после фильтрации; используется ЭВМ со 
временем сложения и умножения 4-байтовых слов Т+, Т’*, емкостью ОЗУ 
в V 4-байтовых слов и ВЗУ с прямым доступом со временем поиска з а ­
писи Т„ и скоростью передачи информации W  байт/с. БП Ф  с примене­
нием ВЗУ осущ ествляется по методике, предложенной в [5] с использо­
ванием алгоритма с основанием 2. В зависимости от длин массивов X,  У 
рассмотрим три случая.

1. М ассивы X,  У, Я  находятся в ОЗУ. При действительном массиве Я  
и комплексных массивах X, Y значение V долж но удовлетворять условию 
V > 2 - L - J - \ - M - N - \ - 2 - I  •К. Оценки времени осуществления линейной ТЛ1 
и круговой TKl сверток:

ТЛ1 =  М - Ы - 1 - К - Т и (1)
ТК1=  16 - 7V (L + T i) • (J-\-r2) • log2 [ { L - \ - r • ( / + Г г )]+

2-7V  (L + п )  • (2 )
где T2= T +~\-T*; 7’1 =  2 -Г * + Г +; Г\, г2— числа нулевых отсчетов, добав­
ляемых к значениям L  и /  для получения длины массива У, кратной сте­
пени 2. Д ля секционированной свертки при длине секции 1\-К\  и целом 
числе секций без учета времени расчета частотной характеристики фильт­
ра имеем

Т с1 =  2-11-К1- {11^ Х Г1НК1+~ К  +  1) ■ [8-Т °-Ло& V i - K l) +  2 . T 2]. (3) 
При выполнении упрощающ их условий

M  = N,  L + r 1 =  / + r 2= 2 ^, (4)
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Ii =  Ki =  2<?>, /2 = 0 ,5 - Tu

пренебрежении временем перемножения спектров для круговой и сек­
ционированной сверток и длине секции, значительно превышающей дли­
ну фильтра, линейная свертка быстрее секционированной при

9q+ 2
М < - ^ —  V Q  (5)

и быстрее круговой при

(6)
2Q+2

Однако применение секционированной свертки нецелесообразно, ибо, 
как  следует из соотношений (2) — (4),  секционированная свертка опти­
мальнее круговой лиш ь при малых значениях М.

2 . М ассив Y находится в ВЗУ. П редполагается, что V > 2 - 1 ■ К-\-М ■ N,  
Тл, =  Тл2, a ТС, = Т С1. Оценка времени круговой свертки увеличится на 
время перемножения спектров, равное при запоминании одной строки из 
2 - ( L + r i )  слов на одной записи в ВЗУ величине Г* =  2- ( L + r 1) 2 -71+  
+ 3 ( L + r i )  • (Tu- \ -8( L- \ - r i ) /W ) , и на время транспонирования матрицы 
промежуточных результатов, равное при считывании из ВЗУ  в ОЗУ по

2Р строк одновременно величине

Т-тр =  о. к. ĵ -log2 (L +  ЛХ)
• 6 • Г п + 8 Х ^ Г1)w {L +  г!),

где о. к.— округление к большему ближайш ему целому числу. Следо­
вательно, с учетом (4) имеем

I 2С+3Тк2 =  T 2-22Q+2-(8Q +  1 )+  3-( Г„ +  — ^ — j • 2е - 1 +  о. к. (7)

Теперь требование ТСг> Т Кг невыполнимо, и в расчет принимается оцен­
ка (6 ).

3. М ассивы X, Y не вмещ аю тся в ОЗУ. Выполняются следующие 
условия: 3 M - N < i V < l M - N - \ - 2 - 1 ■ К, ТЩ= Т К2, ТСз = ТС2. Время ТСз увели­
чится по сравнению с ТС2 на время ввода-вывода, зависящ ее как от спо­
соба осущ ествления секционированной свертки, так  и от размеров бло­
ков. Пусть имеется возможность запомнить в О ЗУ  ряд блоков. Тогда 
время ввода-вывода при L-\-ru обеспечивающем целое число блоков, 
будет

Тс =  ^ Д ~ У + Г 2 , / 1,Г " +  1 6 -(7- +  п М  J  +  r2)/W,

а суммарное время
2Q+2Q.+2  „Q+Qi+1 92Q+4

Т’сз =  - п ъ  VT ■ Т* ■ (8Qi +  1) +  — £ ---------------- +  — -------- • (8)
(2Wl— M + l )  2 — Л1 +  1 117

И з сравнения (8 ) и (7) при условии 2(? '» М — 1 следует, что ТСз< Т Кз. 
Таким образом, в случае 3 целесообразно применение секционированной

ти линейной сверток. Используя подстановки W ■ Т 2 =  21,    " - =  213, типич-
* 2

ные для ЭВМ  системы ЕС, из (8 ) и (1) получаем при пренебрежении 
временем передачи данны х ОЗУ — ВЗУ и условии 8 Q i » l  условие при­
менения линейной свертки в виде

Q + 2  г --------------------------
Л 4 < ^ —  у  Q. +  29- * .  (9)

Итоговые результаты  по выбору способа реализации КИХ-фильтров 
при антенных измерениях представлены в таблице, где символами



Рекомендации по выбору способа реализации КИХ-фильтров

Массивы Длина 
фильтра М Границы разделения видов сверток Вид

сверток

< 2<3+2 Л
X, К в ОЗУ

> ,  V Q К

*
< oQ+2 Л

У  в ВЗУ
> —  V Q i С

< 2 Q + 2 Л
X,  У в  ВЗУ

>
— j —  V Q i +  2 9 -Q С

«к», «с» обозначены линейная, круговая и секционированная свертки. 
Отметим, что при симметричности импульсной характеристики фильтра, 
оценки (5), (6 ), (9) следует увеличить в пользу линейной свертки про­
порционально уменьшению числа операций умножения.

Таким образом, в данной работе получены как полные, так  и асимп­
тотические оценки быстродействия трех способов фильтрации с помощью 
КИХ-фильтров, пригодные для выбора способа цифровой фильтрации в 
зависимости от емкости О ЗУ  ЭВМ, характеристик используемых ВЗУ 
и процессоров, длины импульсной характеристики КИХ-фильтра и длины 
обрабаты ваемого массива.
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УДК 681.118.1
К. П. КУРЕЯЧИК,  В. Л.  МАКАРОВ  

ТАЙМЕР ЭЛЕКТРОТЕРМИЧЕСКОГО АТОМИЗАТОРА

Применение электротермических атомизаторов в ряде случаев позво­
ляет получить более высокие метрологические показатели атомно-аб­
сорбционных анализаторов по сравнению с пламенными [1—3]. Такие 
атомизаторы работаю т в четырех основных реж имах: сушка — выпари­
вание влаги из пробы; термическая о б р аб о тк а— озоление органических 
соединений; атомизация — испарение пробы (получение атомных паров 
анализируемого элем ента); обжиг — кратковременный нагрев испарите­
ля до температуры, при которой улетучиваю тся остатки пробы. Д литель­
ность каждого реж има находится в интервале от 0 ,2  с до 2  мин при 
изменении температуры от 60 до 3000 °С [4, 5]. Стабильность задания вре­
менных интервалов обработки пробы определяет воспроизводимость ре­
зультатов измерения, что является весьма важным при массовом конт­
роле [2, 5].

Авторы настоящей работы  использовали для управления электротер­
мическим атомизатором устройство, описанное в [6]. Однако, как пока­
зал а  практика, указанный таймер обеспечивал погрешность задания вре-
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Рис. 1. Электрическая схема таймера



менных интервалов обработки пробы ~ 2  %, что вносило большие ош иб­
ки (до 2 0  % в зависимости от рода атомизируемого вещ ества) на вос­
производимость результата. Следует отметить, что таймеры, построен­
ные на основе электромагнитных реле (как и устройство, описанное в 
[6]) принципиально не могут обеспечить высокой точности, и, кроме того, 
габариты  таких устройств велики.

В настоящей работе предлагается таймер, обеспечивающий высокую 
точность установки длительности формируемых режимов и стабильность 
работы  электротермического атомизатора.

Рассмотрим принцип работы таймера, воспользовавшись для этого 
электрической схемой (рис. 1) и временными диаграммами работы 
(рис. 2 ).

Рис. 2. Временные диаграммы работы таймера

В исходном состоянии на шину «Пуск» подан потенциал логического 
нуля (рис. 2, б),  что приводит к установке в «1» триггера Д 85-1, а Д85-2, 
Д 95-1, Д 95-2, Д 105-2, Д105-1 в «0». Пересчетные синхронные двигатели 
Д1 и Д4, работаю щ ие в коде 8-4-2-1, такж е установлены в «0» через схе­
мы Д5-1, Д6-4, Д6-2.

Н а вход Д 5-2 поступают тактовые импульсы с ти =  20 мс (рис. 2, а ) . 
Эти импульсы, но в обратной полярности поступают такж е и на вход Д1.

Длительность режимов сушки, озоления и выжигания пробы управ­
ляется соответственно программными переклю чателями ПП 1, ПП2, 
П П 5 через 0,2 с в диапазоне 0,2—99,8 с.

Длительность реж има атомизации двухступенчатая: П П З устанавли­
вает длительность задерж ки измерения (при начавшейся атомизации) 
в диапазоне 0,02—9,980 с, а П П 4 — режим измерения (при продолж аю ­
щейся атомизации) в диапазоне 0,2—99,8 с.

При подаче на шину «Пуск» логической «1» (рис. 2 ,6 )  ближайш им 
положительным перепадом тактовы х импульсов (рис. 2 , а ) , поступаю­
щих на вход Д5-2, триггер Д85-1 переклю чается в «0» (рис. 2, в ), а триг­
гер Д 85-2  — в состояние «1» (рис. 2, д ) , что является началом формиро­
вания временного интервала t \  — «Сушка» пробы (рис. 2, д ) .

Одновременно на шинах «Уст. 0» синхронных пересчетных схем Д1 
и Д 4 устанавливается «1», поступаю щ ая с инверсного выхода триггера 
Д8-1 через инверторы ДБ-1, Д6-2, приводящ ая к запуску таймера 
(рис. 2, г). Пересчетными схемами Д 1 —Д4, работаю щ ими по перепаду 
1—0, начинается подсчет тактовы х импульсов. Эта операция продолж а­
ется до тех пор, пока число набранного программными переключателями 
ПП1 не сравняется с числом, записываемым Д 1—Д4. При равенстве чи­
сел на выходе инвентора Д12-1 формируется отрицательный перепад н а­
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пряж ения, приводящий к преобразованию  триггера Д 85-2  в «О», а триг­
геры Д95-1 в «1» (рис. 2,д,  е ) .

Триггер Д 85-1 удерж ивается в прежнем состоянии за  счет поступле­
ния «О» на его вход Д  с выхода триггера Д 105-2. Одновременно с выхо- 

,да инвертора Д 7 перепад 0— 1 через инверторы Д5-1, Д6-1, Д6-2 сбра­
сывает в «О» схемы Д 1—Д4, в результате чего таймер готов к формиро­
ванию интервала /2 «Озоление» пробы (рис. 2, г ) .

Потенциал «1», поступающий с выхода Д 95-1  на инвертор Д12-2, 
разреш ает формирование временного интервала /2 , устанавливаемого 
ПП2. Ф ормирование t2 аналогично формированию И (рис. 2, е, г).  Вре­
менные интервалы, соответствующие задерж ке измерения (рис. 2 , с), 
измерению t3 (рис. 2 , м ), выжигу /4 (рис. 2, о) формируются подобным 
образом.

Инвертор Д11-3, объединяющий выходы триггеров Д 95-2  и Д105-1, 
формирует интервал «Атомизация» пробы (рис. 2, н) .

После окончания формирования (рис. 2, о) интервала «Выжиг» про­
бы триггер Д 85-1 устанавливается в «1», триггер Д 105-2 в «О», и на схе­
му, управляю щ ую  запуском таймера, устанавливается «О». Таймер оста­
навливается. Последующий запуск таймера осущ ествляется подачей на 
.шину «Пуск» потенциала «1».

Сформированные временные интервалы через инверторы Д11-1, 
Д11-2, Д11-3, Д11-4 поступают на блок управления электротермическим 
атомизатором, состоящий из четырех регистров памяти емкостью 12 бит 
каждый, соединенных шинами записи с блоком программных переклю ча­
телей типа ПП103ХВ, а выходными шинами с коммутатором кодов, вы­
ход которого подключен к цифроаналоговому преобразователю  (Ц А П ). 
В регистры памяти записы вается код температуры испарителя и комму­
тируется на Ц А П  временными интервалами /1— М. Выходное напряж е­
ние ЦАП управляет температурой испарителя аналогично [6].

Описанное устройство позволяет регулировать температуру испари­
теля в пределах 0—3000 °С через 3—5 °С в зависимости от его конструк­
ции и м атериала. Д ля  стеклографитовых испарителей типа СУ-2500 н а­
блю далась почти линейная зависимость температуры от управляющего 
напряжения, при этом изменение управляю щ его напряж ения на 5 мВ 
вызывало изменение температуры  ~ 3 ° С .

Электронная схема описанного таймера, выполненная на микросхе­
м ах 155 серии, полностью разм ещ ается на стандартной плате 
140X150 мм2. Точность работы , а следовательно, и воспроизводимость 
результатов измерения, зависит от стабильности тактовы х импульсов. 
К варцевая стабилизация позволяет минимизировать погрешность фор­
мирования до 5-10~5 %, а использование частоты промышленной сети 
в качестве тактрвой увеличивает погрешность до 0,5 %• Средняя по­
грешность воспроизведения результатов измерения 100 проб для первого 
и  второго случая не хуже ~ 0 ,5  %.

Разработанны й таймер длительное время устойчиво и надежно рабо­
тает в составе импульсного атомно-абсорбционного спектрофотомера с 
непламенной атомизацией и компенсацией неселективных помех.
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С. Н . Ф УР С

АЛГОРИТМ ВЫЧИСЛЕНИЯ ДВОИЧНОГО ЛОГАРИФМА

Известны устройства [1, 2], предназначенные для вычисления двоич­
ных логарифмов, в основу которых положен разностно-итерационный 
процесс суммирования приращений констант вида аг =  1од2 ( 1+л7г2~*). 
Быстродействие таких устройств определяется количеством итерацион­
ных ш агов, численно равным разрядности аргумента. Кроме того, устрой­
ства требую т хранения в ПЗУ  двух массивов констант: a i =  log2 ( l + 2 - i ) 
и oc, =  log2 ( l —2-3’). Несколько иной подход к реализации итерационного 
процесса позволяет сократить объем П ЗУ  и значительно ускорить про­
цесс вычисления логарифма.

Пусть заданный аргумент представлен n -разрядным нормализован­
ным двоичным числом (2_1^ Z < [ 1 ) .  Представим Z в форме:

к

Z = 2 -> П (l +  2 -'i)*i, (1)
i=i

где I s z i k ^ n ,  Is^ . h ^ n ,  1, — 1}.
Очевидно, что для любого значения Z найдется такая  последователь­

ность операторов qi, что определяемая ими сумма констант вида аг =  
=  <7 i log2 (1 -f- 2  h) будет стремиться к значению искомой функции:

k

У =  log2 Z =  — 1 -f- ^  qt log2 (1 -|- 2~h). (2)
t=i

Оператор qi и число U подбираются таким образом, чтобы очередное
(+1

_  о - . Г
"£+1

+  2~ li )qj =  Z'. (1 -}-2 Ач- 1 )^t+ 1 оказалось как можно ближе к заданному аргу­
менту Z. Оператор qi+1 определяется знаком частичного остатка— разностью 
между заданным аргументом и очередным его приближением;

Гф- 1, если S't >  О 
qi+l — | — 1, если S '  <  О

[останов, если S!  =  О,

где S'. =  Z — Z'..
Очередное приближение аргумента и значение частичного остатка 

в зависимости от значения оператора qi, найденного по результатам  пре­
дыдущ ей итерации, определяется следующими соотношениями,

z ’i =  2 -_ , (1 ф- 2~h), S '  =  — Z.'_J 2-h ,  если qt =  +  1,

У Д К  681.325.5

приближение аргумента, определяемое зависимостью (1), Z '+1 =  2-«П(1-
/ = 1

Z.  , S- . ф- Z 2 r liZ f I I O' I—1 1 лi = -----— т—, о , =  — — ----- ; , если qi =  — 1
1 1 + 2  ~h 1 1 +  2 ~h  ’ 41

(3)

с  начальными условиями Z ' = 2 - 1 , 5 '  =  Z —2_ I .

Д ля устранения необходимости проведения операции деления в соот­
ношениях (3) при qt — — 1, можно вместо величин Z, Z'. и S', пользовать­
ся «деформированными» величинами; Z* =  /+Z : Z,  =  K,Z'., S t =  KjS,', где

— — f 1, если qi =  +  1
К,-, a ^  =  L  .  , ,  Иначе говоря, можно вме-

/ , 1  1(1 +  2—Д), если qt =  — 1 .
z ' . ,

сто очередного приближения аргумента при qk =  — 1 Z'k =   ̂ | _ г— рас­

сматривать его «деформированное» значение Zk — Z'k (1 +  2~lk) =  Z^_j при



условии умножения на такой же коэффициент (1 +  2~lk) заданного аргу­
мента Z, при определении частичного остатка.

Скорость сходимости итерационного процесса в большой степени за ­
висит от правильного определения очередного числа U+1. Это число сле­
дует подбирать так, чтобы очередной частичный остаток, определяемый 
соотношениями

5 /+ i =  Si  — Z;2 -C + i, если ^  =  + 1 1
S £+1 =  5 ; +  Z*i2~li+\, если qt =  — l}' ^

был, по крайней мере, в два раза  меньше предыдущего остатка. Это 
произойдет в том случае, когда при выбранном значении k +i в процессе 
сдвига вправо величины Z, (или Z.*) ее старший значащ ий бит совпа­
дает со старшим значащ им битом предыдущего остатка 5,.

Чтобы повысить точность вычисления величины Si,  вместо сдвига 
вправо величины Z £ (или Z*) целесообразно сдвигать влево на такое же 
количество разрядов значение предыдущего остатка. В этом случае опе­
рация сдвига не сопровождается потерей информации за  счет выхода 
значащ их разрядов за  разрядную  сетку. При этом количество разрядов 
rrii, на которое надо сдвинуть влево значение предыдущего остатка, что­
бы совпадали старш ие значащ ие биты в величинах S j- i и Z£_i, опреде­
ляет значение очередной степени двойки в выражении ( 1): li =  l i - l -\-mi.

Операцию сдвига частичного остатка до совпадения старших знача­
щих битов в величинах Si  и Z£ можно назвать нормализацией частично­
го остатка.

Т а б л и ц а  1

i 4i к + А S i «i

0 0 0,1000000000 0,1110001000 0,0110001000 — 1,0000000000

1 + 1 1
0,1000000000 

+  0,0100000000 0,1110001000
0,1100010000 

— 0,1000000000
— 1+000000000 
+  0,1001010111

0,1100000000 0,0100010000 — 0,0110101001

2 + 1 2
0,1100000000 

+  0,0011000000 0,1110001000
0,1000100000 

— 0,1100000000
— 0,0110101001 
+  0,0101001010

0,1111000000 — 0,0011100000 — 0,0001011111

3 — 1 4 0,1111000000
0,1110001000 

+  0,0000111000
— 0,1110000000 
+  0,1110001000

— 0,0001011111 
— 0,0001011010

0,1111000000 +  0,0000001000 — 0,0010111001

4 + 1 10
0,1111000000 

+  0,0000000000 0,1111000000
0,1000000000 

— 0,1111000000
— 0,0010111001 
+  0,0000000001

0,1111000000 — 0,0111000000 — 0,0010111000

Таким образом, рекуррентные соотношения алгоритма могут быть 
представлены в форме:

+  1, если 5 £_1  >  О 
— 1, если Si - 1 < 0  ; /. =
останов, если S ;_ i =  0

trit
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Если <7i =  +  1. то;
Z i =  (l  +  2 - ‘i )Z i_ ,,
7 *  —  7 *Л; — Лг -1
5,- =  (Si-i),! — Z i_i,
Ui  =  Ui—i +  1°ёа (1 +  2  “Л ) .

Если qt =  — 1, то: 
Z; =  Z f_ i

=  (1 +  2~Л') Z*_(

=  ( 5 i - l ) H +

=  г/t—1 —  lo g 2 ( l  4-У

с  начальными условиями Z0 =  2_1, Z * = Z ,  5 0 =  Z — 2 ~ 1„г/„ = — 1, / 0 =  
=  0. Результат: yk =  \og2Z. Максимальное значение k  номера итерации 
г — это номер такой итерации, для которой >  n -(S (_ i)н обозначает нор­
мализованную величину 5 ;_ 1.

Т а б л и ц а  2

Разрядность 
аргу?лента, п

Среднее число 
итераций, к

Среднеквадратическая 
ошибка, ско

Максимальная погреш­
ность, абс. значение

10 4, 2 0,92 3
и 4,6 0,69 2
12 4,9 0,75 2
13 5 ,3 0,76 2
14 5 ,7 0,79 3
15 6,1 0,76 2
16 6 ,5 0,90 3
17 6 ,9 0,88 3
18 7 ,3 0,95 4
19 '7 ,7 0,94 3
20 8,1 1,03 4

П оследовательное уменьшение частичного остатка (по крайней ме­
ре, в два раза  после каж дой итерации) гарантирует сходимость итера­
ционного процесса. Табл. 1 иллюстрирует порядок выполнения алгорит­
ма для аргумента Z =  (0,111 ООО 1000)2-

Алгоритм был подвергнут экспериментальной проверке, для чего на. 
ЭВМ  ЕС-1022 моделировалась специализированная ЦВМ  с заданной р аз ­
рядной сеткой (п = 1 0 — 20). Н а этой ЦВМ  по описанному алгоритму 
вычислялась функция y = \ o g 2 Z  для всех 2 ” значений аргументов, воз­
можных при данной разрядности п. Результаты  эксперимента сведены 
в табл. 2 , в которой погрешности показаны в единицах младш его р азр я­
д а регистра.

Результаты  эксперимента подтвердили значительно более быструю 
(в среднем в 2,5 раза) сходимость итерационного процесса по сравне­
нию с ранее описанными алгоритмами при уменьшении аппаратурных 
затр ат  за  счет использования в П ЗУ  одного массива констант.
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И. К. ДАНЕ ИК О,  В. И. ЛЕСНИКОВ,  В. А. ФИРАГО

ЦИФРО-АНАЛОГОВОЕ УСТРОЙСТВО 
ДЛЯ ИЗМЕРЕНИЯ УСЛОВНЫХ СРЕДНИХ

При некоторых исследованиях возникает необходимость оценить ме­
ру статистической зависимости между двумя случайными сигналами. 
О днако применяемые методы корреляционного анализа, основанные на 
измерении коэффициента корреляции между сигналами, подчас оказы ­
ваю тся малоэффективны или вообще неприменимы. В таких случаях 
статистическая зависимость долж на характеризоваться линией регрес­
сии ( 1) и корреляционным отношением (2 ):

Ф (х, т ) =  J yw (y /x ,  т )dy ,  ( 1)

Z V ( t )  =  «  Ф Ц х , т )  > ) 1/2/ о у . (2 )

Следует отметить, что применение методов регрессионного анализа 
сдерж ивается отсутствием специальной аппаратуры  с достаточно высо­
кой точностью измерения и сравнительной простотой практической реа­
лизации. Описанные в литературе аналоговые методы [1—4] вычисления 
линии регрессии имеют низкую точность, а чисто цифровые методы [4, 5] 
сложны в реализации, так  как в качестве усредняющего устройства тре­
буют алгебраического сумматора. В настоящей работе предлагается 
цифро-аналоговый регрессометр, в котором алгебраический симматор 
заменен аналоговым интегратором, что позволило значительно упростить 
схему регрессометра и добиться при этом необходимой точности изме­
рения (рис. 1).

У Д К  534.611

Рис. 1. Функциональная схема цифро-аналогового рег­
рессометра:

д  _  дискриминатор; АЦП — аналого-цифровой преобразователь; 
СС — схема сброса регистра в начальное состояние; Р — ре­
гистр; ЦАП — суммирующий цифро-аналоговый преобразова­

тель; И — интегратор
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Рассмотрим предлагаемый метод измерения линии регрессии. Д ля 
стационарных эргодических процессов x ( t )  и y( t )  усреднение по ансам б­
лю реализаций можно заменить усреднением по времени одной реали за­
ции, т. е. формулу ( 1 ) заменить формулой (3):

1

Ф *(х, x) =  - j r -  f y ( t + r ) (3)d t s ±  - j j -  2  У ( h  +  т )
x(t)—x i=  1 x(t)—x

где Ф *(х, т ) — оценка линии регресии; х  — уровень дискриминации; U — 
корни уравнения х(^) = х .
Т ак как  выборки процесса y ( t )  представляю т собой импульсы с ампли­
тудой y ( i i - r т) и длительностью t u , результат их усреднения интеграто­
ром представляет собой оценку линии регрессии лишь с точностью до 
множителя N  —  числа переходов процессом x ( t )  уровня дискриминации 
х,  который в зависимости от уровня дискриминации меняется в широких 
пределах. При использовании интегратора, выходное напряжение рег- 
рессометра

т N

V (Т, х) =  ~т~ J  У &  +  х)dt =  Д Г  2  У (*г+тК«=  < N >  ^ ф * (х> т )' (4)
О 1=1

Чтобы избавиться от этого множителя, необходимо разделить (4) на
постоянную составляющую импульсов с дискриминатора (5):

Г N

и .  (Т ) =  4 -  f  и е ( 0  d t  =  4  2  и .  t u =  <  N  >  и e t u
i = i

g ' u g ’

U ( T ,  т) 
U A T )

tn
u g tug Ф *(х, т) =  &Ф*(х, т).

(5)

(6)

Т ак как  tu, Ug, t Ug—посто­
янные величины (рис. 2 ), 
то, подбирая их таким 
образом , чтобы k = \ ,  по­
лучим, что результат д е­
ления будет представлять 
собой оценку линии ре­
грессии. Таким образом, 
алгоритм нахождения то­
чек линии регрессии явл я­
ется результатом деления 
постоянной составляющей 
выборок г /(Ч + т) процес­
са y ( t )  на постоянную со­
ставляю щ ую  импульсов с 
дискриминатора.

Д л я  того, чтобы повы­
сить точность определе­
ния величины постоянной 
составляю щ ей, необходи­
мо удлинить импульсы, 
поступающие на интегра­
торы. Однако в некоторые 
моменты времени при 
этом возможно перекры­
тие импульсов, что приведет к потере части постоянной составляю ­
щей и ошибке в определении Ф* (х , т ) . Чтобы устранить это при опре­
делении U (Г, т) в схеме имеются два одинаковых регистра Pi и Р 2, 
в которые с помощью триггера, находящ егося в счетном режиме, и си­
стемы клапанов 1—4 поочередно записы ваю тся выборки процесса y{ t ) .  
При этом длительность импульса tu можно увеличить до предельного 
значения. 1/ /в , где fB — верхний срез полосы частот, занимаемы й процес-

Рис. 2. Временные диаграммы напряжений в ос­
новных точках цифро-аналогового регрессометра
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сом x{ t ) ,  что позволяет существенно уменьшить погрешность интегриро­
вания. Схема сброса через время tu устанавливает регистр в начальное 
состояние, которое соответствует нулевому напряжению  на выходе ЦАП. 
Д ля устранения перекрытия импульсов, поступающих на интегратор Mi, 
они вы рабаты ваю тся дискриминатором лишь при пересечении процессом 
x ( t ) уровня дискриминации снизу. В интеграторах параллельно конден­
сатору С включено сопротивление R y. При таком включении интегратор1 
работает аналогично фильтру низких частот, что существенно облегчает 
методику измерения, так как  отсутствует дрейф нуля интегратора.

Н а основании этой функциональной схемы изготовлен макет регрес- 
сометра и экспериментально проверен предложенный метод. М аксималь­
ная ошибка определения ординат линии регресии при измерениях не пре­
вы ш ала 5 % , причем, увеличивая постоянную времени интегрирования 
интеграторов, погрешность можно еще более уменьшить.
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ВЗАИМОСВЯЗЬ МЕЖДУ ЭЛЕКТРИЧЕСКИМИ, ЭРОЗИОННЫМИ  
И ЭНЕРГЕТИЧЕСКИМИ ХАРАКТЕРИСТИКАМИ  

ВАКУУМНОЙ ДУГИ
«•
Основными характеристиками вакуумного дугового разряда являю т­

ся электрическая мощность, вы деляю щ аяся в дуговом промежутке, теп­
ловая мощность, рассеиваем ая на электродах и скорость разруш ения 
электродов. Изучение этих характеристик актуально в связи с интенсив­
ными исследованиями в нашей стране [ 1—3] и за  рубежом [4— 6] новых 
типов электродуговых устройств таких, как  сильноточные коммутацион­
ные системы, электродуговые нагреватели газа  и ускорители плазмы.

Следует отметить, что особенный интерес представляет выяснение 
взаимосвязи между электрическими характеристиками дугового разряда, 
скоростью эрозии электродов и их физическими свойствами, а такж е 
тепловыми потоками, рассеиваемыми в электродах. Решение этой задачи 
позволит уточнить представление об основных физических процессах, 
протекаю щ их в дуге, правильно выбрать реж им работы и материалы 
электродов при создании новых приборов и технологических процессов, 
в основе работы  которых используется дуговой разряд.

Целью  работы  явилось изучение взаимосвязи катодного падения по­
тенциала в вакуумной дуге со скоростью эрозии электродов и тепловыми 
потоками, поступающими в них. Д л я  этого проводились измерения тока 
дуги и катодного падения потенциала, времени горения дуги, массы, тем­
пературы и скорости эрозии электродов.

И зм ерение.катодного падения потенциала проводилось методом из­
мерения напряж ения на электродах вакуумной дуги при давлении оста­
точных газов в экспериментальной камере порядка 10~4 Па. При зад ан ­
ном токе дуги электрическая мощность, выделяю щ аяся в дуговом про­
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межутке, определяется величиной катодного падения потенциала. 
Экспериментальная установка и методика измерений описаны в [7]. П о­
грешность измерения катодного падения потенциала при использовании 
запоминаю щ его вольтметра не превыш ала 2 % . Электроды изготавли­
вались в виде литых цилиндров диаметром 40—50 мм с плоскими тор­
цами из металлов с существенно различаю щимися физическими свой­
ствами (цинк, алюминий, медь, н икель).

В основу метода измерения скорости эрозии электродов положен ве­
совой метод, т. е. метод определения убыли веса электрода за  единицу 
времени горения дуги. Погрешность измерения скорости эрозии не ху­
ж е 15 % •

Температура электродов дуги в вакууме измерялась с помощью хро- 
мель-алю мелевых термопар. Д ля  получения более достоверных резуль­
татов измерений температуры в каж дый электрод впрессовывались по 
4 термопары в разны х местах. Д л я  снижения теплоотвода электроды 
крепились на тонких длинных стальных спицах. Зн ая  теплоемкость ме­
тал л а  электрода и его массу, можно по приращению его температуры за 
единицу времени определить тепловой поток, поступающий в электрод. 
Измерения катодного падения потенциала, тока дуги и температуры 
электродов проводились при строго одинаковых условиях горения дуги.

Исследования зависимости катодного падения потенциала от вели­
чины тока дуги показали, что в исследованном диапазоне от 5 до 700 А 
катодное падение увеличивается с ростом тока. Х арактер этой зависи­
мости для исследованных металлов одинаков. При увеличении тока дуги 
до 100 А зависимость катодного падения потенциала Uc от тока дуги /  
и теплоты испарения м еталла катода q можно выразить в виде:

t /c= t /H -A  •?■/<>.. V -  ; (1)
При дальнейшем увеличении тока дуги зависимость приобретает вид

Uc= U 2+ B - q -  1 Г .  (2)
В выражениях (1) и (2) Ui} U2, А,  В, Ь, с — постоянные для каждого 

металла.
Характер зависимости скорости эрозии материала катода от тока ду­

ги такж е определяется диапазоном изменения тока.
С повышением тока до 100 А зависимость скорости эрозии у  от тока 

имеет вид
у  = Н -1 Ъ. (3)

При дальнейш ем увеличении тока
у =  П -10с1. (4)

Коэффициенты Н, D, Ь, с — постоянные для данного металла. Совпа­
дение участков изменения харахтера зависимости катодного падения по­
тенциала и скорости эрозии от тока дуги в области 100 А, по нашему 
мнению, не случайно. И сследования, проведенные в работе [8], показа­
ли, что именно в этом диапазоне изменения тока дуги меняются струк­
тура и тип катодных пятен, а такж е характер их движения и взаимо­
действия.

Следовательно, изменения характера зависимости катодного падения 
потенциала и скорости эрозии от тока дуги связано с перестройкой 
структуры и типа катодных пятен дуги, определяющих характер проте­
кания основных процессов электрической дуги.

Проведенные исследования показали, что катодное падение потен­
циала и скорость эрозии, отнесенная к току дуги, т. е. коэффициент 
электропереноса с одинаковым видом кривых возрастаю т с увеличением 
тока, а зависимость катодного падения потенциала Uc от коэффициента 
электропереноса а можно представить в виде:

Uc =  Н з+ а  ■ q • е, (5)
где U3 и е — постоянные для данного металла.

И з (5) можно получить выражение, связываю щ ее электрическую 
мощность W,  выделяю щ ую ся в дуговом промежутке со скоростью эро­
зии катода у:

W = & e- I = U aI + o - I - q - e  = W ' + v q - e .  (6)

27



Тепловые потоки, поступающие в электроды вакуумного дугового 
разряда, определялись при регулировке тока дуги в диапазоне от 10 до 
100 А. В результате проведенных исследований установлено, что тепло­
вой поток, отводимый от катодных пятен в глубь катода вследствие теп­
лопроводности, является наибольшей частью среди тепловых потоков, 
рассеиваемых на катоде стационарной вакуумной дуги. Д ля разных ме­
таллов тепловая энергия, отводимая теплопроводностью, в 6 — 8  раз пре­
выш ает энергию, отводимую от катода испарением атомов, и в 2 —3 раза 
превыш ает энергию, отводимую от катода эмиссией электронов.

С увеличением тока дуги соотношение между потоками меняется. 
Удельный вклад  теплового потока,' потребляемого испарением атомов 
катода, возрастает, а удельный (т. е. отнесенный к току дуги) вклад теп­
лового потока, отводимого в глубь катода, уменьш ается, и металл в об­
ласти катодных пятен при увеличении тока дуги перегревается. Этим 
эффектом можно объяснить изменение структуры и типа катодных пя­
тен при увеличении тока дуги, так как температура металла в области 
катодного пятна определяет характер протекания физических процессов 
в дуге и, следовательно, тип катодных пятен.

В исследованных реж имах горения дуги тепловые потоки, поступаю­
щие на анод, в 1,5— 2 р аза  превышают потоки, рассеиваемые на катоде 
вследствие теплопроводности. Установлена корреляция между катодным 
падением потенциала и суммарным тепловым потоком, поступающим на 
анод, и тепловым потоком, рассеиваемым на катоде. Д ля  металлов с 
большим катодным падением выше тепловые потоки, поглощаемые как 
анодом, так  и катодом. Из исследованной группы металлов наименьшие 
тепловые потоки определены в случае цинковых электродов, наиболь­
шие — в случае алюминиевых. Качественное объяснение наблюдаемых 
зависимостей можно представить в следующем виде.

Увеличение коэффициента электропереноса а  обусловлено возраста­
нием температуры поверхности металла в катодном пятне при увеличе­
нии тока дуги /. Это связано с тем, что количество поступающего в катод 
тепла, при возрастании тока дуги пропорционально квадрату радиуса 
катодного пятна, а количество тепла, отводимого теплопроводностью, 
пропорционально его радиусу [2]. При достаточном увеличении тока дуги 
катод не в состоянии рассеивать теплопроводностью вводимую в него 
тепловую мощность, что и вызы вает повышение его температуры.

Скорость эрозии определяет собой затраты  энергии на испарение ме­
тал л а  катода, потребляемой дуговым разрядом . Катодное падение по­
тенциала при заданном  токе дуги является количественной электричес­
кой характеристикой этой энергии, поэтому дополнительное увеличение 
скорости эрозии требует и дополнительного увеличения энергии, что реа­
лизуется возрастанием катодного падения.

Х арактер зависимости катодного падения от коэффициентов, опреде­
ляю щ их процесс испарения, дает основание считать, что возрастание к а ­
тодного падения при увеличении тока дуги происходит вследствие воз­
растания энергетических затр ат  на теплофизические процессы в катод­
ном пятне.
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Ю. И. ДОРО ГОВ, Б. А. ЛУЧЕВСКИИ

О РАСПРОСТРАНЕНИИ ПЕРЕМЕННОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
В ФЕРРОМАГНИТНОМ ЦИЛИНДРЕ

В сообщении [1] излож ена методика приближенного решения нелиней­
ного дифференциального уравнения, описывающего зависимость напря­
женности магнитного поля в ферромагнитном полупространстве от п ара­
метров ферромагнетика и намагничивающего поля с учетом вихревых то­
ков и петли гистерезиса, на основе которой получены выражения, при­
годные для расчета параметров некоторых гармонических составляю ­
щих напряженности магнитного поля и магнитной индукции в полупро­
странстве и на его поверхности.

Однако для решения ряда прикладных задач определенный интерес 
представляет рассмотрение этого вопроса применительно к ферромаг­
нитному цилиндру, поскольку цилиндрическая форма деталей и узлов из 
ферромагнитных материалов встречается достаточно широко, а в лите­
ратуре рассмотрены только некоторые частные случаи.

В настоящей работе зад ач а  сформулирована следующим образом.. 
Н а однородный изотропный бесконечный ферромагнитный цилиндр с 
постоянной электропроводностью а  и переменной магнитной проницае­
мостью ц =  / (Я )  действует гармоническое магнитное поле Н  = Н т cos <oL 
Требуется получить аналитические зависимости параметров основной и 
некоторых высших гармонических составляющих напряженностей маг­
нитного и электрического полей, магнитной индукции и ЭДС в. катушке,, 
намотанной непосредственно (без зазора) на цилиндр, от характеристик 
ферромагнетика и намагничиваю щ его поля. В качестве исходного при­
менено уравнение, полученное из системы уравнений М аксвелла:

4  ( 1)

Задача реш алась в круговой цилиндрической системе координат... 
Ось z  была совмещена с осью цилиндра, учитывалась его симметрия.. 
В качестве начальных и граничных условий приняты:

Я  ( г ,  t )  | r = R  =  Я,„ cos со/; Я  ( г ,  t )  | г= о = 0 , (2)
где г — текущ ая координата радиуса цилиндра.

С учетом записанного уравнение (1) можно представить в разверну­
том виде:

Я" (г) +  - j -  Н '  (г) — а  ц, Я ' (0 =  0. (3)

где Н "  ( г ) , H ' ( r ) ,  Н ' ( t ) — вторая и первые производные соответственно;: 
1Я  =  - ^ -  — дифференциальная магнитная проницаемость по петле гисте­
резиса.

После подстановки выбранного значения (формула (3) [2]) в (3) 
и выполнения необходимых преобразований, согласно принятой методи­
ке, получены уравнения для 1-й и 3-й гармоник напряженности магнит­
ного поля в 1-ом приближении:

я; (г ) +  ~ Н [  (г) -  /со б  цо H l  (Г) =  0; (4>

н ;  (г) +  4 - Н '  (/•) -  3/ (О 6 цо я3 (г) +  ± - [ я ;  (г) +  J -  я; (г) -

У Д К  620.179.14

— iсо б р г Н 1 (г) Щ ( г )  =  0 , q, ц,.-— см. [2 ]; вводятся обозначения::

со б р° =  k 2; со б =  Де

Выражение для 1-й гармоники напряженности магнитного поля пред­
ставляет собой известное уравнение Бесселя первого рода нулевого по­
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рядка от аргумента вида (i3/2k r ) . Решение такого уравнения с учетом 
граничного условия (2) имеет вид:

Я , (г) =  " « '■ У Г * 1'1 . (5)

где J0(i3/2kr) ,  J0(i3/2k R ) — функции Бесселя.
Уравнение для 3-й гармоники напряженности магнитного поля (4) 

представляет собой линейное неоднородное дифференциальное уравне­
ние с переменными коэффициентами, для которого известно решение со­
ответствующего однородного уравнения.

Методом вариации постоянных [3] из уравнения (4) получена форму­
ла для Н 3(г) в общем виде:

я , (,> _  f  у : р , ! *ф > +  4 - д * ф> -
3 W  8 q J 30 ( i 3/2k R )  J  J 0 ( i y 2  3k cp) ° V r  0

—- i k\  J 0 (i3/2 k  ф)] dtp, (6)

где ф — переменная интегрирования.
Согласно принятой методике, в 1-ом приближении учитывалось толь­

ко действие низших гармоник на высшие, т. е. 1-й на 3-ю. Во втором 
приближении учитывалось взаимодействие 1-й и 3-й гармоник. При этом 
получается следующая система уравнений:

Н \ 2 (г) +  4 -  я ; 2 (г) -  i k2 Я 12 (г) +  - L  { 2Я_1 (г)Я1(г)[Я,;(г) +  4  Щ  (г) -  

-  ik\  Н г (Г)] +  Н 2 (г) [Я 1 1 (г) +  4 -  Я1,(г) +  i k \ H - m  +  И1,(г)[НЦг)  +

+  4  H'(r) -  3 ik \H s{r)] +  2Я _ 1(г)[Я11(г) +• - 4  я _ ,(г )  +  /**Я_,(г)]}=0.  

я ; 2 (г) +  4 я ; 2(г) -  3ik2Hs(r) +  4 { я ? ( г ) [ я ; '( г )  +  4 я ;(г) -  /а^я^г)] +  (7)

ч- Н 2 (г)[Н"_з (г) +  4 -  Я - з  (г) +  3* Я - з  (г)1 +  2Я _, (г) Я , (г)[Яз (г) +

+  4  я ;  (0  -  3* Я 3(г)1 +  2 Я _ 1(г)Я3(г)[Я;'(г) +  4  я;(г) -  ik\  Н х(г)\ 4-

- f  2Я_з (г) Н 3 Сг)[Нз (/-) 4- 4  я ;  (/) -  3/ /г? Я 3 (г)]) =  О,

где # i ( r ) ,  H - i ( r ) , Н 3( г ) , Н-з (г)  — значения соответствующих гармоник 
в 1-ом приближении.

Уравнения (7) реш аю тся тем ж е методом вариации постоянных. 
В общем виде эти решения в работе не приводятся, поскольку они чрез­
вычайно громоздки и непосредственно не интегрируются. Н иж е рассм ат­
ривается наиболее существенный для прикладных целей, по нашему мне­
нию, частный случай, когда аргумент функции Бесселя \kr\  очень велик, 
т. е. имеет место ярко выраженный скин-эффект. П ри этом условии функ­
ции Бесселя и их производные могут быть аппроксимированы известным 
образом [4]. П осле зам ены  функций Бесселя и их производных в реше­
ниях уравнений (7) и выполнения необходимых преобразований и упро­
щений, которые внесли ошибку менее 5 %, получены следующие вы ра­
ж ения для гармоник напряженности магнитного поля в ферромагнитном 
цилиндре:

Я ц(Г , t) =  Н т ехр [ k / V 2 { r  —  R)] cos [at +  k / V 2 {г —  R)\;
H ^

H 31(r, t  -—~— с (jli) /exp [1^3 (/* —- R)] cos [3co  ̂4- \ ^ 3  2 X
4 H 2cm
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X (Г —  R )  ^ -e x p  [3& /J/2 (r — /?)] cos [3coZ -j- 3 f t / |/2 ( r  — R)];

m
H i

2 H i -c(p) +
я

16Я4..
-c2(p) exp [ f t / j /2 (r — /?)]

Я
2 Я 2cm

( p ) 4 exP 2  (г — Я)] J cos [coz1 - f  k / Y  2 (r —  R)] —

—  H r

H m (r, t)

Hm

AH2
• С (p) Hm c2 (p) exp [ k / Y 2 ( r — R)] — H'

7 H i 4 H i
-с (p) X

X  4  exP 2  (r — *)] I sin [coZ +  k / Y 2  (г — #)]; (8)>

Я m
4Я

X ( r  — /?)] +

'2
cm

H

■ с (p) 1 + Я :

ЗЯ? -c(p) +
Я

9Я"
- C3 (p) exp [ | / 3  k / Y  2 X

m Я

64Я ,
■ с3 (p) 4  exp [;3]/ 3 k f V 2 ( r - R ) ]  +  — f  -  с (p) 4  X

cm

X  exp [( ( /3  +  2 ) k / Y 2 (г — Я)] 1 cos [3co t +  J /3  ft/l/ 2  (г — R)]
Hi

4H~ X

X  c(p)
я

s (p) exp [ V 3 & /K 2  (r — Я)] +
Я®

64Я “
- с3 (p)exp [3Y 3 k / Y 2 X

X  (r —  /?)]} Sin [3cozf +  j /3  k / Y 2 (Г -  /?)] +  4 ? -  c (P) 1 4  exP № / V 2 (r
I cm I

' H 2 0 2

-#)] + - 4 _ c (P)~Tr exp [5i^ '  2 (r — /?)]
Я

( p ) 4 ex p t(3 +64H:

X

2 ] / 3) f t / ] / 2  (r — /?)]! cos [3cozf +  3ft/K  2 (r -  /?)] +  c M  X  
J 4/Дт

H '" с 3 (P) exp [ ( v  3 +  2) ft/1 /2  (r -  /?)] +  4 4  (P) 4  X
64Я ° ' ‘ ' '  "  ~ v 7 ' 1 21Яcm , Л1“ ст

X  exp [9 ft/|/ 2 ( r  — /?)] sin [3(of +  3 f t / |/2  (/- — £?)].

Из (8 ) можно, используя известные уравнения М аксвелла, вывести: 
формулы соответствующих гармонических составляю щих электрического' 
поля, магнитной индукции и индуктированной ЭДС как  внутри цилинд­
ра, так  и на его поверхности. Ниже, для примера, приведены выражения 
для амплитуд гармоник магнитной индукции и индуктированной Э Д С  
во 2 -ом приближении:

3i2m ~  Я т  р5 1
Я ;

2 Я
-с(р )

Я 4

cm 2Я; • с2(р) —
губ

— Т - с3 (р) 16Я®

3 2 т  : 2Н 2cm
с (р )р ° 1 + я

■ с (р)
Я 4

64Я4т
-С2 (р)

32Я 6..
• с3 (р)

3i2m ~  2n R W H m ]/coppO

Я ?

1 —

Я2 я 4т  / \  тс(р) —

'32  т, ‘ :n R W
Y m

+

с(р) 1/соррО

я
24Я.

- С3(р) +

2Я

1 +
тт8 
Н  m

26 Я?

32Я 4
-с2 (р)

Я
4Я 2cm

■с(р)
я 4т

24 Я 4cm
с- (р)

•С4(р) +

где W7 — постоянная обмотки.

(9>
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Сравнительный анализ выражений для гармонических составляющих 
напряженности магнитного поля, магнитной индукции и индуктирован­
ной ЭДС в ферромагнитных бесконечном цилиндре и полупространстве 
показывает, что при наличии ярко выраженного скин-эффекта эти вы­
раж ения имеют идентичную структуру и совпадаю т с точностью до по­
стоянных множителей. Этот факт дает серьезные основания для того, 
чтобы считать принятую в работе методику пригодной для проведения 
соответствующих расчетов как для ферромагнитного полупространства, 
так  и для бесконечного ферромагнитного цилиндра.

Полученные результаты  имеют и практическое значение. Так, из 
уравнений (9), используя известное выражение В. К. А ркадьева, описы­
вающее связь между магнитными проницаемостями тела и вещества, 
можно получить формулы для гармоник, например, ЭДС для случая, 
когда длина и диаметр цилиндра одного порядка. При этом, с учетом 
только первых слагаемы х, выражения для амплитуд 1-й и 3-й гармоник 
имеет вид:

Анализ уравнений (10) показывает, что магнитные свойства ферро­
магнетика влияю т только на амплитуды 3-й (и более высоких) гармоник 
(коэффициенты /п (р ,)), что позволяет с помощью гармонического ана­

лиза осущ ествлять многопараметровый контроль качества. Эксперимен­
ты подтвердили справедливость этого вывода для деталей цилиндричес­
кой [5] и плоской [6] формы.
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Математика 
и механика

У ДК 519.852.6
В. С. ГЛУШ ЕНКОВ, С. В. ГНЕВКО, О. И. КОСТЮКОВА

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ ПО МЕТОДАМ РЕШЕНИЯ 
ОБЩЕЙ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

Эффективность шести методов решения общей задачи  линейного про­
граммирования сравнивалась по числу итераций (смен опоры), необхо­
димых для построения оптимального плана задачи. Этот критерий яв л я ­
ется объективной характеристикой метода, поскольку не зависит от воз­
можностей ЭВМ  и искусства программиста.

С помощью специального генератора сформировано 14 серий кано­
нических задач линейного программирования [1J: с 'х -к п а х , А х ^ Ь ,  
d*sSlx5^d*,  где с, х, d t , d * ^ R N, А — M *N  — матрица, M < N .  К аж дая 
серия содерж ала 10 задач. Серии различались разм ерам и М, N  задач. 
Основой генератора был датчик псевдослучайных чисел, реализованный 
в виде следующей FO RTRA N-функции:

FU N CTIO N  Y (Р)
P =  S IN (1 3 7 * P + 2 .)
К =Р**3*100
Y = K /10
RETURN

END
Такой датчик генерирует последовательность чисел, расположенных 

на интервале [— 10, 10] и округленных до 0,1. В начале этими числами 
заполнялись вектор С и матрица А. Д ля получения элементов векторов 
d *, d * и начального плана хнач генерировались тройки псевдослучайных 
чисел, меньшее из которых принималось за d%j, среднее — за х”ач, боль­
шее — за d*.. Затем определялся вектор b =  А х иач. Начальными опорными 
индексами полагались N  —  М - \ -  1, N  — М  2,

Сравнивались следующие методы. М етод 1 с оптимальной заменой 
элементов опоры [2]. Н а его итерациях могут изменяться все компонен­
ты плана х, а ведущий столбец выбирается из условия максимального 
убывания двойственной целевой функции вдоль элементарного направ­
ления, соответствующего опорной компоненте плана, которая выш ла на 
границу множества допустимых значений.

М етод 2 с упрощенной заменой элементов опоры [2]. От метода 1 он 
отличается упрощенным правилом выбора ведущего столбца, которое 
останавливает изменение сопровождаю щего коплана после первого по­
явления нулевой неопорной компоненты.

М етод 3 — прямой опорный метод [3]. М етод 4 — двухфазный симп­
лекс-метод [1]. М етод 5 — метод Ч арнса [4]. В отличие от метода 3 в нем 
при выборе ведущего столбца вначале рассматриваю тся столбцы, кото­
рые соответствуют некритическим компонентам текущего плана.

М етод 6  описан в [5]. В нем, в отличие от метода 1, элементарное н а­
правление изменения сопровождаю щ его коплана выбирается из условия

2 Зак. 745 33



максимума начальной скорости убывания двойственной целевой- 
функции.

Перечисленные методы реализованы в виде подпрограмм: 
SU B R O U TIN E на язы ке FORTRAN-IV.

Т а б л и ц а  1

Номер
задачи а

Число итераций при решении различными методами

1 2 3 4 5 6

1 55,20 32 72 88 111 103 17
2 56,62 37 92 98 130 109 29

3 57,87 25 58 106 113 85 27

4 45,39 19 70 88 97 74 28

5 46,00 36 73 99 106 97 20
6 43,26 24 44 82 115 85 22
7 46,84 25 84 92 112 94 17

8 51,39 26 82 81 102 81 20
9 52,31 27 87 93 123 81 25

10 48,33 28 76 97 117 107 25

Результаты эксперимента. В табл. 1 приведены результаты  серии 
с М =  10, N = 9 0 .  Результаты  решения задач  этой серии качественно сход­
ны с результатами других серий.

Величина а  характеризует качество начального плана задачи и вы­
числена следующим образом:

с' х 'шах — с ' хкач
! Arg max

Ax—b
d*<x<d*

С X , X.min . Arg m inc 'x .
Ax= b

d*< x< d*

Т а б л и ц а  2

Н
ом

ер
ит

ер
ац

ии

м N
Среднее число итераций в серии при зешении различными методами

1 2 3 4 5 6

1 5 10 2, 6 3, 4 4, 2 8, 3 3, 9 2,9

2 5 30 8,1 18,1 22,5 26,9 20,9 7,1
3 5 50 1 1 ,2 34,8 43,3 46,8 38,6 10,7

4 5 90 13,8 63,10 77,0 87,6 70,8 11,5

5 7 10 2 ,3 2 ,9 2 ,8 10,5 2 ,8 3,0

6 7 30 10,5 18,9 25,1 32,9 25,3 9 ,8
7 7 50 13,7 37,9 45,7 55,5 45,6 13,6

8 7 90 18,4 67,2 88,6 103,9 80,3 16,1

9 8 30 11,3 22,9 21,1 35,4 21,8 9 ,5

10 8 50 14,4 39,4 44,3 60,9 43,0 14,9

11 8 90 19,7 66,2 92,1 105,0 84,4 16,7

12 10 30 12,2 21,9 22,6 33,7 24,8 10,5

13 10 50 18,8 47,5 47,8 59,7 42,9 16,4

14 10 90 27,9 73,8 92,4 112,6 91,6 23,0

В табл. 2 приведены данны е о среднем числе итераций во всех се­
риях.
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Н аиболее эффективными из рассматриваемых оказались методы 
6  и 1. Их преимущество возрастает с увеличением отношения N/M.  В рас­
сматриваемы х задачах  информация о начальной опоре бывает, как пра­
вило, плохой и эффективное ее преобразование позволяет значительно- 
уменьшить число итераций.

Промежуточное положение занимает метод 2. Его целесообразно 
использовать, видимо, лишь в тех случаях, когда М  и N  заведомо близ­
ки. Тогда, несмотря на большее количество итераций можно все ж е по­
лучить некоторый выигрыш в машинном времени за  счет меньшей тру­
доемкости каж дой итерации.

Д ал ее  следуют методы 3, 5, и наименее эффективным оказался двух­
фазный симплекс-метод.

Д л я  дальнейш их экспериментов интересно построить генератор, даю ­
щий возможность получать задачи линейного программирования с з а р а ­
нее заданны м отклонением начального плана и опоры от оптимальных. 
Это позволит изучить реакцию методов на качество исходной инфор­
мации.
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У ДК 62— 50
О. И. КОСТЮКОВА, А. И. ТЯТЮШКИН

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ ПО ОДНОМУ МЕТОДУ РЕШЕНИЯ 
ОБЩЕЙ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО ПРОГРАММИРОВАНИЯ

П риводятся результаты  численного решения на ЭВМ серии задач  с 
помощью симплекс-метода Ц] и метода, предложенного в [2].

1. Алгоритмы решения. Целью  эксперимента была проверка эф ф ек­
тивности метода [2] для реш ения задач  линейного программирования 
в нормальной форме

с ' х- м пах , A x ^ b ,  d ^ ^ x ^ d * ,  , ( 1)
где с = с ( ] ); х =  х(7) ;  d* =  d*( / ) ;  d* — d * (J )— я-векторы; b — b ( I ) —  m -век­
тор; A = A ( I ,  J) — ягХ я-м атрица, I = { 1, 2, . . . ,  m); J =  {1, 2, . . . ,  я}.

В основу метода [2] положено понятие опорного плана {х, Аоп} —■ со­
вокупности из плана х задачи  ( 1) и невырожденной подматрицы (опор­
ной матрицы) А0п =  А(/оп, / оп), Лжсд/, / олс / ,  матрицы А.  Согласно [2], 
рассматриваемы й метод характеризуется тем, что позволяет начать ре­
шение задачи  ( 1) с любого опорного плана {х, Аоп} и при переходе 
{х, АоП}->{х, Лоп} используются новые экстремальны е правила замены 
плана и опоры, позволяющие на каж дой итерации уменьш ать оценку 
субоптимальности опорного плана. Реш ение задачи (1) прекращ ается, 
как  только будет построен опорный план, оценка субоптимальности ко­
торого не превосходит заданной степени точности. Особенностью этого 
метода является такж е то, что в процессе решения разм еры  опорной 
матрицы Аоп могут меняться.

В эксперименте проводилось сравнение метода [2] с симплекс-мето­
дом. Решение каждым методом начиналось с одинаковых планов. П о­
скольку начальный план мог быть небазисным, в эксперименте исполь-
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Т а б л и ц а  1

Результаты основного эксперимента

тХп 20X 30 30X 40

Номер

Симплекс-
метод

Адаптивный
метод

Симплекс-
метод

Адаптивный
метод

задачи число
итера­

ций

время
счета,

с

число
итера­

ций

время
счета,

с

средний
размер
опоры

число
итераций

время
счета,

с

число
итера
ций

время
счета,

с

максималь­
ный раз­

мер опоры

1 68 23 27 7 8 ,2 84 53 45 15 15
2 58 19 26 5 6 ,0 95 59 38 13 15

3 54 18 19 4 6 ,9 91 57 26 8 11
4 73 24 16 4 5,6 114 70 28 9 12

5 67 21 22 5 7,4 105 65 34 11 14
6 62 19 22 5 8 ,4 98 59 28 10 13
7 62 19 25 5 6,8 89 54 41 14 14
8 72 22 26 5 5 ,4 99 60 32 11 15
9 84 26 30 6 6,6 115 71 38 13 13

10 67 21 20 5 7,4 112 70 24 о 13
11 60 18 16 3 6,2 105 65 32 10 12

12 68 21 20 4 6 ,4 88 53 38 13 15
13 73 23 22 4 6,0 88 53 42 15 17

14 67 20 21 4 7,8 82 50 48 17 15

15 83 26 24 5 6 ,3 89 57 39 13 15

С X

20 4(7 60

Рис.

80 ю о  Номер и т е р а ц и и

зовалась модификация симплекс-метода из [3]. Н ачальная базисная 
матрица в симплекс-алгоритме составлялась из единичных векторов 
условий, соответствующих свободным переменным. Н ачальная опора в 
алгоритме [2] состояла из пустого множества, т. е. начальная опорная 
матрица имела разм еры  0X0 .  К аж д ая задача реш алась сначала симп­
лекс-методом, а затем  методом [2].

2. Основной эксперимент. В эксперименте рассматривались неболь­
шие задачи: в связи со значительными затратам и  машинного времени 
(решено около тысячи задач) и потому, что большие задачи  имеют, как 
правило, специальное строение множества параметров, допускающие бо­
лее эффективные модификации как симплекс-метода, так  и рассм атри­
ваемого метода. М етоды решения больших задач , основанные на алго­
ритме [2 ], будут рассмотрены в дальнейш ем.

В основном эксперименте реш ались задачи  (1) с размерами 20X 30 
( т  =  20, п =  30). П арам етры  задачи  генерировались датчиком случайных 
чисел с равномерным распределением и принимали значения из следую-
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ющих отрезков: — 100 <  ai} <  1 0 0 , 0 <  bt <  100 , — 100  <  <  0 , 0  <
-С dj 100, — 100 <) Cj 100, i =  1,20; / = 1 , 3 0 .  Решение каждый раз
начиналось с плана х =  0.

Рис. 2

Симплекс-алгоритм и алгоритм из [2] были запрограммированы на 
Алголе для БЭ С М -6  с использованием обратных базисных и опорных 
матриц без их специального представления.

Алгоритмы сравнивались по коли­
честву итераций до получения опти­
мального плана. В алгоритме [2] сле­
дили за  изменением в ходе итераций 
размеров | / оп| опор и для каж дой з а ­
дачи вычисляли средний разм ер опор.
Поскольку в сравниваемых методах 
совокупности операций на итерациях 
отличаются, дополнительно засекалось 
время решения задач. Результаты  эк ­
сперимента по 15 задачам  приведены* 
в табл. 1. И з них видно, что в алгоритме [2] число итераций) в среднем в 
3,03 р аза  меньше, чем в симплекс-алгоритме, а время счета в 5 раз мень­
ше. Н а рис. 1 показано изменение (в относительных единицах) целевой 
функции при решении 12 -й задачи (сплошные кривые; кривая 1 соответ­
ствует симплекс-алгоритму, 2 — алгоритму [2 ] ) .  На рис. 2  изображено 
распределение средних разм еров |/£Р | опор (в процентах от общего ко­
личества решенных зад ач ). Н а рис. 3 кривая 1 характеризует распреде­
ление отношения числа итераций симплекс-метода к числу итераций ме­
тода [2] (кривая 2) (k ), в процентах от общего количества решенных з а ­
дач (р).

Т а б л и ц а  2
Результаты  дополнительного/эксперимента

а 6

т 5 5 10 40 60 90 20 30

п 10 30 30 50 70 100 30 40

d 1 00 5 10 20 1 00 200 5 10 50 200

Среднее 
число 
итера­
ций в 5 
задачах

Симп­
лекс-
метод

14,4 34,4 49,6 160 151 224 46,2 54,0 56,0 68,6 69,8 87,0 85,0 79,6 124,2

Адап­
тивный
метод

5,5 9,0 16,2 47,8 74,3 26,0 19,0 20,0 20,4 25,8 22,2 30,0 31,2 34,8 34,6

* В таблицах метод из [2] назван адаптивным.

Рис. 3
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3. Дополнительные эксперименты. Д ля проверки основных выводов, 
полученных в эксперименте с задачам и 20X 30, решены задачи 3 0 x 4 0 . 
Результаты  эксперимента приведены в табл. 1 и на рис. 1, 3 (пунктир­
ны е лин и и ).

Д ругие данные, связанные с измененными разм ерам и задач, приве­
дены  в табл. 2 , а.

Д л я  учета влияния прямых ограничений решены задачи с прямыми 
ограничениями вида \х$ \ ^ d , / =  1, п, с разными значениями d  (табл. 2 ,6 ).

И з анализа результатов проведенных экспериментов видно, что алго­
ритм [2] является эффективным методом решения задач  типа ( 1).
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ОБ ОДНОМ РЕШЕНИИ ЗАДАЧИ ИЗЕИБА БЕСКОНЕЧНОЙ  
ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОЙ ПЛАСТИНКИ  
С ОТВЕРСТИЕМ В УТОЧНЕННОЙ ПОСТАНОВКЕ

Пусть срединная плоскость недеформированной пластины занимает 
в  плоскости комплексного переменного z —x-\-iy  бесконечную односвяз­
ную область 5 , ограниченную замкнутым гладким контуром L. Внешняя 
нагрузка на пластинку состоит из усилий на контуре L  и равномерно р ас­
пределенных на бесконечности области S моментных усилий М х ,  Му  и 
Нху. Будем считать, что область S отображается на внешность окружно­
сти y ( I 1 H 1) в плоскости комплексного переменного % =  ре1'0 функцией

■ Z =  © ( |)  =  / ? ( i  +  ^ -  +  - | -  +  ^ r + . . |  ( 1)

где R  — полож ительная постоянная: m, п, I, . . .  — вещественные коэф­
фициенты, удовлетворяю щ ие условию, чтобы со' ( £ ) = ^ 0  в области | | | ^ 1 .

Используя общие формулы в форме, предложенной в работе [2], и з а ­
тем распространяя по методу Н. И. М усхелишвили [1] определение функ­
ции F ( l )  =  со '(£ )Ф (|)  на область | Ц < 1 ,  для точек |  =  а  стеу, получим 
•соотношения:

д w 
~дв

к F -  (а) +  F+ (а) =  /  (а) +  2а -g g -  [ПДсо' (а )];

2 Ш [Ф ~ (а )

F - ( o )

=  Im

Ф ~ (ст)] +  Оц Q =  Р р 

F+ (<у) =  д (о) — 2 ( а ) - д | - [Сусо' (а)];

-(цр — ш 9) | со' (ст) | -J- 4е0 стФ' (а)-  — 2 io

(2)

(3)

(4)

(5)

Зд есь  w — прогибы в точках срединной плоскости пластинки; ыр, ид — со­
ставляю щ ие смещений в криволинейных координатах для точек, без­
разм ерная третья координата которых 6 —Z / f t = l ;  2 h  — толщина п ла­
стинки,

f ( 5) =  — 4 l [AfP - 

г ( в )  =  ‘® -д ё " [ (“ р

i{HРе +  Р ? — с0)] со (б),

- ш е) о со' (о) (h | со' (а) | 1 ],
(6)
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n  2£7i3 1
3 ( 1 — v 2) ’ 111 — D ( l  — v) ’

E h 2 я 2 6 (1  +  v)  G'
8 ° 3 ( 1 — v a) G '  ’ £/ i2 ’

e
1̂ =  - ~ = ( 1 - Щ 2, P p =  | j V p K ( o ) | d 0 r 

0 о

£ , v, G'  — коэффициенты упругости [5]; M p и Me — изгибающие момен­
ты; Я ре — крутящий момент; N p — перерезываю щ ие силы, с0 — произ­
вольная вещ ественная постоянная *; й — произвольная функция, удов­
летворяю щ ая уравнению Гельмгольца

*  ' * - ) ,  (7)А 0 - г а ( д —

Й 1 — функция, определяемая соотношениями

Q‘ =  2 l t  =  ( - $ r  +  T ^ r ) ‘ ‘‘ - <8>
Знакам и  ( + )  и (— ) вверху справа у символов обозначены предель­

ные значения функций на у со стороны областей | | | < 1  и |£ | > 1.
Считая Й =  Й ( |,  | ) ,  нетрудно показать, что уравнение (7) преобра­

зуется к виду
ДЙ =  Я2Й со '(|')ш 'Ш . (9)

где
. „  d 2Q  , 1 д£2 , 1 d 2Q  , , АЧ

Л “ —  ф 2  +  р  Эр +  р2 д в 2 '

Будем предполагать, что для больших 111

|Q ( E ,T ) |< A - e ~ “p ( A > 0 , a > 0 ) ( 11 )
и что функция со(£) в точке 1 = 0  имеет полюс не выше третьего порядка. 
В этом случае функция F (g ) голоморфна всюду в областях | 5 | > 1  р 
| £|  С 1, кроме точки $ = 0 , где она имеет полюс не выше четвертого по­
рядка. При этом

F(1) =  r {t  +  - ^ - + ^ - + ^ 0 - + . . . )  для |£ |  -  оои ( 12)

F ( l )  = Я (^ )+ го л о м о р ф н а я  функция для |-Я ) ,
где

d
dl ^ - ( т Г  - j -  — ^ - - - - - - - h  1(тТ  - J -  й _ г ) )  +

Р Г ' пг
4 ta 1---- 1—> (13)

м ? + м ;  м ; - м ;  +  2ш~ху _  м ° +  ш °
4 D ( l + v )  ’ 2D (1 —• v) ’ “  8K iD  ’

Мх  и М°у — главные моменты внешней нагрузки на L  относительно осей 
координат х  и у; а_2, а_3, . . .  — произвольные коэффициенты. Значение 
коэффициента а -2 подлежит определению на основании условий ( 12 ) 
после нахождения явного вы раж ения функции Г(£) .

Ф ормулы (2),  (3) и (4), (5) представляю т собой граничные условия 
д л я  функций F(£/) и Q при задании на контуре L  внешних напряжений 
М р, Н ре, N р или значений функций до, up, uq.

Зная выражения функций F {%) и й , удовлетворяющих определенным 
граничным условиям на контуре L,  а такж е условиям (12), распределе­
ние напряжений на контуре L  найдем по формулам

* Значение постоянной Со определяется из условия однозначности прогибов при об­
ходе контура отверстия.
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X

М е +  М 9 =  — 2D (1 +  v) [ ф -  (ст) +  ф -  (а)],
[Me — vM p — г (1 +  v) # ре] со' (а) =  — Z)(1 — v2) X

F ~ (а) — F+ (а) — ГЙсо' (а) — 2Ч а ] (14)

N ? +  «We =  —- D  [4Ф ' (a ) -  - f  гт] £2J а | со' (а) I” 1.
Ч ерта над символами во всех приведенных выше формулах — знак 

комплексного сопряжения.
Предположим, что на контуре L  заданы  величины Мр, Я р0 и Wp как 

функции полярного угла 0 в плоскости комплексного переменного £ =  
=  peie. Д л я  решения задачи воспользуемся методом малого параметра, 
за  который мы примем число г — т,  считая при этом, что со '( |)= Д [1  — 
— eqj(g)], где, согласно выражению  (1), ф(£) = g - 2+ 2 n 0| “3+ 3 /0g-4, п0=  
— п/т,  1о=Цт. Кроме того, будем считать, что значения заданных на 
контуре L  напряжений Мр, Я р0, Wp не зависят от парам етра е.

Дальнейш ий ход решения задачи такой. Представим функции F ( l )  
и £2(£, £) рядами

=  2  Q =  ' 2 1b*QW&,  а (15)
4 = 0 4 = 0

где Kfe(g) и QW — неизвестные функции. П одставляя эти выражения 
в формулы (2) и. (3) и приравнивая коэффициенты при одинаковых сте­
пенях е в обоих частях равенств, получим граничные условия для функ­
ций Fk( l )  и £2<4 на у:

1 Fk (ст) +  F t  (а) =  fk (а) +  2о R ~ l дв 2  ПГ' <Pk~ r
г=  0

2i D  2  [ F j  (а ) ф*-2  —  F~ (а) ф4-2] - f  Dx\ RQSk) =  R P k,
( 16)

r=0

где fk и Pk — коэффициенты при eh разлож ения функций /  и Р р— с0, ф =  
=  ф(ст),  ф = ф ( а ) .  При этом следует учесть, что

I оо k
Ф (а) =  К ( а ) с о » - 1  =  2  eft( 2 ^ ’r(CT)9A- r)W -1 (17)

4 = 0 г= 0
и, поскольку заданны е на L  компоненты напряж ения Мр, Я р0 и Wp не з а ­
висят по условию от парам етра е, разлож ение функции Рр по этому п а­
рам етру сводится к разложению  функции

со (ст)| =  V ® '  (ст)со' (а) =  r Y  1 — б ( ф 4 - ф ) + е 2 фф.  (18)

Значения функции £2(4 можно определить по формуле (8), полагая 
Q =  Q№) и р = 1  (& =  0, 1, 2, . . . ) ,  где £2<4 — произвольные функции, удов­
летворяю щ ие уравнениям [3]:

Л Й (° )= (Щ 2£2<°>,

А£2Ф= ( ^ ) 2[£2Ф— (ф+ ф)£2(°)], (19)

ДО<*>= (АЯ)2[£2<*>— (ф+ ф ) £2(ft-i)-f-qxpQ(ft- 2)].

Согласно формулам (12), каж д ая из функций Fk( l )  в окрестности то- 
=  оо и |  =  0 долж на удовлетворять условиям:чек

F0(l) =  R

F U i ) =

Г +

R

,(0)

RI
,(*)—2

I2
при |£ |  +  оо,

a ( k )
“ - 3

(20 )
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F k ( l )  —B k( t )  + голом орф н ая функция при |-> 0 , (21)

где £„(£) = ЯГ'

ВЛ1)  =  Я г - и г
п„т

R l a w (иоГ Н /о"1» ) +

3  /  г£4 ‘О1 (22)

Bk {l) =  R l0a(* h - *  (fe> 2 ), 

где а<̂ >, •— произвольные постоянные коэффициенты.
Зная выражения функций Fh ( l )  и Qft( g , ! )  (£ =  0, 1, 2, . . .  , п ), значе­

ния компонентов напряж ения на контуре L  найдем по формулам (14), 
считая

ф (6 ) =  2  q  =  2  &kQW- (23)
k=0 k=0

П реобразуя формулы (14), как  указано выше, можно найти компо­
ненты напряжения М . ^ \  ...,_Ngk) на L  для каждого из приближений Fk и 
QW функций F  ( |)  и Q(£, |) .  Аналогично решается задача при заданных 
на контуре L  функциях w, ир, ив.

Другим методом решение аналогичной задачи, основанное на общих 
формулах Э. Рейсснера [8] и некоторых родственных ей задач  момент- 
ной теории упругости дано в работах [3, 4].
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П. А. ВАК У Л ЬЧ И К

ИССЛЕДОВАНИЕ СХОДИМОСТИ НЕЯВНЫХ РАЗНОСТНЫХ СХЕМ 
РЕШЕНИЯ СМЕШАННОЙ ЗАДАЧИ  

ДЛЯ НЕЛИНЕЙНЫ Х ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ СИСТЕМ

Рассмотрим смешанную задачу для системы 
dU ( , j ,  dU
dt = Ф  Г ’ ’ ’ дх (1)

где U = { u l , и2, . . . ,  un},  ф = { ф 1, ф2, фп } — векторы, а матрица А =
. [  d U

а Ф ' Ь  *• и > ~ д Г
=  А (х, t, и ,

ди
дх I duJ \ 

( дх )
, г / =  1, п  удовлетворя-



ет условию гиперболичности [1]. Пусть, не ограничивая общности, соб­
ственные значения =  £г [х, t, U, j матрицы А  занумерованы так,

что ! ' < 0 ,  г =  1, «0, /г0 < ;п ; >  0, г =  п0 +  1, п.  При f =•• О на отрезке
О х  1 рассмотрим начальные условия

U(x,  0) =  Uo (x), (2)
где U0 =  {u l0, и 2.....«"} — вектор. Граничные условия пусть заданы на
отрезке 0 ^  t Т  прямых х  — 0, х  =  1 и имеют вид

L (x ,  t )U {x ,  t) =-ф (jc, t ) ,  (3)
где ф ={ф *, ф2, . ф,г}— вектор, а матрица L (x , t) порядка п Х п  удов­
летворяет  требованиям корректности [1]—[3] граничных условий (3) для 
системы (1). Это позволяет систему граничных условий (3) на каждой 
из границ представить следующим образом:

п‘ {0, 0 = 2  «г/(0. О «' (О, 0 + РЧ°. О, г’= 1. по,
i= n 0+ 1
■‘О

<г(!. о = 2 У а  о + р ч к  о , «,

(3')

/=1
гд е а Ч  рг (г, / —1, я) — некоторые функции, определяемые через элемен­
ты матрицы L  и компоненты вектора ф. Предположим, что в прямоуголь­
нике Й = { 0 = ^ х ^ 1 ,  О ^ ^ Г }  сущ ествует достаточно гладкое решение 

зад ач и  (1) — (3 ').
Н а сетке со/1Т рассмотрим регуляризированную  [4] разностную схему

Yf —  x A  ( Y , Y x) Y tx =  ф (У, Y x) (4), Y  (х, 0) =  U0 (х), х  е  щ ,  (5)

У1 *=о = 2  ссУ у> +  Рг|*=0, i — 1, «о,
/=п0+ 1

(6)г / '1 л -= 1 =  2 « ^ У + Р г 1 - ь  t  =  « 0 +  1, « .
/=1

ж оторая аппроксимирует исходную задачу  с погрешностью 0(Л2+ т ) .
Д л я  исследования сходимости разностной схемы (4) — (6) рассмотрим 

^«е погрешность Z = U — Y, которая удовлетворяет следующей задаче:

Zt —  x A  U, ди
Ztxдх

- M Y ,  Y x)

Ф и ,

Ztx +  т

дЦ
дх

л ( и ,

ф ( Ч  Y x) — т A U дЦ
дх

дЦ
дх А(У, Y x) Utx +  r>

Z  (x, 0) =  0, x < ; COЙ»

По

(7)

(8)

I n .  (9)2; |a = 0 =  2  a‘i z J U=o- i =  l , «0; 2г |А==1 == 2  aiJzJ U=i, i =  щ
/=n„+l ■ /=1

Здесь г =  0(/г2+ т ) — погрешность аппроксимации разностной схемы (4). 
Умножив обе части (7) на матрицу M = { { /ij}} левых собственных век­
торов А,  придем к инвариантной форме записи задачи  (7) — (9) для по­
грешности. Рассмотрим систему положительно определенных в Q функ­
ций ц Д х ), 1=1, п. Уравнения с номером i каж дой из инвариантных 
систем (7) — (9) умножим на функцию ц Д х ). Тогда д ля  v{ =

=  м*)2l>j ( и  * 
/=1  ̂

ную задачу:

ди
дх z’ (х, t), х, w/гг получим следующую разност-

■ ! ' ( £ й - з - г ) ф +
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п

+ 2 4 M vS/+°0W*) + 7
/= 1 Му

п

v l ( x ,  0 )  =  0 ,  х е с о л, i  =  1, /г, +  |*= 0  =  2  +  l*=o, i =  1, « 0,
/ = £ + 1  +

л я° л ^
у!|—i = 2  а*У“̂ -и/и=ь г = «0+1. «•

/= 1  +

Здесь {{7}}= {{+}} {{+}}. {{/+' =  {{-^т}}; г‘. / = ! . « ;  о (7) и 0(7.) указы­

вают на величины порядка малости У и 7  соответственно, элементы 
{{«*#}} легко определяются через элементы {{+}} и {{а7}}. Доказатель­
ство сходимости разностной схемы будем проводить, используя метод энер­
гетических неравенств и теоремы вложения [5, 6]. Справедлива

Лемма. Систему функций р Д х ), t — 1, п  можно выбрать так, что в гра­
ничных точках сетки со̂  будут справедливы неравенства:

п п0 п п

2  ^(ui)21-0 >7 2  И2U=o, 7 > о, 2  VИ2 > 7  2  и 2и=ь
t = l  1 = 1  1=1  t= /z 0+ l

п п0 п п

2  6* И)2 | , = о  > 7 2  75)21*=о, 7 > о, 2  £г И)2 l-i > 7 2  (°9* l-i'■
<=1 i = l  i = l  i = « 0+ l

И з-за громоздкости вы кладок доказательство леммы мы опускаем. Учи­
ты вая полученные неравенства, а такж е используя оценки, аналогичные 
[4], можно доказать следующую теорему о сходимости разностной схемы 
(4) (6).

Теорема. Пусть решение исходной задачи в Q существует, единствен­
но и обладает гладкостью, которая обеспечивает погрешность аппрокси­
мации порядка 0 (т  +  й2). Кроме того, элементы матриц А ^ х ,  t, U, —̂

х,  t, U, дважды непрерывно дифференцируемы по компонентам

{«'}, (i =  1> «) и непрерывно дифференцируемы по х и t. Тогда при

достаточно малых h  и т и таких,- что (т ft2)2 т-1  h r 1 -> 0, решение, по­
лученное по разностной схеме / 4 / —• /6 /, сходится к решению исходной 
задачи, при этом порядок сходимости совпадает с порядком погрешности 
аппроксимации.
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У Д К  62— 50
Л. Е. ЗА Б Е Л Л О , Л. А. КОЛОБОВА

ОБ ОДНОМ АЛГОРИТМЕ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ  
ВЕКТОРНОЙ ОПТИМИЗАЦИИ

1. Постановка задачи. Большинство практических задач  принятия 
реш ения, возникающих в экономике, промышленности и военном деле, 
являю тся задачам и векторной оптимизации [1]. Будем рассматривать з а ­
дачу векторной оптимизации с двумя критериями качества.

Допустим, требуется изготовить емкость наибольшего объема, вес ко­
торой был бы минимальным. П араметры  емкости и отпущенный для ее 
изготовления материал удовлетворяю т системе ограничений А.  Эта з а ­
дача имеет следующую математическую  модель:

где f i ( x ) ,  f z { x ) — непрерывные, монотонные по любому направлению 
функции; А  —- система ограничений, определяю щ ая выпуклое множество.

Заметим, что с математической точки зрения зад ач а  векторной опти­
мизации является некорректной. Обычно в качестве решения задачи век­
торной оптимизации выбираю т множество эффективных точек.

Определение 1. Точку х3* назовем эффективной, если не существует 
на множестве ограничений задачи (1) таких точек, что f i ( x ) ^ f i ( x B$),  
i=  1, 2 и f i (x)  Ф к ( х эф) , хотя бы для одного i.

Постановку задачи  векторной оптимизации следует уточнить. П ра­
вило, в каком смысле понимается решение проблемы, называется прин­
ципом выбора реш ения задачи  векторной оптимизации. Принцип выбора 
заклю чается в постановке одной или ряда математических корректных 
задач  оптимизации, реш ение которых и принимается в качестве решения 
задачи векторной оптимизации. Откорректируем сформулированную вы­
ше математическую  модель задачи векторной оптимизации следующим 
образом.

Определение 2. Эффективную точку х° назовем решением задачи (1), 
если она удовлетворяет соотношению

Соотношение (2) является условием, регулирующим относительные 
потери различных критериев.

При такой постановке задачи дополнительным требованием к изго­
товителям могут быть следующие: уменьшение объема на одну относи­
тельную единицу соответствует уменьшению веса на одну относительную 
единицу (или на k, или не менее, чем на k  единиц). Тогда в качестве 
корректирующих можно выбрать такия условия:

^ . к  (*) — т и  _  f i  (х ) —  m 2i  к  (*) — т и  <  ^  / 2 ( х )  — m 2l k  =  c o n s t
.44̂ ,   ^11 ^^21 ^21 * ^^11  ^11 KI21   ^21 *

Условие (2) уже использовалось в литературе для определения понятия 
оптимального решения задачи векторной оптимизации [2]. Числа т 1ъ

(О

к  (х)  —  Отц _  к  (*) — Щ .1 

М ц  • Ш ц  М 21 т а  ’ (2)

решения задач, соответственно (3)—(6).
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М ц  ( t=  1, 2) могут быть выбраны из практических соображений, учиты­
вая смысл задачи (например, исходя из предполагаемого решения задачи).

Определение 3. Функцию f ( x ) ,  x ^ R n назовем монотонной по лю бо­
му направлению, если функция f(x- \-el )  является монотонной по е для 
любого I и 8 > 0 .

2. Алгоритм решения. П редлагаемы й алгоритм решения задачи вида 
(1) основан на итеративной процедуре, в ходе которой реш аются парал­
лельно две задачи  с единственным критерием качества и проводится 
поэтапное получение информации об отклонении текущего плана от опти­
мального решения. Отыскание решения задачи основано на методе д е­
ления отрезка пополам.

Решение задачи  (1) заменяем решением задач
/ х (х) -> min

/72 о / "4“ Л^о/

х ^ А

' f 2 (х) -5- min

т  к  . (8)

где /  =  1, N  — номер итерации. Пусть x°xj, х®;. — соответственно решения
задач (7) и (8). Введем обозначения:

д / г\ /2 (х) тп ____ /3 (х) —  тп
« u - f f l u  М21- т 21 ’ W

А и  =  А  (х,°), А и  =  А  (х°), A 2i  =  А  (х2°), Д21 =  А  (х°), (10)

A i i  =  А  (х°.), Д22- =  Д(х°2/). (П )

Из всех подсчитанных оценок выбираем для каждого i минимальную по 
абсолютной величине:

ш т { |Д г /|, | |, |Д гТ|} =  Д°, L =  1, 2 (12)

Возможны следующие случаи. 1) А 9 . ф А 1}. В задаче (7) (или (8)) знак 
в дополнительном ограничении меняем на противоположный и вновь решаем 
полученную задачу.

2) Aij =  А ц . Определяем знак текущей оценки Ац,  i =  1, 2 и в зави­
симости от него пересчитываем верхнюю {Аи ) и нижнюю (Аг;) оценки,
наибольшее (M i;-) и наименьшее (mjj) значения функции на данной итера­
ции /. Новые значения вычисляются по формулам (13) и (14):

sgn А[j  =  sgn A~ij, тогда AP+I =  A tj, М ц + 1 =7*  (*?/),

A i'/+ 1 =  A j;>  m i / + l  ~  ГЧЦг (1 3 )

sgnA ;-;-# sg n A ^ -, тогда Дц+1 =  A;j-, М ” +! =  M i2,

t i j + l = A tJ, m[|+ i = /,(* & ), (14)
переходя к следующей итерации, реш аем задачи

/ х (х) min

/ 2 (Х ><  1 7 — 11Ь1’

f2 (х) -> min
/лР,-+  МР,-

М * ) <  1 7  2  —  { 1 6 )

х е Л
Решение задач  вида (15), (16) продолжаем до тех пор, пока не будет 

выполнено соотношение (2) или условие субоптимальности (17):
[ А « К е ,  е > 0 ,  i = Т72, /= 1 J V -  (17)

Вектор х°, на котором выполняется условие (2) или (17), назовем услов­
но эффективной точкой.

Д л я  того, чтобы определить, является ли условно эф ф ективная точка 
решением задачи  (1), необходимо проверить, является ли эта точка опти»
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мальной (эффективной) по Парето. Д ля этого достаточно, чтобы точка 
х° совпадала с решением задачи (18) или (19)

/х (х°) min ( /2 (л:0) -> min
/ 2 ( х ° ) < / 2 ( х )  ( 1 8 ) ’  (  / х ( х ° < / х ( х ) .  ( 1 9 )

3. Доказательство существования решения. Мы полагали функции 
/ i(x ) ,  /г ( х ) — непрерывными, монотонными по любому направлению.
Тогда функция А (х) =  также будет непрерыв­
ной, как разность двух непрерывных функций. Кроме того, на значениях 
х? и х? оценка А имеет противоположные знаки. Покажем это. Пусть г =  1.

А / 0 Ч -  ^  °0— ти  М *?) — т21 _  к  (f?) — ^
—1' М х — шц  М 21 — tn21 М 21 — т 21 ’

А ( ~П\  _  f l  ^  ~  ' П и  ^  ~ Щ 1  _  1 ^  ~  т 21 \  Л
'^1 *  М Х1 —  т п  М 21 — т 21 М 21 —  т 21 ‘

И так, функция Д (х) — непрерывная, на границах односвязного множест­
ва принимает значения с противоположными знаками. Следовательно^ 
она принимает значение 0 внутри рассматриваемого множества, т. е. су­
ществует такая  точка х°, что Д (х°) = 0 . П окаж ем , что предложенный алго­
ритм сходится именно к решению задачи (1). Д л я  этого, необходимо до­
казать, что V е > 0 ,  Н п, что V т ^ п ,  |Дгт | =£=е, i — 1, 2. Согласно само­
му алгоритму, на каж дом  ш аге отрезок, на котором находится 
минимальное значение рассматриваемой функции, уменьш ается вдвое. 
Причем, каж дый последующий отрезок принадлеж ит предыдущему. Со­
гласно лемме о вложенных отрезках, все они имеют одну общую точку. 
Абсцисса этой точки будет доставлять решение уравнению Д (х) =;0. Т ак 
как  на каж дом последующем отрезке оценка |Д | заведомо меньше, чем 
на предыдущем (см. алгоритм).

Предложенный алгоритм применим на множестве выпуклых функ­
ций. П ри разработке алгоритма для этого класса функций использован 
тот факт, что каж дую  выпуклую функцию можно заменить двумя моно­
тонными.

Алгоритм распространен такж е на случай конечного числа критериев 
качества.
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Л. Е. ЗА Б Е Л Л О , А. Л. Л Е Б Е Д Е В  

ФИЛЬТР КАЛМАНА ДЛЯ ЛИНЕЙНЫ Х ДИСКРЕТНЫ Х СИСТЕМ
С ЗА ПАЗДЫ ВАНИЕМ

Постановка задачи. Рассмотрим дискретную систему, состояние кото­
рой описывается линейным разностным уравнением с переменными ко­
эффициентами

х к —Afc-iXft-i+Afc-iXft-i-jvr-l- Gh-i^k- i ,  (1)
где xu — n -вектор системы; wu-i  — /n-вектор случайных внешних воздей­
ствий; A h - 1, Ah-1, Gk-i  — матрицы соответствующих размерностей; N —- 
число точек на отрезке запазды вания.

Wk-i представляет собой дискретный белый шум с нулевым средним 
значением и известной ковариационной матрицей Qk, т. е. М[ш/г] =  0У &
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( 0 ,  k^= j
и M  [wk w j J =  Qk 8k (k  — /), где 6A {k — / ') '=  J } k  =  функция Кронекера,.

а матрица Qfe неотрицательно определена (т. е. допускается oyfe =  0.) 
Н ачальное состояние системы

х 0( - )  =  { * ( М = * о ,  Хц=фц,  ц = 1 ,  N } ,  (2)

где Хц — х ( ( 0— ц0), а 0 — ш аг дискретизации, т. е. 0 =  4 —h - i V  k. В (2) 
х 0 — случайный вектор с известными статистическими свойствами: 
М  [л'0] =  р 0, М  [x0x TQ\ =  Рх, а ср.,. — дискретный белый шум с нулевым 
средним значением и неотрицательно определенной матрицей Х к.

Пусть в любой момент времени tu имеется в распоряжении г-мерный 
выходной сигнал

y h =  ChXh+Vh,  (3)

где С и — ( г Х п ) — матрица наблюдения, которая считается известной,, 
а измерительный шум ик предполагается белым с нулевым средним зн а ­
чением и положительно определенной ковариационной матрицей Ru.

Случайные помехи в системе, в начальных условиях и в измеритель­
ном устройстве считаем независимыми между собой, а такж е o r ' век­
тора начального состояния хо.

Д ля описанной математической модели системы ставится задача: 
найти оценку хк вектора состояния системы в момент Д  в классе линей­
ных оценок. Эта оценка долж на быть наилучшей в том смысле, что м а­
тематическое ож идание суммы квадратов ошибок оценивания принимает 
минимальное значение. Если под ошибкой оценивания понимать вектор 
х к= х и —Хи, то оптимальность оценки достигается минимизацией функ­
ционала

N N ~  ~ 
ek =  2  2  м  К - с  ч - i  1 -  min- (4>

i=  0 / =  О

П оставленная задача является задачей фильтрации (см. [1, 2]).
Вывод уравнения оценивания. В качестве линейной структуры урав­

нения оценивания возьмем структуру уравнения (1).
С начала оценку х к будем прогнозировать лиш ь на основе знания оце­

нок в моменты ik—i и tu-i-N,  т. е. без привлечения результатов измере­
ний. Т ак как ш умовая помеха w k-1  не зависит от вектора состояния в 
моменты th-i и tu-1-N и имеет нулевое среднее значение, то можно счи­
тать, что она не влияет на оценку х к. Это означает, что при фильтрации 
и предсказании наилучш ая оценка белого ш ума с нулевым средним тож ­
дественно равна нулю. Тогда оценку естественно прогнозировать в виде 

Af л _ л
x k =  А к—\Xk- i  +  Ak—iXk—i—N- (3)

Результаты  измерения выходного сигнала можно использовать для 
корректирования данной оценки. Действительно, ожидаемое значение-

Л Л Л Л '
выходного сигнала равно y k =  Ckx ’k в момент tk и y k~j  =  Ck-jx'k_ j в мо­
менты tk- j ,  j  — 1, N.  Действительное же значение выходных сигналов 
в эти моменты равно ук и Уи-\- Теперь введем последовательность «обнов­
ляющих» величин (по аналогии с [3]):

~  л ~  л ____
Ук =  Ук — Скх'к, yk4 =  yk- i  — Ck-jx'k--r  / =  1, N.

Таким образом, можно скорректировать оценку (5), добавляя к ней 
«обновляющие» величины с соответствующими весовыми коэффициен­
тами. Тогда можно принять окончательную форму уравнения оценивания'



М атричные коэффициенты усиления Ки и Lk.j выбираю тся из условия 
минимума функционала (4). Такие матрицы Ки и Lu,j, при которых 
функционал (4) принимает минимальное значение, назовем оптималь­
ными коэффициентами усиления.

А нализ соотношений (5), (6) показывает, что в фильтре К алм ана 
реализируется идея предсказания — коррекции. Предыдущие оценки 
xu-i,  xu- i-N  экстраполирую тся на один ш аг вперед и затем  используются 
д л я  получения наилучшей оценки нового наблю дения, т. е. для построе­
ния у и  и tjk- у  Ош ибки между наилучшей оценкой текущего наблюдения 
и фактическими наблю дениями составляю т последовательность «обнов­
ляю щ их» величин. Эти ошибки взвешиваю тся с весами Ки и Lu,j для фор­
мирования сигналов коррекции, которые склады ваю тся с предсказанной 
оценкой (5), в результате чего получается новая оценка.

Вывод соотношений для оптимальных коэффициентов усиления. П о­
скольку очевидным образом выполняется соотношение

44 [~xfxk\ =  SpM  [ * * * [ ] ,  (7)

качество оценивания будем характеризовать ковариационной матрицей 

ошибок оценивания P k =  М  [xkx Tk\ . Д ля вычисления P k сформируем вектор 

ошибок xk:
~  л _  а л
x k = A k - \ X k - \  +  A k - \ X k - \ - w +  K k (Ckxk - f  vk — CkA k- \X k ~ \  —

-  л VО _ 1 Л'/,— j— да) Д— I Jk, j \ C / t — jXfc—j'-\-Vf,— / Сk—j  (A  k— ] X  k—j  — i
/= i

  Л   ~
4- Ak- j - iXk—i —N— i)]— A u - i X k - i —  Ak- \Xk~\~N  =  (4 — KuPk) {Ak~\Xk~\  +

~  N  ~
+  A k- \X k~ \—N — Gk-\Wk-\ )  +  К/Ри— 2  ^k , j  [Ck—j (Au—j—i X k - j - i  +

/= i

+  A k - i - i  Xk - j -N -1 — G k - j - i  W k - j - 1) — Vu-j\. (8)
Д алее формируем матрицу Ри. Д ля  этого подставим (8) в формулу 

Р и = М[хихи ] и воспользуемся тем, что все случайные воздействия, дей­
ствующие на систему, некоррелированы. Если при этом ввести следую ­
щ ие обозначения:

Р k— 1, /  =  44 \х и —1 Хи— 1 —j ] , Р k—\, /, i — 44 [Xk— i—jX k—i—l] ,

P-k—j 6j (/ — o =  44 [vk 4 vTk_.\, Q k -i-fij(J  — i) =  44 [wk- i - j ],

Pk — A k - \P k —\A Tk—\ +  Au—\Ph—\,N Ak— i +  A k- \ P l - \ , N  A Tk- i  -f-

+  A k — \ P k — \ ,  n ,n  A k —  i -j- G k — i Q k — i G k — i ,  (9)

Pk, i =  Ak—i—jPk—i.i A Tk— i +  Ak—i—jPk—i, n , i Ak—i +  Ak—i—iPk—i.N+jAk—i +

+  A k — i —j  P i - 1, n , N + j A l — i, (10)

Pk, j,  i =  Ak—l—jPk—l, / ,  i T ift— 1— i  +  Ak—l — jPk—l, j,  N+iAk—l—i +

- f -  A k - \  — jPk- \ ,  N + j ,  i A Tk- \ - i  - f -  A k - l - j  P k - 1, N+i, N+iAk- l - i  +

+  G k - i —j  Qk-i -j&j  (/ — 0 G k — i —i', (11)
то после соответствующ их преобразований можно получить следующее 
соотношение:

Pk =  Pk-  KkCk ( Pk -  2  P i  i C l - i L l - f p k-  2  U, i Ck-i  Pk, i ) c lK l  -h
/= i /  \  /=i
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N

+  Rk(CkPk Ck +  Rk) Rk  +  2  [Rk, i (Ck—jPk, /, / c l 4  +  /) Rk, j —
/= '

AT N

—  Rk, j Ck4 Pk, j —  Pk, jCl-jbl, / 1 + 2  2 Rk. iCk-jPk, / ,  iCk—iLk, (• ( 12)
/= i ;=i,

Матрицы (CkPkC l  +  и (Ck-jPk, /, ,-Cl-j +  Я *-/) неотрицательно опре­
делены и симметричны, что выражается соотношениями

SkSk — Ch.PkC k - \ - Р ь  (13)
*5*, /S[, / = Ck—i Р k, /, j C L j  + /. (14)

В (12) второе — четвертое и пятое слагаемые образую т квадратичные
матричные полиномы относительно неизвестных матриц Кк и Lu,j. П ред­
положим, что существуют такие матрицы Dh и Du,j, что возможно сле­
дующее дополнение указанных полиномов до полного квадрата:

N

Pk =  Pk +  (Rk^k P/i) (Rk^k  ■ Аг)г ' D k D k -j- 2  [(Rk, jSk. j —  Dk, j) X
/= i

N  N

X (Rk, i Sk, j — R>k, i)T — Dk, j D Tki /1 +  2 2 Rk- i Dk-jPk, i, iCl—ilX, i■ (15)
*  /= i f - i

i¥=i
Раскрыв скобки в (15) и приравняв соответствующие члены членам 
(12), можно определить матрицы Dk, Dk,f

Dk =  ( p k -  2  Rk- А - /  Pk. i )  c l  ( S i r 1, ( 16)

D kl]= P l . , C l - i ( S l , , r ' .  (17)
Второе и четвертое слагаемы е в (1 5 )— неотрицательно определенные 

матрицы и, значит, след матрицы Рк принимает минимальное значение, 
когда они равны нулю, т. е. при

R ks k = ( n  -  2  R^ i Ck-i  P k, c l  { s i r 1,' (is)

R k , j S k, i =  P l , i C l - i ( S l , i ) - R  (19)
Учтя (13), (14), будем иметь

Rk  =  -  2  Rb. i C^ i p *’ /■) CkPkCl  +  R k V 1, (20 )

Rk, i =  Pi, i c l - i  (Ck 4 P k, i, j c l - i  +  Rk- , ) - 1. (21 )

Получение уравнений для матриц Pk, Pk,j, Pk,j,i- Уравнение для Рк
получается подстановкой (16) и (17) в (15). В результате несложных
преобразований можно получить

/  N  \  N  N

Р k ~ ( I —Rk.Ck)\ Pk — 2  Р k- i Ck-jRk, j J + 2  2  Rk’ i Ck—jPk,j,i Ck—iRk, i■ (22) 
V /+1 / /=li=l 1Ф1

При выводе (22) следует учесть соотношения (13), (14), (20), (21), 
а такж е перестановочность операций транспонирования и обращения 
матриц. Н ачальное условие для (22)

Р 0= Р Х. (23)

Теперь формируем матрицу Pk,д для чего воспользуемся соотноше­
нием (8)
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Pk, i = м  [xkx Tk 4 ] =  M  [xfex£_,_(/_ 1} ] = (/ — K kCk) ( A k - i P k - i ,  j i +
N

-J- A k - l  Pk—1, N. /—1) — Lk, i Ck—i (Ak—l—i pk—l, i, J—l+Ak—l—1 Pk—1, ЛГ+t, /—1)>-
i — 1

(24>

Начальные условия:

Po. i =  o, j =  O JV ;  (25)'
граничные условия:

P k ,o = P ° k , k =  1 , 2 , 3 , . . . ,  (26)
где матрица определяется из уравнения (22) с нулевыми начальными 
условиями.

Соотношение для Ph.j.i очевидно:

Pk,j , i  =  М  [xk- j x l _ . \  =  М  [ X k - i - u - i  )XTk_ l_ (i_ X)\ =  P k - u i - u  i - 1- (27)

Начальные условия:

Р 0> /, £ =  Х,6;- (/ -  0, ; =  6 Г ^ ,  / =  O ^ v , Х 0 -  0; (28)
граничные условия задаются матрицей Р/г,{:

Pk,0, i=Pk,u  1 =  0ТЖ А =1 , 2, 3 . . .  (29)
Соотношения (5), (6), (9) — (11), (20) — (29) образуют оптимальный

дискретный фильтр Калмана для системы (1).
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У ДК 517.948.32
А. П. ШИЛИН

КРАЕВАЯ ЗАДАЧА, СВОДЯЩАЯСЯ К ТРЕМ ЗАДАЧАМ РИМАНА

Краевая задача типа задачи Римана

... <1кФ+ (t) (• „ ,, , dkФ + (т) ,
(t) +  -I Ak {U Т) dTk=0

+  =./(£). (1)

где Ak(t ,  т) и Bk{t,  т ) — фредгольмовы ядра, изучена в [1—3]. В указан­
ных работах с помощью различных интегральных представлений иско­
мой функции установлена равносильность задачи (1) интегральному 
уравнению (полному сингулярному или уравнению Фредгодьма), а так­
ж е дана нижняя оценка числа произвольных постоянных, входящих в 
решение. Естествен вопрос о выделении частных случаев задачи (1), для 
которых картина разрешимости была бы более точной, чем в общем слу­
чае. Ниже рассмотрен один такой частный случай, сводящийся к трем 
задачам Римана; решение дается в замкнутой форме. На возможность
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выделения этого случая автора натолкнула на мысль работа Ю. И. Чер­
ского [4], в которой некоторые интегральные уравнения сводятся к двум 
задачам  Рим ана. Приведем формулировку задачи.

Пусть L  — простой гладкий замкнутый контур на комплексной пло­
скости, D+ и D~  — его внутренность и внешность соответственно. Счи­
таем, что полож ительная ориентация контура оставляет D+ слева и что 
начало координат принадлежит D+. Зададим  на контуре //-непрерывные 
функции a(t)=^= 0, b{t)^=  0, c(t)=/= 0, f ( t ) .  Требуется найти все кусочно­
аналитические функции Ф (г) по краевому условию (1) на L  при 1 = 0,
р =  0, а0 (/) =  Ь (*), Ь0 (0 =  -  а (0  с (t), Л0 (t, т ) . = - ± -  6 , В 0((, т )=

a ( t )  с ( т )  — с (t)
2 л  i г  — t

Решение ищется в классе функций, исчезающих на бесконечности. 
Краевое условие (1) в указанном случае после несложных преобразова­
ний может быть представлено в виде

4 - K 0 ® + ( 0 + - ^ - J  »(’ ) ф + И *  _
■t

=  XT a ( t ) c  (t) Ф~ (t) +  - | g L  J  c. (J) dr + f ( t ) .  (2 )
L

Введем новые неизвестные кусочно-аналитические функции ® i(z) 
и Ф2 (г) по формулам

ф . И - 1 Й г 1  Ф . й  =  т я - . (3)
L \  L

Теперь краевое условие (2) можно записать в виде задачи  Римана 

Ф t ( t )  =  a(t )CbI( t)  +  f(t) ,  (4)

откуда на основании теории задачи  Рим ана [3]

(/) Ш  _  X + ( t )  f  f (T )  dX . X + ( t ) P a - l ( t )f  / ( t )  d r  X ~  (t) P a - l  ( t)  -
J y + ( r \  r  — z  b ( t )  ’ Ф'b ( t )  2b 0 )  2 n i b ( t )  J  Л + ( т )  т  z  b ( t )

Ф - Ц Л -  f i f)  , X + V) Г rfT ' x + 0 )P *- iV )
Фг +  +  ^ — ’ (6)

где 2 j ta = [a rg  a( t )]L, Pa- i ( t ) — многочлен степени не выше а — 1 с про­
извольными комплексными коэффициентами, Pa- i ( t ) =  0 при а ^ О ,

Х + ( 0  ^  exp [ ± -  In a{t)] +  - g L _  f  ln [T > (T)] rft}.

При а < 0  для разреш имости задачи (4) необходимы и достаточны 
условия

f ( t )

X + ( t )
■tk~ l d t  — 0, k — \, ... , — a. (7)

Записав по формулам Сохоцкого выражения для плотностей интегра­
лов типа Коши (3), придем еще к двум задачам  Рим ана:

ф +  (O' =  f f i y - ф Г (0 4— (~ у щ ~  (8 ), Ф ^ (0  =  с ( 0 Ф " ( 0  +  Ф Г (0 . (9)

свободные члены которых даю тся формулами (5) и (6 ).
Из задачи (8 ) находим

Ф<2) -  Щ  Ч ^ 7  +  у М е - <  (*>• D*.  (10)

з* 51



где 2лр = —[a r g 6 (^)]b, Q p -i(z )— многочлен степени не выше (5— 1 с про­
извольными комплексными коэффициентами, Qp_!(2 ) = 0  при р ^ О ,

у (2) =  ехр | - ^ Н  ,п Ь (  т)
D '

При р < 0  для разреш имости задачи (8 ) необходимы и достаточны 
условия

с фф (t) t'n~ l dt
1 ,--------- =  0 , т =  1, ... , — p. ( 11)

I  b (t) Y+ (0 

Из задачи (9) находим

+ Z 0 V ,W ,* e D - ,  (12)
где 2ny =  [ a r g c( t)]L-, S v_ i(2 ) — многочлен степени не выше у — 1 с произ­
вольными комплексными коэффициентами, 5 T_ i(2 ) ^ 0  при у ^ О ,

г »  =  «ч» U r . f  " " Д Ё Д *  }■
1  L  1

При у < 0  для разреш имости задачи (9) необходимы и достаточны
условия

ФГ (0
Z +  ( 0

tn- id t  =  o, п =  1, ... , — у. (13)

При а > 0  условия (11), (13) будут представлять собой системы ли­
нейных алгебраических уравнений, соответственно

а

2  S m j h  =  gm. tn=  1, ... , —  Р, (И )
/'= 1

где

8,

2  hnjKj =  hn, п =  1, . . .  , — у, ( I5)
/=  1

_  f  Х +  ( 0  t m + i ~ 2 d t  , _  С Х +  ( 0  <n+ ' - 2 dt

"  b ( t ) Y + ( t )  ’ n i ~ {  a ( t ) Z + ( t )

1’ /  (t) t m~ I d t  |" X + ( t ) t m - l d t  |1 / ( t )  d r

1  2 b ( t ) Y + ( t )  5' 2 л i b (t ) Y + (t)  i I X +  ( t )  t  — t  '

h  __  Г f ( t )  Л " 1 rff _  С X +  ( t ) t n- '  dt  j* / ( t )  rfx

f  2a ( t ) Z + ( t )  I  2 n i a ( t ) Z + ( t )  {  X + ( t ) t  — t  ‘

Условия разреш имости задачи (2) соберем в следующей теореме. 
Теорема 1. Д ля  разреш имости задачи  (2) необходимо: выполнение 

условий (7), если а < 0 ;  выполнение условий (11), если р < 0 ,  что при 
а > 0  равносильно совместности системы (14); выполнение условий (13), 
если у < 0 ,  что при а > 0  равносильно совместности системы (15); со­
вместность объединенной системы, состоящей из систем (14) и (15), если 
а > 0 ,  р < 0 ,  у < 0 .  Одновременное выполнение этих условий при указан ­
ных а , р, у  является достаточным для разреш имости задачи (2 ); при 
а ^ О ,  р ^ 0 , у 3^=0 зад ач а  (2 ) разреш има безусловно.

В случае разреш имости задачи (2) формулы (10), (12) даю т ее об­
щее решение. При а > 0  через посредство формул (5), (6 ) в это решение

а

входит многочлен Pa- i  (t) =  ^  V ;-1 > коэффициенты которого при Р > 0 ,
i=iI
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у ^ О  остаются произвольными, при р < 0 ,  у ^ О  представляю т собой об­
щее решение системы (14), при (3 ^ 0 , у < 0  — общее решение системы 
(15), а при р < 0 ,  7 < 0  — общее решение объединенной системы (14), 
(15). Обозначим г ранг системы (14), если а > 0 ,  |3 < 0, у ^ О , системы 
(15), если а > 0 ,  |3 ^ 0 ,  у < 0 ,  объединенной системы (14), (15), если 
а > 0 ,  (3<;0, 7 < 0 ; положим г = 0  в остальных случаях.

Теорема 2. Число линейно независимых решений однородной за д а ­
чи (2) равно max{0, а } + т а х { 0 ,  р } + т а х { 0 , у}— г.

В самом деле, пусть f (t )E=0.  Если ф ( г ) = 0 ,  г е Л + ,  то ф + ( / ) ^ 0  и из 
краевого условия (8) получим Ф Г ^ ^ Ф ^ К ) .  В силу теоремы об анали­
тическом продолжении и теоремы Лиувилля Ф ! ( г ) = 0 ,  тогда из форму­
лы (5) следует, что P a_ i ( ^ ) = 0 ,  а затем из формулы (10) получаем 
Q p _ i( /)= 0 .  Аналогично из предположения Ф ( г ) = 0 ,  z ^ D ~ ,  получим, 
что P a- i ( t ) = 0 ,  5 v_ i ( / ) = 0 .  Следовательно, ненулевые коэффициенты 
многочленов Pa- i ( t ) ,  Q^ - i ( t ) ,  S v- i ( t )  не могут дать линейно зависимые 
решения однородной задачи  (2), что и доказы вает теорему 2.

З а м е ч а н и е .  Если б (/) и с о ( / ) — сохраняющие ориентацию гомео­
морфизмы L  на себя, то краевая задача

ф н < ) Ф + ( 0  +  4 г 1  -

аналогично сводится к трем задачам  Газемана.
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У ДК 33.083.722
А. А. К О Л Я Д А , Ф. С. П И ЛИ П О ВЕЦ

О РАСПРЕДЕЛЕНИИ ПОПРАВКИ АМЕРБАЕВА  
К НЕТОЧНОМУ РАНГУ ЧИСЛА В СИСТЕМАХ 

ОСТАТОЧНЫХ КЛАССОВ

В работе доказана в общем виде теорема о нормированном ранге 
числа в системах остаточных классов (СОК) у(та> и с ее помощью уста­
новлена формула для мощности p[Mi] подмножества Mi  чисел из диапа­
зона СОК, для которых ранг не совпадает с неточным рангом, введен­
ным В. М. Амербаевым. П рограм м ная реализация полученной формулы 
показала, что Mi  составляет незначительную часть диапазона С О К —• 
в среднем 3—6 %.

Рассмотрим систему остаточных классов (СОК) с я  попарно взаимно 
простыми модулями pi, р2, . . . ,  р п и пусть (am , а 2п, • • •, а „ „ ) — норми­
рованный остаточный код в этой СОК [1, с. 141] числа A e [0 , P<n>), где

Р (п) = Прг, a in =  \ А \  Р ~ 1 |р . |р., Р in ~~ дуг" (г'= 1 >  2 , . . . ,  я); через \ Х \ Р 
[=1 И1 

обозначается остаток от деления числа X  на р.
К ак известно, нормированный ранг v(n> числа А (в дальнейш ем он 

называется просто рангом) определяется соотношением:
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Л = 2  P'ir
i= 1

. v (n) p in )

и, следовательно, вы раж ается формулой:

\?('0 — ул

[X] — целая часть числа X.
Согласно [1, с. 151] для справедлива формула

vin) =  у{п) +

где

V(«); 1- 2
a in Рп

Pi

(О

(2)

(3)

(4)
а г| (Л) равно 0 или 1, если р п > ^ ^ 1) (v ^” 1* — максимальное значение 
yin 1 формулу (3) назовем формулой Амербаева, а величину р (Л )—поп­
равкой Амербаева к неточному рангу у(">. В [1, с. 151] также показано, 
что г) (Л) можно выразить через ранг некоторого числа в укороченной 
СОК рх, р-2 , рп- i .  Другими словами, определение ранга с помощью (3) 
приводит к рекурсивной процедуре, при этом вычисление поправки г) (Л) 
за минимальное время требует существенно больших аппаратурных затрат, 
чем вычисление у^К

Найдем условие, при котором =  у^л), а также определим распреде­
ление поправки Амербаева, т. е. мощности множеств: M t =  { А еЕ [О, 
P W )  | т) (Л) =  г}, i =  0,1.

Теорема 1. (0 ранге числа). Пусть n -ный модуль СОК удовлетворяет 
условию р п >  утж[)- Т °гДа Для произвольного числа Л еЕ [0, Р (ге)) имеет

S b{A), где
шах

место формула =  v^1'*

-(«)
Рп 2

i = 1

Рп
Pi

(5)

>В(А) ' ■ знак числа
п— 1

в  И )  =  2  Pin~i  “ ‘« -1 _  р и )  р{п~ 1)
1 = 1

р(Л)  = • 2
г = 1  l

a in Рп
Pi Рп

(6)

определяемый как S B(A) =
(0, если В (А) )> 0 ,
11, если В  (Л) <  0.

Через ]Х[ обозначается наименьшее целое число, не меньшее X.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Л =  ( a in, агп, ■ ■ ■, а.пп) —  произвольное 

число из [0, Д п>). Рассмотрим последовательность чисел

А- — Р ‘ CL- -- / Р(л) 1 =  0 1 \?(л)^ у  ^  1 т  I 1 5 J V , 1 , vmax
1=1

Vmax =  max
Xe[o.p(”))

и представим A } в виде:

п—1
Aj  =  2  ^ш -1 “ ‘«-I — О Д « -1 ).

(7)

(8)
£=1

С этой целью преобразуем Л 3- следующим образом: 
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л-1

(9 )

A j  =  2  p in О-in —  i P (n) =  2  Pi>!- 1 a in/Pi) Pi) +
i = l  i = l

n— 1 л

- f /> ( « - l ) a nn — / Р ( л) = 2  Р ‘Л— 1 Ofa-l — ( / p n — 2  fa in P n /P i])^ (n_1
(=1 i= 1

n

f  j — jPn [®in Pn/Pi)-
i =  1

По определению (см. формулу (1)) ранг числа равен номеру послед­
него неотрицательного числа в последовательности (7) и для его нахож ­
дения достаточно воспользоваться леммой о знаке числа [2], которая при­
менительно к (8) формулируется в виде.

Лемма 1. (О знаке числа). Если 0 ^ > v m ^I)> то А / <  0> если 
то Aj  >  0.

И з (9) видно, что увеличение /  на единицу приводит к увеличению ту­
на р п; и так как по условию теоремы 1 оге >  v^ ~ ]), то, применяя к (8) 
лемму 1, устанавливаем, что номер v<"> искомого элемента последователь­
ности (7) совпадает с целым числом ^ п) удовлетворяющим условию

0 <  п(п)  <  рп, (10)
Л

если только число В  (Л) =  A - w  неотрицательно, если же б ( Л ) < 0 ,  то-

(«)v V -(«)V A ­

X'
a £ n Рп

Pi

1. Подставляя (9) при / =  v^11 в (10), Получим

- in )  ,  .  , 1

Ря X.
1=1

0 1 Г < 1 +
Ря

у
1=1

rJ*in Рп

Pi
т. е.

“ (л) v V  =
п

1 1 V a t/z Рп
I P i  j

(П )

Наконец, из (9) с учетом (11) имеем р(Л) =
Рп ■ 21=1

a i/z Рп
P i

Рп

2£= 1
a £/z Р/2

Pi Рп 2
i =  1

a t /2 Рп
Pi P-П' V

1=1
a £/z Рп

Pi 2г=1
a inPn

Pi Рп

Теорема доказана. В [3] получен модульный вариант теоремы 1.
Сравнивая (3) с формулой для v<"> из теоремы 1 заключаем, что поп­

равка Амербаева связана’ с величиной S B(A) следующим соотношением:

(1 — Зв(А), если р (А) =А=0 
{ 0, если р (Л) =  0.П(Л) (12)

Придание величине S B(a ) смысла знака числа позволило разработать 
алгоритм для [3, 4], который не является рекурсивной процедурой. 
Алгоритм характеризуется максимальным параллелизмом, независимо­
стью вычислений по различным модулям СОК, высоким быстродейст­
вием (2 + ]lo g 2 п[ — модульных операций).

Перейдем теперь непосредственно к вопросу о мощности pfMi] мно­
ж ества Mi.  Мощность дополнительного множества М 0 вы раж ается через 
p[Mi] соотношением |4М 0] =  Р<П)—рфМф

С начала заметим, что лемму 1 можно усилить следующим образом. 
Л ем м а 2. Пусть п л (1 ^ n A ^ n — l) — число цифр остаточного кода

П
числа В — ^  Pin-l<Zin-l— гМ”-1) в СОК с модулями Ри  Р2, • • • > Р п -1 ОТ- 

1 = 1
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личны от нуля, а остальные равны нулю. Тогда, если пА— 1< Д , то В < . 0; 
если г ^ О , то Р ^ О .

Применяя к числу В (Л) из теоремы 1 лемму 2 и учитывая (12), з а ­
ключаем, что поправка г|(Л) может быть ненулевой лишь для чисел 
Л е [0 , Р(п>),для которых 1 ^ р ( Л )  1, ( 2 ^ . п А ^ п — 1).

Теорема 2. Пусть n -ый модуль СОК удовлетворяет условию р п
П—1

Тогда, р [ M J =  - А -  ^  Рл гДе 1Д— количество чисел Л е [ 0 ,
/= 2

Р (л)), для которых пА =  /  и 1 <  р (Л) ^  / — 1.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть Л произвольное число из [0, Р(п>), для 

которого п А =  / ( 2 ^ / ^ и — 1) и 1 ^ р ( Л ) ^ / — 1. Используя (1),  пред­
ставим (6) в виде

в  (Л )  =  I л  } —  р ( Л »  ж » - * )  (13)

и найдем выражение для р (Л °), где А °  
с (6) имеем

■ул Г ain P̂:
“ 2  I Рп  Ж------Р (Л ° )

1=1 Рп

п

| р{п) — Л|р(п). В соответствии

П

j Рп + * 2

— — / — 2  [“ in Pn/Pl\
i=i

i=i

Рл

a in Рп
Pi Рп

(14)

т. е. р (Л °) =  | /  — р (Л) \рп =  /  — р (Л), причем 1 <  р (Л°) <  /  — 1. Из (2) 
легко получить

1■v(rt-n
I 1р(л—1) / . л?(я—1 )

I А \Р { п - \ ) '

Применяя (14) и (15), из (13) находим: 
B { A D)

или

А °  |р(я_ 1 )  +  ( / - 1 -

В ( А ° )  =  \ А °  |Р(«-1) +  (р (Л) -  ; •

(15)

- р (Л ))Р ( " -1>

1) /3(11-1  )_ ( 1 6 )

Используя (13) и (16), легко проверить, что числа В (А)  и В (AD) 
в рассматриваемом случае всегда имеют разные знаки. Следовательно, 
количества чисел Л е [0 ,  Р<п>), для которых tiA = j  и т)(Л) =  1 составляет

л— 1
V
i=i

и Т е о р е м а  доказана.

На основе теоремы 2 составлена программа для вычисления p[Mi], 
результаты  счета по которой показали, что нормированный ранг числа 
в СОК совпадает с его неточным значением в среднем для 94—97 % чи­
сел из [0, РРО).
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Краткие сообщения

У Д К  621.374.32 : 621.317.421

А. Е. П РЯХИ Н

ИЗМЕРИТЕЛЬ ИНДУКЦИИ МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
С ЦИФРОВЫМ ОТСЧЕТОМ В СИСТЕМЕ СИ

В настоящ ее время широкое распространение получили измерители 
магнитной индукции, основанные на явлении ядерного магнитного резо­
нанса. Измерение индукции однородного постоянного магнитного поля 
В о сводится к измерению пропорциональной ему резонансной частоты f 0 
электромагнитных колебаний: B 0=afo. Д ля наиболее часто применяемых 
датчиков, содерж ащ их протоны (децимолярный раствор FeC l3 в воде), 
коэффициент о = 2 ,34874 • 10-2 Т/МГц. Частота f0 обычно измеряется циф­
ровым частотомером. Таким образом, для получения результатов изме­
рения в единицах индукции магнитного поля показания частотомера не­
обходимо умножать на коэффициент о, что представляет неудобство и 
заметно уменьшает оперативность измерений.

Существует ряд способов, позволяющих производить отсчет резонанс­
ной частоты непосредственно в единицах поля. Так, в работе [1] пред­
лагается переделка частотомера. Время счета периодов измеряемой ч а­
стоты выбирается кратным величине ст. Можно такж е поставить на входе
частотомера делитель с коэффициентом пересчета — . Неудобство этого
способа состоит в том, что делитель долж ен иметь высокое быстродей­
ствие (для поля В0= 1 Т ,  / 0 =  42,6 М Гц). Существует, однако, способ 
не требующий переделки частотомера и пересчетных схем высокого бы­
стродействия. Состоит он в следующем: на вход А цифрового частотоме­
ра подается измеряемая резонансная частота, а на вход Б — деленная 
на коэффициент пересчета К = 234874 частота 10 М Гц с выхода того же 
частотомера. Переклю чатель «Род работы» устанавливается в полож е­
ние «Измерение отношения частот», при этом частотомер будет показы ­
вать значение измеряемого магнитного поля с точностью до положения 
десятичной запятой. Действительно: / а / / б  =  2,34874-10-2  f0 =  В 0.

В некоторых частотомерах (например, 4 3 -3 3 ) запятую  молено уста­
новить на нужное место с помощью переклю чателя «Время измерения» 
(рис. 1). Естественно, при использовании датчиков с другим рабочим 
веществом делитель долж ен иметь другой коэффициент делениия.

Реализовать цифровой делитель с К = 234874 сложно, так  как этот 
коэффициент представляет собой произведение простых чисел 2 и 
117437. Гораздо проще сделать делитель с К = 234876, который является 
произведением простых чисел 2 -2 -3 -2 3 -2 3 -3 7 . Ошибка по сравнению с 
истинным коэффициентом составляет 8,5 -10-6, что вполне приемлемо. 
От делителя требуется быстродействие 10 МГц. Такой делитель можно 
собрать на широко распространенных интегральных микросхемах серии 
155 или 133.
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Рис. 1. Блок-схема измерения

Схема делителя показана на 
рис. 2. Истоковый повторитель на 
транзисторе Т1 служ ит для согласо­
вания выхода частотомера с уровня­
ми сигналов ТТЛ-схем. Элементы 
М1-1 и М1-2 являю тся формирова­
телями импульсов. В качестве дели­
теля на 12 используется элемент М2.

Д елитель на 37 выполнен на эле­
ментах М3—Мб по схеме безвентиль-

цого счетчика [2] по принципу 3 7 = 2  - 6 - 3-{-1. Элементы М1-3 и М1-4 
•служат для увеличения числа входов элемента Мб. Д елители с коэффи­
циентом пересчета 23 собраны на элементах М 7—М13 по принципу 2 3 =  
=  2 -2 -6 — 1.

Состояние счетчика 1011 дешифруется элементом М13-1 (М 13-2), 
вы ход которого подключен ко входам К  первых двух разрядов 
делителя. По следующему счетному импульсу происходит синхронная 
установка этих разрядов в единичное состояние и счетчик переходит в 
состояние 1111, минуя состояние 0111.

Рис. 2. Принципиальная схема пристав­
ки-делителя:

M I—К1ЛБ553; М3. Мб—М8, М10, МП —
К1ТК551; М2, М4, М5, М9. М12—К156ИЕ4,

М13—К1ЛБ551

Д елитель с К =  234876 собран в виде отдельной приставки, питается 
от нестабилизированного источника напряжением 5 В и потребляет ток 
250 мА. Н а выходе делителя имеются импульсы с периодом 0,0234876 с. 
В сочетании с кварцевым генератором на 10 М Гц такой делитель может 
быть использован для создания простого специализированного частото­
мера-измерителя магнитной индукции, работаю щ его по принципу, опи­
санному в [1].
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ЭНЕРГИИ АКТИВАЦИИ РЕЛАКСАЦИОННЫХ  
ПРОЦЕССОВ В СПЛАВНЫХ GaAs И Ge ТУННЕЛЬНЫХ ДИОДАХ

В работе [1] установлено, что изменение температуры выдержки 
сплавных GaAs и Ge туннельных диодов ТД  приводит к обратным из­
менениям (релаксации пикового-тока П Т ), и высказано предположение 
о том, что такая  термическая нестабильность П Т связана с протеканием 
реакции

А + В + ± А В ,  (1)

лимитирующей стадией которой является диффузия одного из компо­
нентов.

Исследование температурной зависимости процессов релаксации 
могло бы помочь идентифицировать подвижный компонент реакции (1).

С этой целью в данной работе изучалась кинетика релаксации ПТ 
/ ‘ (/) GaAs и Ge Т Д  (< — температура, при которой выдерживался диод 
до проведения измерений; / — температура, при которой проводились из­
мерения, °С). М етодика измерения ПТ описана в [1]. Погрешность изме­
рений ПТ не превыш ала 0,03 %, а стабильность температуры была не 
хуже 0,1 °С.

Анализ кинетики релаксации спада ( t < / )  и нарастания ( t > / )  ПТ 
показал, что при малых временах

A // (t) =  К  V t ,  (2)
где Д/j  (t ) -— изменение ПТ в процессе релаксации; К  — некоторая по­
стоянная при фиксированных температуре измерений и величине релак­
сационных изменений ПТ.

Д ля  определения зависимости К  от величины релаксационных изме­
нений ПТ варьировалась тем пература предварительной выдержки; тем­
пература измерений была фиксирована; начальное значение находили 
экстраполяцией зависимости (2) к нулю. Типичные результаты  представ­
лены на рис. 1. К ак видно, можем записать

/ ( (о с )  /  /1(оо) \
К  =  D \ n  — у  I n - / . . + F  , (3)

■ (0) [  /)•( 0) ) ’ w

где D и F — некоторые постоянные при фиксированной температуре из­
мерений.

Используя (3) для анализа процесса кинетик релаксации ПТ, уста­
навливаем, что F  не зависит от температуры. Температурная зависи­
мость D изображ ена на рис. 2. Величина наклонов температурных за ­
висимостей D для Ge и GaAs ТД: 0 ,17±0,015 и 0 ,26±0 ,014  эВ соответ­
ственно. Оценки получены методом линейной регрессии при повторных 
наблюдениях [2].

В [1] показано, что величина 1 п /‘ (оо)//‘. (0) пропорциональна изме­
нению концентрации носителей в процессе релаксации, поэтому получен­
ные результаты  (см. рис. 1) свидетельствуют о протекании бимолеку­
лярной реакции. В GaAs ТД концентрации реагирующих дефектов (при­
месей) равны, в Ge — существенно различаю тся.
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Рис. I. Зависимость К  от величины 
релаксационных изменений пикового 

тока

Рис. 2. Температурная зависимость 
параметра Д

И з величин наклонов температурных зависимостей D находим, что 
энергия активации диффузии Е А в GaAs и Ge ТД: 0 ,34+0,03  и 0 ,5 2 +  
+ 0 ,0 2 8  эВ соответственно. Эти значения совпадаю т с энергией актива­
ции меди (в GaAs £ а  =  0 ,53+ 0 ,05  э В ; в Ge Д а  =  0,33 эВ [3]). Поскольку 
медь является одной из «основных» неконтролируемых примесей в 
GaA s [4] и растворимость ее значительно повышается с ростом уровня 
легирования полупроводниковых материалов [3], весьма вероятно, что 
термическая нестабильность ПТ сплавных GaAs и Ge ТД вызвана хими­
ческой активностью остаточной меди.

Похожее перераспределение примеси наблю далось в работе [5], где 
введение лития в p -область ТД  приводило к появлению обратимых изме­
нений вольтамперной характеристики в процессе работы прибора.

Автор вы раж ает благодарность В. М. Л омако за  интерес к работе 
н полезную дискуссию.
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У Д К  621.317.08

К ВОПРОСУ О СТРОБОСКОПИЧЕСКОМ ПРЕОБРАЗОВАНИИ

Стробоскопическое преобразование —• один из наиболее распростра­
ненных методов исследования формы сигналов, сущность которого з а ­
клю чается в измерении мгновенных значений повторяющихся сигналов 
(взятии выборок) посредством стробирования короткими импульсами 
(стробимпульсов), автоматически сдвигающимися относительно иссле­
дуемого сигнала [1]. Необходимый порядок следования выборок обеспе­
чивается жесткой синхронизацией стробимпульсов исследуемым сиг­
налом.

В связи с недостаточной изученностью вопроса стробирования сигнат
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лов несинхронизированными импульсами, возможности стробоскопичес­
кого преобразования используются неполно. Целью предлагаемой работы 
является анализ закономерности расположения выборок при несинхрон­
ном стробировании периодического сигнала.

Д ля решения поставленной задачи рассмотрим отрезок времени, 
ограниченный теми импульсами стробирующей последовательности, ко­
торые берут выборки одинаковых точек исследуемого сигнала. Д ля удоб­
ства, не наруш ая общности, можно принять, что стробимпульсы, ограни­
чивающие выбранный отрезок, совпадают с теми точками сигнала, в ко­
торых он меняет знак с отрицательного на положительный (см. рисунок 
.а, б).  Н азовем эти точки начальными.

К ак  видно из рисунка, все стробимпульсы внутри рассматриваемого 
отрезка берут выборки из различных участков исследуемого сигнала че­
рез интервалы Т2. Если воспроизвести непосредственно по таким выбор­
кам сигнал (см. рисунок, в),  его форма не будет отображ ать форму 
исходного сигнала.

Составив уравнение, описывающее координаты U начальных точек 
в виде

ti = N J u (1)
где ЛЦ=0, 1, 2, . . .  — номер точки; Ц  — период следования начальных 
точек исследуемого сигнала, и уравнение, описывающее координаты t2 
импульсов стробирующей последовательности, в виде

t2~  N  2Т 2, (2)
где N 2 =  0, 1, 2, . . . — номер импульса; Т2 — период следования стробим- 
пульсов, можно получить соотношение, описывающее координаты tv =  
= ti = t2 совпадения начальных точек исследуемого сигнала со стробим- 
пульсами. Д ля этого, подставляя значения N t и N 2 из уравнений (1), (2) 
в характеристическое уравнение [2]

p  =  N l — k N z , (3)
тгде К  =  1 ,...-— параметр, удовлетворяющий условию | 7 \  — k T 21 -< ^  ,

и разрешая его относительно tp, получаем искомое соотношение. Запишем
р Т  Т  Т   k T

его в виде t„ =  -J - 1 * Обозначив 6 7  =  —— — —, определим общее1  ̂ К1 о Р
количество N% периодов 7 2 между совпадениями в виде равенства

N p =  tp - =  - Г] (4)2 т2 бт ’ о;
и общее количество N p периодов Т г между теми же совпадениями в виде

N i  == - ^ ~ ==Т Т~-
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Расстояние At  до любой выборки от начала сигнала определяется 
как разность координат h — ti, соответствующих стробимпульсов и на­
чальных точек сигнала при условии

A t = N 2T2—N i T i ^ T i .  (6)
Если теперь на основании (4) — (6) каж дому стробимпульсу при­

своить номер г'лз в соответствии с соотношением

iN2 = - ^  =  N 2N pl - N 1N p2 ^ N p2,

а затем  расставить их в соответствии с полученными номерами, то они 
будут представлять выборки участков исследуемого сигнала, следующих 
через интервалы бТ, а не через интервалы Т2, и позволят значительно 
точнее воспроизвести его форму (см. рисунок, г).
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О ЗАВИСИМОСТИ МНОЖЕСТВА ЛИНЕЙНЫ Х ЭЛЕМЕНТОВ 
ОТ ПАРАМЕТРИЗАЦИИ КРИВОЙ

М ножество К  в R 2 назовем линией, если существует представление 
K = U ( x ( t ) , y ( t ) ) ,  где f e / ;  1=]а,  Ь[; интервал на R; x ( t ) ,  y ( t )  — непре­
рывно-дифференцируемые функции и [х/ (/)]2+ [г// (012> 0  V С  Д уга — 
часть линии на промеж утке |а ,  р |,  где причем различным
значениям t из [а , р] соответствуют различные точки дуги. Если проме­
ж уток |а ,  р | = [ а ,  р] замкнут, то дугу назовем1 замкнутой. В случае, если 
| ot, р |= ] а ,  р], то дуга полуоткрыта. Иногда замкнутую  дугу называю т 
«дугой с концами».

оо
Лемма. Пусть К  U Д .  где 1) В 0 — полуоткрытая дуга; 2) В, — замк- 

£=0
нутая дуга с концами Mt—i, Му, 3) Д  П Д + 1 =  Му, 4) в каждой точке 

Mi  выполняется условие сопряжения, т. е. - ^ - ( р . ) =  ~/jV1 (п./+1) / >  0;
X j 1 x i + 1

тогда К  — линия.
Д о к а з а т е л ь с т в о  леммы опустим.
Положим M t = ( x ( t ) ,  y ( t ) ) ^ K \  x ( M t) = y ' { t )  :x '( t )  е Д ;  n ( M t) — 

угловой коэффициент касательной существует в любой точке К-
Возьмем М = ( х ,  г / ) е /С  Обозначим 1М совокупность всех t ^ I ,  таких, 

что M t = M ,  и положим
х ( М)  l ^ e /л,}.

Тройку (x ( t ), y ( t ) ,  x ( t ) )  назовем линейным элементом К  в точке М( 
данной параметризации [1].

Обозначим 1(К) совокупность линейных элементов у К  при данной 
параметризации. Если К  является дугой, то 1(К),  очевидно, не зависит 
от параметризации.

П окажем , что существуют линии, для которых 1{К) зависит от п ар а­
метризации.

Рассмотрим множество К, составленное из дуг (см. рисунок). Н а 
основании леммы множество К  является линией.

Первая параметризация. К ривая начинается в .то ч ке  А,  затем идет 
так, как показано стрелками на рисунке. К аж ды й раз, когда мы вновь
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приходим в точку А,  происходит смещение по оси х  на какое-то рас­
стояние kx—k u при этом меняются и гг, л ,  /г. Причем

(*.) t o  *1 -  J -

f t ) ( T _  h  =  - L  +  - £ T  ; > 2

Запиш ем уравнение кривой в параметрическом виде, только на участке 
нас интересующем.

Первый шаг:

arctg — т -  <  0г <  2л

i-и шаг:

х  =  0 + „ 2 Я , „ ^ 0, , .  arctg — — <  0 <  2л£/ = /-0tge г0
I

У =  Г о tg  0!

Х ~  . arctg 2/? Т - ^ <  0 <  2лy =  r t t g  0  —  ь  Г |

a r c tg  г-2- <  0! <  2л
г /  =  г г  t g 0 x — / г

В этом случае х (0 )э О .
Вторая параметризация
0-ой шаг:

х  =  R t g t  —  R  7 
у  =  0 — л < ^ <  arctg2

х  J _ n  <  ^  <  arctg 2
I# =  2R — R tg 4

f -ъщ ш аг ( / ^ 1 )  этой параметризации совпадает полностью с первой па­
раметризацией, т. е. / =  1 совпадает с первым шагом первой параметри­
зац и и , а / + 1  с i-ым.

В этом случае х (0 ) з О .
Т аким  образом, при первой параметризации построенной кривой мно­

ж ество линейных элементов этой кривой не содержит тройки (0, 0, 0), 
входящ ей в указанное множество при второй параметризации.
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ОБ ОДНОМ СЕМЕЙСТВЕ ЧИСЛЕННЫХ МЕТОДОВ 
С УЛУЧШЕННЫМИ СВОЙСТВАМИ УСТОЙЧИВОСТИ

Н а примере задачи  Коши для уравнения
u = f{u,  t) (1)

рассмотрим вопрос о построении с использованием принципа последова­
тельного повышения порядка точности [1] явных численных методов вы­
соких порядков точности с расширенной областью устойчивости.

К ак  известно [2], среди линейных методов численного решения урав­
нений вида ,(]) не существует А-устойчивых [2] методов порядка точно­
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сти выше второго. О тказ от линейности конструкции методов позволяет 
в некоторых случаях совмещ ать требования устойчивости и высокого по­
рядка точности. В качестве примера таких методов рассмотрим новые 
явные нелинейные методы третьего порядка точности вида

У., 1 
1 ~з~

У.. 2J +  —

= Уг

t l j  4  

1
- Г т /? ^ л

У1+1=У} +  ~ Г *  (fj  +  3/ _2_)j
3

(2)

где
yj+a ж  и (tj +  ат), т >  0, f j , 

■» ^2 =  "

=  /(*//+«, ^  +  ат),

1

Яз
1 —

_2_
3
2

(3)
9

_2_
9

1 - г  +  -
1

1 ~6~г 18

или

*х =
ехр г) ~ : ехр г  — 1

2г ехр — г
(4)

Яз =
4 (ехр г — 1)

3 ехр д -  г j  •

при этом z  может быть вычислено по-разному, например, z = x f u (yj, t) ) ,
z= [/(« /j+ N x->  fi+ P 'O  — f(yj> ^ + P f) ] /P f j, P > 0 .

При /?{=1, 1=1, 2, 3, методы вида (2) построены ранее [1]. Введение 
регуляризирую щих множителей R it R 2, R 3 вида (3) или (4) позволяет, 
не наруш ая порядка точности метода (легко проверить, что /?*=1-{- 
+ 0 ( т * ) ,  1= 1 , 2, 3), повысить уровень согласованности в поведении ре­
шений дифференциального (1) и соответствующих разностных вида (2) 
уравнений. Действительно, применительно к модельному [2] уравнению

й — Хи, Я, =  const, (5)
методы вида (2) с выбором Ri  =  1, 1=1, 2, 3, или по формулам (3), (4) 
приводят соответственно к соотношениям yj+i = Shyj, k = \ ,  2, 3, где Si =

z3, So =  /1 — г +  4 -  г2 — 4 -  23
—1

S 3 =  ехр г, г =  Хх.

Д ля точного же решения уравнения (5) при переходе от точки tj в точку
t j+x — t j Jr  х справедливо равенство и (t,+1) =  S  и {tj), S  =  ехр г,
при этом в устойчивом случае [X <  0) 5 . — 0 для любых т >  0 и S -> О

j>—У оо
при х оо.

Очевидно, что =  S +  О (т4), S 2 =  S - f  О (г4), S 3 =  5 . Однако при
(в случае X <  0) имеем 0, кроме того, S<2 — *■ 0

для любых т >  0, a S {— >-0 с ростом / лишь для малых т >  0. Это обес-
j ^ o о

печивает более высокий уровень согласования по устойчивости с исход­
ным дифференциальным уравнением (1) разностных уравнений вида (2) 
при выборе Ri,  i = l ,  2, 3, по формулам (3) и тем более (4), чем в слу­
чае R t =  1, 1 =  1, 2, 3.
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Аналогичную конструкцию имеют и регуляризованные методы выс­
ших порядков, построенные на основе [1].

Покоординатно подобные методы могут быть использованы и в слу­
чае систем уравнений вида (1),  а такж е применены при построении не­
линейных разностных схем для параболических уравнений с сохране­
нием в ряде случаев свойства спектральной устойчивости [3] при любом 
соотношении между шагами сетки.
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УДК 513
Л. Д . Д У Х В А Л О В

О НЕКОТОРЫХ О ДНОРОДНЫ Х ПРОСТРАНСТВАХ 
НАД АЛГЕБРОЙ КВАЗИМАТРИЦ

Б. А. Розенфельд [1] ввел в рассмотрение алгебру квазиматриц:
. / А е  В]

М п =  У =  ( г С  D
где А и D  — квадратны е вещественные матрицы порядков m  и п - m  со­
ответственно; В  и С — прямоугольные вещественные матрицы; е — ду­
альная единица. В этой же работе рассмотрена группа Ли G(M'n) ука­
занной алгебры и ее важнейшие подгруппы: ортогональных квазиматриц 
0 (М„),  псевдоортогональных квазиматриц ыО ( М п ) и, если п =  2т,  симп- 
лектических квазиматриц S p (M'n).
Пусть

К -  0 ° \ \А =  |1 а А гВ  1| (1)
IV еЬ е С  D ) \

подгруппа G (М'п), где V е  О (уИ^г/)- М 1” есть G — пространство, относи­
тельно ср:

А X М ’п Mn'-(g, U -+g U g ~ x). (2)
Изучим его однородные симметрические пространства, применяя 

определение, предложенное в работе [2]: однородное G-пространство над 
алгеброй Мп будем называть симметрическим, если порождающий его 
элемент х GE М™ удовлетворяет следующим условиям:

det (х) Ф  0
х G x ~ l cz G (3)

[к2ё  =  g K 2V g e G .

Производя соответствующие вычисления и учитывая G =  А, получим, 
с точностью до подобия:

E kt 0 0 0 \
0 —  E Pl 0 0
0 0 E kt 0
О О О  - E PJ

где Ег — единичная матрица порядка i, k l-\-pl =  m

х = (4)
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Однородное симметрическое пространство, соответствующее набору 
чисел ki, kz в выражении (4),  будем обозначать Хк^гх- Такое простран­
ство можно определить с точностью до изоморфизма, порожденного
отображением х х 0 =  - i -  (Е п +  х).

Пространство ХюХо назовем квазиэллиптическим пространством и 
обозначим Sjf-Ii1. Тогда, по определению,

( 1  -
0 0 ^ ]qi т— 1 1 

1 — ]H  =  g K 0g ~ l =  { х 0 0 , V g e A
\  гу 0 0 ) ' J

Будем говорить, что х  задает координаты первого рода, а у  координаты 
второго рода точки Я . Это пространство изучалось Б. А. Розенфельдом 
и его учениками [3—5].

Отображение ср индуцирует в S%I] структуру G —- пространства, т. е. 
определено ср':

А X SET/ -  S ^ i  :(g, Я ) -  Я '' =  g  Я  g - 1, (5)

если Я  ЕЕ ~i определено координатными столбцами х, у, а Я ' — х  , у ' ,
то из соотношения (5) получим

( _  * ' =  А *  +  а _  (6ч
} У' =  Сх +  Dy  -j- b,

где А, С, D, а, Б определяются заданием g e  Д.
Любой полиномиальный морфизм p:(S%Ii)  -> М™ первой степени, т. е. 

р  (# ! ,  Я 2) =  Н х +  ^ Я 2; если А =  — 1, то образом этого морфизма служит 
векторное квазиэллиптическое пространство:

' em—1 J 77
[ /f  0 0

0 м

н

X 0
0

(7)
( \\ 8 У 0 0 п

а если — то образ морфизма есть точка, делящ ая [Яь Я 2] в отно- 
: шении А.

Рассмотрим rS„~il =  |Я Г | Я  е  S ™—/ ) (Т — знак транспонирования). У ка­
занное множество есть Дг =  {gr  | g  ее Д }— пространство относительно ф:

(g T, H T) ^ ( g T) ~ ' H Tg T. (8)

Рассмотрим полиноминальные морфизмы p\Sn~\  X TS%~i -> М"1. Все 
они не выше второй степени. Важнейшими из них будут:

1) p 0:(Hlt Hi )  -  Hl-H x  =  Й 7 ) - х 0,

где хх и х2 координаты первого рода Н х и Я 2. Числовой инвариант х \  хх 
называется скалярным произведением первого рода

(Нг Н,)г  (9)

2) pp{Hl Hi )  -  H v Hl ,

H V H T2 =  О А г В
О О О  

Э А  е Е 
О s C  D

\где_ В-С  =  (у]у2) А; у ъ  g2— координаты второго рода Н х и Я 2. Инвариант 
_У\Уг назовем скалярным произведением второго рода

(Нъ  Яо)2. (10)

Рассмотрим сейчас все другие наборы k u k2 и построим для них сим­
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метрические однородные пространства Л й ,ь 2, и с х о д я  и з  начального эле­
мента ко, определенного в (4).  Получим:

1 0  0 ^

Х * ь* ,= м ( х _ Р г г У т
8 У 8 V  Р 2 )

(П)

где
р х =  а е 1 а т ,
P2 = D E l  Dt , * =  Pia.

\V  =  (С А т) Р,  -  > 2 (С А г ), у =  (6 — е д  -  Уа.
матрица с i единицами по диагонали и остальными нулями есть G — 

пространство, и под действием преобразования g  матричная координа­
та V, проектирующие операторы Ри Р2 и координаты начальной точки 
х, у  преобразую тся следующим образом:

р \  =  А Р 1 А Т, х '  — А х  —  ( Р [ а — а),
P 2 =  D P 2D T, У' =  D y +  Cx —  V a —  (12)

V ’ =  D V  A T + C P 1 AT +  D P i B T, — (P'2b — b).
Формулы (12) обобщ ают формулы Б. А. Розенфельда [4], рассмот­

ренные для частного случая P l — E m^ u Р2= 0.
Рассм атривая морфизмы, заданны е на Xhth2, называемом простран­

ством (ki, k2) -плоскостей, легко классифицировать эти плоскости, у ка­
зать их уравнения и направляю щ ие пространства, а такж е найти все 
основные инварианты, пользуясь инвариантами (9), (10).

Заменив в определении группы А группу 0 ( М „~ ,’) на klO(M'nI)'), л и ­
бо на S p  (М'п1\), можно получить соответствующую теорию квазигипербо- 
лических и квазисимплектических пространств и их пространств плоскостей.
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У ДК 519.852.6
Ф АМ ТХЕ ЛОНГ

ЧИСЛЕННЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ ПО СРАВНЕНИЮ МЕТОДОВ 
РЕШЕНИЯ ОБЩЕЙ ЗАДАЧИ ЛИНЕЙНОГО  

ПРОГРАММИРОВАНИЯ

В зам етке приводятся результаты  численных экспериментов по 
сравнению двух методов решения общей задачи Л П  в канонической фор­
ме [1]:

с ' х - у m ax, A x —b , d * ^ x ^ L d * ,  (1 )

где с, х, d *, d* — n -векторы; А  — m X n -матрица; m<gn.
Д ля решения задачи (1) в [2] предложен прямой опорный метод с 

адаптивной нормировкой (метод 1), результаты  экспериментального 
сравнения которого с другими методами приведены в [4]. Ц ель нашего 
эксперимента — сравнение эффективности метода 1 и двухш агового пря­
мого опорного метода [3] (метод 2).

Бы ло сформировано 9 серий задач  (1), по 5 задач  в каждой. П ар а­
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м етры  задачи  (1) генерировались датчиком случайных чисел, располо­
ж енны х в интервале [— 100, 100]. Д атчик реализован  в виде следующей 
FO R TR A N -подпрограммы:

S U B R O U T I N E  GER(Y,  Z)
L = Y*Z 
Y = Y * Z - L
Y =  100*S/iV(3.1416* F + 0 ,5 )
Z =  Z +0.4141
R E T U R N
E N D
Этот датчик генерирует последовательность чисел у,  которая исполь­

зуется для заполнения вектора с и матрицы А.  Затем  этим ж е датчиком 
генерировались тройки чисел, меньшее из которых принималось за  d*j, 
среднее — за х}- (компонента начального плана), большее — за dj.  Н а­
чальны е опорные индексы задавались числами {1, 2, . . . ,  М}.  К аж дая 
генерированная зад ач а  реш алась вначале методом 1, затем методом 2. 
Критерием сравнения служили число итераций и время решения задачи 
(1).  Выбор этого критерия определяется тем, что сравнение по числу 
итераций важ но с точки зрения накопления ошибок округлений, вызы­
ваемых преобразованием опор. Из [3] ясно, что число итераций метода 2 
меньше числа итераций метода 1, по крайней мере, вдвое, однако каж дая 
итерация в методе 2 сложнее, чем в методе 1, и поэтому методы сравни­
вались такж е по времени вычисления.

Номер
серии

Размер
задач

Среднее число итераций Среднее время счета

Метод
1

Метод
2

Метод
1

Метод
2

1 10x30 23.80 6 .80 7.94 4.04
2 10X40 33.80 11.00 14.716 8.184
3 10x50 39.40 11.80 20.828 11.244
4 15x40 18.20 8.50 9.144 6 .5
5 15x40 30.00 11.60 19.916 11.668
6 15x50 47.60 20.00 37.68 23.84
7 2 0 x 3 0 14.80 6.00 10.912 6.964
8 2 0 x 4 0 27.60 11.60 25.072 15.852
9 2 0 x 5 0 46.40 17.40 50.164 28.82

М етоды 1 и 2 реализованы  в виде подпрограммы S U B R O U T I N E  на 
язы ке FO R T  R A N -А. К ак следует из результатов эксперимента (см. таб ­
лицу), среднее число итераций в методе 1 больше, чем в методе 2, в 2— 
3,5 раза , а среднее время — в 1,5— 1,8 раза.

ЛИТЕРАТУРА

1. Г а б а с о в  Р., К и р и л л о в а  Ф. М. Методы линейного программирования,
ч. 1.— Минск, 1977.

2. Г а б а с о в  Р., К и р и л л о в а  Ф. М.,  К о с т ю к о в а  О. И. К методам решения 
общей задачи линейного программирования.— Препринт Ин-та математики АН БССР, 
1977, №  14, 30.

3. Г а б а с о в  Р., К и р и л л о в а  Ф. М.,  К о с т ю к о в а  О. И.— Докл. АН БССР, 
1980, №  10.

4. Г л у ш е н к о в  В.  С., Г н е в к о С. В., К о с т ю к о в а  О. И,— Вестн. Белорусско­
го ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2, с. 152.

Поступила в редакцию Кафедра МОУ
30.10.80

68



С. С. БЕЛ Я ВС К И И

ОБ ОДНОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СИСТЕМ С ПЕРЕКЛЮЧЕНИЕМ

Пусть задан а п-мерная система
х ' =  ( A u ( t ) - \ - B v ( t ) ) x ,  (1)

где А  и В  — постоянные квадратны е матрицы; u( t)  и v( t)  — скалярные 
функции, определенные на R,  принимающие значения — 1, 0, 1 и такие, 
что u2(t) + о 2(/) =  1 для всех t ^ R .

Обозначим R n = RI0. Возьмем произвольные х0 и х*, принадлежащ ие 
R n, и поставим следующую задачу.

Найти t*, u{ t ) ,  v ( t ) ,  определенные на [0, такие, что решение x( t )  
системы (1) удовлетворяет условиям х(0) = х 0, x( t*)  =х*.

Очевидно, что такая зад ач а  не всегда разреш има. К ак  следует из [1], 
если матрицы А и В  перестановочны, эта задача разреш има лиш ь в том 
случае, когда x * ^ { x : x  = eAt'+Bt*x0, t ^ R ,  t2̂ R } .

В настоящей зам етке показано, как найти t*, u( t )  и v( t ) ,  когда матри­
цы А  и В  имеют определенный вид.

У Д К  517.94

1. Пусть А

ь

Pi И
— И  Pi

В
«1 Pi

— Pi «1 /.о Числа Xlt р1( . . .  Pfe_i,

Pa  v k

- v k  Pa

<*a- i P a—l

— Pa—l > cc*—i 
v1?. . .  vk отличны от нуля.

Пусть х0 =  {хг о, . . . , Х п  о}г

* ’ =  К  0. • • • ’Х*поУ- 1
Выберем tx таким, чтобы — х п- \  0 sin vk tx +  хп о cos vft tx =  0, тогда eAt'xb =  
=  x x =  { x i'o ,. .  - ,Xnl\, о, О}7-. Положим u(t) =  1 >на [0, Пусть t 2 такое,

что - 4 ^ 2  0 Sinl fc_i t'2 +  x ^ \  0 cos Pa_i t'2 =  0, тогда e Bt'2x 1 =  {xW1 0’
xh- 2  o,0, 0}. Положим v(f) = 1  на [tx K[, где t% =  t2 +  tv

П родолж ая этот процесс, через n — 1 шагов построим функции u(t )  
и v( t )  на [0, tn- 1[ такие, что решение системы (1) в точке t —tn- i  примет 
значение х  {tn- 1) =  {хТо1, 0 , . . . ,  0}.

Возьмем точку х* и построим функции u^t)  и v(t) на [0, C - i ]  такие, 
что решение х* (/) (х*(0) =  х*) системы (1) в точке t  =  t*n__х примет значение
х * (С _ 0  =  { У \ \ Х), 0 , . . .  ,0}; при этом всегда можно построить t*n- i  такое,

„(«->) „(«—В \  П ЧТО Х \  о у \  Q О.

Положим v(t) =  sgnA,i(y(iV 1) — ^ i V ’) на p „ _ b tn], где tn —  tn- \  =
■ In | г/ i V - x i V 1' | и u(t) =  —  u 1 (t* — t ), v(l) =  — vx (t* — t) на [tn, t*],|Ях

где t* =  tn +  t n - 1-
2. Аналогично строятся функции u ( t ) и v( t )  для системы, где

А  =  Ц Pi  И
—  и  P i

Р а

— р*
В =

а1 Pi
—  рх

Р а

Ра иа

З а м е ч а н и е .  Нетрудно убедиться, что аналогично можно по­
строить функции u( t )  и v( t )  в случае, когда у матриц А и В вместо бло- 

р v
ков вида стоят блоки

а b 
с d где (а — d)2 +  с b <  0.
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АННОТАЦИИ ДЕПОНИРОВАННЫ Х СТАТЕЙ*

У Д К  681.306
Г. И. Ш п а к о в с к и й, Б. А. К а ц .  Анализ некоторых систем коммутации параллель- 
ных ЭВМ  с одиночным потоком команд. №  3513-80. Деп. от 07.08.80.

Приведены результаты машинного моделирования коммутационных систем для 
ЭВМ с одиночным потоком команд и множественным потоком данных. Анализирова­
лись различные варианты каскадных коммутационных систем и сред для пакетов свя­
зей различного размера со случайным распределением адресов связей внутри пакета. 
Приводятся аппроксимирующие формулы. Показано, что наибольшим быстродействием 
обладает ш-сеть с коммутацией сообщений.

У Д К  534.1: 535.33 : 541.49
В. Г. П о п о в ,  И. В. Л и п н и ц к и й ,  А. Б. К о в р и к о в ,  Н. М.  К с е н о ф о н т о в а ,  
Р. М. О р и ш е в а, Д . С. У м р е й к о. Колебательные спектры и структура смешанных 
галогеногидроксокомплексов четырехвалентной платины. № 3807-80. Деп. от. 07.08.80.

Проведено экспериментальное и теоретическое исследование колебательных спект­
ров комплексов K2P tC l4(O H )2, K2P tB r4(O H )2, (NH4) 2P tC l2(O H )4 и их дейтероаналогов. 
Получены теоретические частоты нормальных колебаний анионов [PtC l3(O H )3]2_ 
и [P tC l3(OD3]2- .

У Д К  518:517.91/94
A. И. А з а р о в ,  В. А. Б а с и к, П. И. М о н а с т ы р н ы й. О численном решении асимп­
тотической задачи Холта, возникающей в теории пограничного слоя. № 3808-80. Деп. 
от 21.08.80.

Д ано численное решение асимптотической задачи Холта, описывающей движение 
сферических оболочек, обтекаемых сверхзвуковым потоком газа или жидкости. Метод 
прямой пристрелки для этой задачи не проходит из-за весьма жестких условий, нала­
гаемых на локализацию отсутствующих в начальный момент двух компонент искомого 
решения гранйчной задачи, что отмечалось еще автором этой задачи Д . Ф. Холтом. 
Неблагоприятные свойства метода прямой пристрелки можно существенно ослабить, 
комбинируя метод инвариантного погружения с методом множественной двусторонней 
пристрелки. Выполненные на этой основе численные эксперименты показали эффектив­
ность такой процедуры. В работе результаты поданы в виде таблиц и комментариев 
к ним.

У Д К  621.375.82
М. И. Д е м ч у к ,  В. Н. В и ш н е в с к и й ,  В. П. М и х а й л о в ,  К. В. Ю м а ш е в .  Уста­
новка для исследования кинетики ультракоротких световых процессов. № 3809-80. Деп. 
от 21.08.80.

Описана установка для исследования кинетики пикосекундных световых процессов, 
построенная на базе ОКБ с пассивной синхронизацией мод и промышленного многока­
нального амплитудного анализатора (м. а. а.), работающего в режиме поканального 
заполнения с возможностью вывода информации на внешние устройства. Приведены 
принципиальные схемы согласования электронных стандартных узлов установки.

У Д К  621.317
B. В. Д  а н и  л е в  и ч, Е. В. Н о в и к о в ,  С. К. Т о в м а с я н ,  А. Ф. Ч е р н я в с к и й , .
В. А. Ч у д о в е  к и й .  Двухшкальная система широкодиапазонного временного анализа. 
№ 3809-80. Деп. от 21.08.80.

Рассматривается двухшкальная система широкодиапазонного временного анализа, 
позволяющая регистрировать распределения временных интервалов в диапазоне 
5-10~8— 10~2 с с шагом квантования (1/64) -10~8 с. Описаны общие принципы структур­
ной организации системы, приведены принципиальные схемы ее основных узлов, мето­
дика и результаты исследований метрологических характеристик прибора.

У Д К  621.375.826
И. А. К о б а к, А. М. Л и с е н к о в а ,  И. С. М а н а к. Пороговые и энергетические ха­
рактеристики ДГС-лазеров наносекундного диапазона. № 4191-80. Деп. от 24.09.80.

Исследованы пороговые, энергетические и тепловые характеристики ДГС-лазеров 
полосковой геометрии на основе тройных соединений в системе GaAlAs при возбуж де­
нии их импульсами тока длительностью т п= 2 — 100 не и частотах повторения мегагер­
цевого диапазона.

* Копии депонированных статей можно заказать по адресу: 140010, Московская 
обл., г. Люберцы, 10, Октябрьский проспект, 403. Производственно-издательский комби­
нат ВИНИТИ, отдел распространения; тел. 271-90-10, доб. 26-29.
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У Д К  546.23+621.034
А. В. Ш и б а е в а ,  Г. И. П о п к о. Пленочные пьезоэлектрические преобразователи уль­
тразвука на основе поликристаллического текстурированного селена. 1. Преобразова­
тели объемных волн. № 4298-80. Деп. от 08.10.80.

Предложена методика изготовления и исследована эффективность селеновых пле­
ночных преобразователей продольных ультразвуковых волн. Величина коэффициента 
электромеханической связи селеновых преобразователей достигает 0,21, что превышает 
соответствующие значения для пленочных преобразователей на основе сульфида кад­
мия и окиси цинка.

У Д К  546.23+621.034
A. В. Ш и б а е в а ,  Г. И. П о п к о. Пленочные пьезоэлектрические преобразователи уль­
тразвука на основе поликристаллического текстурированного селена. 2. Преобразователи 
поверхностных волн. № 4298-80. Деп. от 08.10.80.

Экспериментально показано, что текстурированные пленки селена могут быть исполь­
зованы для генерации и приема упругих поверхностных волн в ультразвуковом диапа­
зоне частот. Проведен анализ работы преобразователей.

УДК 518.5
B. В. Б о б к о в ,  Л.  М.  Г о р о д е ц к и й .  Некоторые результаты экспериментального 
сравнения итерационных алгоритмов решения систем нелинейных алгебраических урав­
нений. №  1351-81. Деп. от 25.03.81.

Н а примере 10 тестовых задач проводится сравнение некоторых итерационных алго­
ритмов решения систем нелинейных уравнений и предлагаются рекомендации к их прак­
тическому применению.

У ДК 517.977.52
Э. А. С а л и е в .  Условия оптимальности для особых экстремалей. № 1350-81. Деп. от
25.03.81.

Доказаны  необходимые условия оптимальности первого и второго порядков в зад а­
че управления с неразделенными краевыми условиями.

УДК 517.948.32
А. П. Ш и л и н. Две краевые задачи типа задачи Римана с интегральными членами в 
краевом условии. № 1342-81. Деп. от 25.03.81.

Рассмотрены два случая краевой задачи типа задачи Римана с интегральными чле­
нами специального вида. В обоих случаях задача сведена к краевым задачам без ин­
тегральных членов: в первом — к трем задачам Римана, втором — к нескольким зада­
чам со сдвигом; возникающие задачи исследуются в определенной последовательности. 
В первом случае дано решение в замкнутой форме, во втором выяснена картина раз­
решимости исходной задачи.

УДК 681.3.06
И. Л. Д о р о ш к е в и ч ,  В. Б. Т а р а н ч у  к, А. Ф. Ч е р н я в с к и й .  Архитектура про­
граммного обеспечения АСУ, ориентированного на использование мини-ЭВМ. № 1348-81. 
Деп. от 25.03.81.

Описаны архитектура и методика, создания программного обеспечения АСУ, кото­
рая, основываясь на эффективном использовании системного математического обеспе­
чения СМ ЭВМ, позволяет значительно снизить затраты  на разработку, отладку и со­
провождение необходимого комплекса программ.

УДК 517.968.23
A. П. Ш и л и  н. Сингулярное интегральное уравнение, сводящееся к задачам Карлемана 
для многосвязных областей. № 1341-81. Деп. от 25.03.81.

Рассмотрено одно полное сингулярное интегральное уравнение на конечном числе 
кривых Ляпунова. Уравнение сведено к краевым задачам Карлемана для многосвязных 
областей, исследуемых в определенной последовательности методом локально-конформ­
ного склеивания. Получена картина разрешимости уравнения.

УДК 518:517.91/94
B. А. Б а с и к. О модификациях и особенностях реализации метода ортогональной про­
гонки решения разностных граничных задач для уравнений второго порядка. № 1340-81. 
Деп. от 25.03.81.

Излагается алгоритм решения разностных граничных задач, основанный на сочета­
нии методов разностной и ортогональной прогонки. Алгоритм применим, если граничная 
задача имеет единственное решение, и устойчив к погрешностям округлений. Приводит­
ся пример, в котором сравниваются решения разностной граничной задачи, полученные 
по предлагаемому алгоритму, методами разностной и ортогональной прогонки.

71



У Д К  621.372
В. В. К о р н е й ч и к, А. П. X а п а л ю к. Собственные типы колебаний нового класса 
двумерных резонаторов. № 1339-81. Деп. от 25.03.81.

Получены в замкнутой аналитической форме выражения для полей трех бесконеч­
ных однопараметрических серий Д-поляризованных собственных типов колебаний иде­
альных двумерных резонаторов, по форме близких к квадратному. Эти поля представ­
ляются в виде суперпозиции полей, смещенных относительно друг друга квадратных 
резонаторов.

У Д К  621.315.592
Л. А. К а з а к е в и ч ,  П. Ф. Л  у г а  к о в .  Влияние дислокаций на образование и отжиг 
точечных и групповых радиационных дефектов в кремнии. №  1338-81. Деп. от 25.03.81.

Исследовано влияние дислокаций ( М в = Ы 0 4—2 - 10е см~2) на процессы образова­
ния и отжига компенсирующих и рассеивающих радиационных дефектов (Р Д ) в крем­
нии п и p -типа (р = 2 0 — 1500 Ом-см), облученном гамма-квантами 60Со и протонами 
640 МэВ. Показано, что с ростом плотности дислокаций скорость введения одних РД 
(А-, Е-центры, междоузельный углерод) уменьшается, других (комплексы кислород — 
углерод — дивакансия) увеличивается, а третьих (дивакансии) не изменяется. М атема­
тически описано накопление некоторых точечных Р Д  в дислокационном кремнии. П ро­
анализированы особенности образования областей скопления дефектов в кремнии с по­
вышенной плотностью дислокаций. Обсуждается природа дефектов, образующихся в 
результате перестроек при отжиге точечных и групповых РД.

У Д К  517.988 : 519.853.4
А. Я. К р у г е р. Необходимые условия экстремума в задачах негладкой оптимизации.
№  1333-81. Деп. от 25.03.81.

Работа посвящена выводу необходимых условий оптимальности в негладких и не­
выпуклых экстремальных задачах в банаховом пространстве. Условия формулируются 
в терминах обобщенных дифференциалов негладких функций и обобщенных нормаль­
ных конусов к невыпуклым множествам, которые строятся непосредственно по пара­
метрам задачи без использования каких-либо локальных аппроксимаций множеств и 
функций.

Вводится общее понятие экстремальности, охватывающее различные понятия ре­
шения в экстремальных задачах, и устанавливаются необходимые условия экстремаль­
ности. В основе доказательства указанного результата лежит обобщенное уравнение 
Эйлера, представляющее собой некоторое обобщение теоремы отделимости на случай 
невыпуклых множеств. Полученные условия затем конкретизируются для задач мате­
матического программирования со скалярным, векторным и минимальным критериями. 
При этом получаются обобщения и усиления результатов Ф. Кларка (РЖ М ат, 1977, 
6В572) и других авторов. Формулируются условия нормальности задач. Приводятся 
приложения к задачам оптимального управления с дискретным и непрерывным вре­
менем.

У Д К  517.988
А. Я. К р у г е  р. Обобщенные дифференциалы негладких функций. № 1332-81. Деп. от
25.03.81.

Изучаются новые конструкции обобщенных дифференциалов негладких функций на 
банаховом пространстве. Устанавливается их связь с понятием субдифференциала вы­
пуклой функции, а такж е с обобщенным градиентом Ф. Д ларка (РЖ М ат, 1976, 2Б496) 
и производным множеством Д ж . Варги (РЖ М ат, 1977, 7Б666К). Получены соотноше­
ния для обобщенных дифференциалов суммы, максимума, суперпозиции негладких функ­
ций, а такж е обобщение теоремы о среднем значении. При доказательстве указанных 
результатов используется обобщенное уравнение Эйлера (теоремы 2.1 и 2.2), которое 
можно рассматривать как некоторое обобщение теоремы отделимости на случай невы­
пуклых множеств. Результаты  данной работы применяются при выводе необходимых 
условий экстремума в негладких и невыпуклых задачах оптимизации.

У Д К  517.988
А. Я. К р у г е  р. Е-полудифференциалы и е-нормальные элементы. №  1331-81. Деп. от
25.03.81.

Работа посвящена развитию и исследованию введенных (РЖ М ат, 1977, 12Б981) по­
нятий субдифференциала (полудифференциала) невыпуклой функции и нормального ко­
нуса к невыпуклому множеству, представляющих собой обобщения соответствующих 
понятий классического и выпуклого анализа.

Вводятся нижние и верхние е-полудифференциалы. Устанавливаются формулы 
исчисления е-полудифференциалов, а такж е их связь с соответствующими локальными 
характеристиками множеств (множествами е-нормальных элементов). Приводятся не­
которые условия экстремума, применимые для вывода необходимых условий оптималь­
ности в задачах вариационного исчисления и оптимального управления.
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Работа содержит материал, необходимый для построения в последующих статьях 
•теории обобщенных дифференциалов и соответствующих необходимых условий экстре­
мума в задачах негладкой оптимизации.

УДК 535.31 : 621.384
И. Д. Б о н д а р е н к о .  Применение уголковых отражателей для измерения угла скру­
чивания. № 361-81. Деп. от 28.01.81.

Теоретически получено общее условие применимости уголкового отражателя с откло­
нениями двугранных углов между отражающими гранями от прямого угла, в автокол- 
лимационных устройствах для измерения угла скручивания. П оказана возможность 
обеспечения независимости угловых координат световых пучков, отраженных уголко­
вым отражателем, от углов коллимации путем выбора исходной ориентации отражате­
ля относительно направления падающих лучей.

У Д К  621.317.714
П. Ю. Г а в р  и л юк ,  М.  В. К о м а р .  Измеритель токов. № 360-81. Деп. от 28.01.81.

Описаны особенности построения измерителя слабых постоянных и импульсных 
токов в диапазоне 3-10~9— 10-6  А. С целью уменьшения напряжения дрейфа нуля из­
мерительного усилителя используется параллельный канал стабилизации, представляю­
щий собой усилитель постоянного тока типа М-Д-М.

УДК 518.61
В. В. Б о б к о в ,  В. Н. Ш а л и м а. О некоторых методах численного решения систем 
квазилинейных уравнений второго порядка специального вида. № 358-81. Деп. от
28.01.81.

Предлагаются численные методы решения задачи Коши в случае систем квазили­
нейных уравнений второго порядка, основанные на информации о точном решении 
исходной задачи. Приводятся результаты численных экспериментов.

УДК 681.322.01
Г. И. Ш п а к о в с к и й, Б. А. К а ц .  Одноярусная коммутационная сеть для параллель­
ных ЭВМ с одиночным потоком команд. № 359-81. Деп. от 28.01.81.

Рассматривается одноярусная коммутационная сеть для параллельных ЭВМ, пред­
назначенная для реализации пакетов связей со случайным распределением адресов. Д ля 
«оценки быстродействия используются методы машинного моделирования. Предлагается 
алгоритм функционирования сети. Показано, что для систем среднего быстродействия 
и размера одноярусная сеть требует в несколько раз меньше оборудования, чем экви­
валентная ей по быстродействию каскадная сеть, например, со-сеть.

УДК 519.21
В. В. К а з а ч е н о к .  О существовании стационарных квазипериодических решений ли­
нейных стохастических дифференциальных уравнений. № 315-81. Деп. от 27.01.81.

Д ля  систем линейных стохастических дифференциальных уравнений с постоянными 
коэффициентами исследуются необходимые условия существования стационарных ква­
зипериодических решений.

УДК 621.382.82.001
И. И. А б р а м о в. О некоторых «физических» способах повышения эффективности алго­
ритмов численного анализа полупроводниковых приборов. № 197-81. Деп. от 14.01.81.

Рассматриваются и предлагаются некоторые «физические» способы повышения эф ­
фективности алгоритмов численного решения фундаментальной системы уравнений тео­
рии полупроводниковых приборов в одномерном и двумерном случаях.

УДК 539.376-378-388
B. Г. Ш е п е л е в и ч .  Разработка лабораторной работы «Ползучесть металлов».
.№ 153-81. Деп. от 13.01.81.

В разработке приведены методические указания по постановке лабораторной ра­
боты «Ползучесть металлов». Д ано описание установки для исследования явления пол­
зучести металлов и методики определения энергии активации ползучести.

УДК 517.926.4
C. А. М а з а н и к. О достаточных условиях асимптотической эквивалентности линейных 
дифференциальных систем. № 152-81. Деп. от 13.01.81.

Д ля линейных дифференциальных систем с ограниченными и интегрируемыми на 
любом ограниченном промежутке положительной полуоси коэффициентами доказыва­
ются достаточные признаки асимптотической эквивалентности.
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У Д К  535.338.334 : 535.36
С. Е. Я к о в е н к о ,  В. И. Н а у м е н к о .  Метод изучения молекулярного движения в не­
матических жидких кристаллах по спектрам комбинационного рассеяния. № 151-81. Деп. 
от 13.01.81.

Изучена возможность исследования динамики молекулярного движения в немати­
ческих жидких кристаллах по спектрам комбинационного рассеяния. Приведены фор­
мулы расчета временных функций корреляции колебательного и вращательного движе­
ния молекул одноосных жидких кристаллов. Возможности метода обсуждаются на 
примере п- (транс-4-амилциклогексил) бензонитрила.

У Д К  519.21
П. М. JI а и п о. Оценка смешанных семиинвариантов для процессов с ф-перемешива- 
нием. № 1353-81. Деп. от 25.03.81.

Получена оценка сверху для модуля смешанных семиинвариантов, зависящ ая от 
функции ф-перемешивания («плавно» перемешивания) и доказана асимптотическая не­
улучшаемость приведенной оценки по функции ф-перемешивания ф (т). Д ля стацио­
нарных в узком смысле действительных случайных процессов, удовлетворяющих усло­
вию ф-перемешивания, приводится оценка для сумм 2  |П —^л)а |5 я (ti, ■■■, tn ) \ в случае 
дискретного времени и для интегралов J  \ t ~ t n  |а Х  |Sn (ti, . . . ,  in) \dt i . . .  dtn- i  в слу­
чае непрерывного времени.

У Д К  534.1: 535.33 : 541.49
И. А. Х а р т о н и к ,  Г. Г. Н о в и ц к и й ,  Т. М.  Б у с л а е в а ,  Д.  С. У м р е й к о, 
Н.  М.  С и н и ц ы  н. Расчет и интерпретация колебательных спектров гексахлорокомплек- 
сов платины ( IV )  с первичными аминами. № 1347-81. Деп. от 25.03.81.

Исследованы колебательные спектры гексахлороплатинатов (IV) с первичными 
аминами. Проведен теоретический расчет частот и форм нормальных колебаний комп­
лексов и на этой основе произведено отнесение частот спектров.

У Д К  681.3.06:51
М. К. Б у з а ,  JL В. П е в з н е р ,  И.  В. С е д о в а .  Автоматическое построение иерархиче­
ской структуры последовательных программ. № 1637-81. Деп. от 13.04.81.

Предлагается метод построения графа информационных и управляющих связей син­
таксически правильной последовательной программы на процедурно-ориентированном 
языке. Рассматривается реализация этого метода для программ на П Л /I в ОС ЕС ЭВМ.

У Д К  261.391.161
Л. Н. Д а н и л е в с к и й ,  Ю.  А. Д  о м а н о в, О. В. К о р о б к о .  Исследование адаптив­
ной антенной решетки с обработкой сигналов на выходах парциальных лучен. № 2040-81. 
Деп. от 07.05.81.

Рассмотрен алгоритм обработки сигналов в адаптивных антенных решетках на вы­
ходах парциальных лучей. Выведена' аналитическая зависимость подавления помеховых 
источников и взаимного расположения парциальных диаграмм направленности.

У Д К  517.9:535.4
A. Н. К р ю ч к о в .  Рассеяние плоской электромагнитной волны на плоско-параллельном 
диэлектрическом слое с шаровой неоднородностью. № 2038-81. Деп. от 07.05.81.

Получено точное аналитическое решение задачи рассеяния плоской электромагнит­
ной волны, нормально падающей на слой, содержащий шаровую неоднородность. На 
основании теорем сложения решение задачи сведено к решению алгебраической системы 
линейных уравнений. П араллельно рассматривается вопрос о получении приближенного 
решения при некотором удалении шара от плоских границ раздела сред, а такж е воз­
можность реализации алгоритма предлагаемой задачи на ЭВМ, как в случае точного 
решения, так и при указанных допущениях. Получено аналитическое выражение полей 
в волновой зоне. Задача может иметь широкое приложение, например, в геологии.

У Д К  519.2/681.321
B. В. А п а н а с о в и ч ,  В. В. Р е в и н с к и й ,  О. М.  Т и х о н е н к о .  Влияние совмещения 
приема и передачи на распределение суммарной длины сообщений в памяти ЦКС. 
№ 2037-81. Деп. от 07.05.81.

С учетом совмещения процессов приема и передачи получены аналитические вы­
ражения для преобразования Л апласа — Стилтьеса суммарной длины сообщений, хра­
нящихся в памяти ЦКС в период их обработки. Входной поток полагается простейшим, 
функция распределения длины сообщений произвольна, время обработки пропорцио­
нально длине.
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У Д К  681 : 3.06 : 51
М. К. Б у з а ,  Л.  В. П е в з н е р .  Об одной системе автоматического распараллеливания 
программ некоторого класса. № 2318-81. Деп. от 18.05.81.

Описывается система автоматического распараллеливания последовательных про­
грамм на процедурно-ориентированном языке. Рассматривается реализация этой систе­
мы для программ на П Л /I в ОС ЕС ЭВМ.

У Д К  517.077.52
Э. А. С а л и е в. Необходимые условия оптимальности особых управлений в системах 
с запаздыванием. № 2400-81. Деп. от 25.05.81.

Доказаны  необходимые условия оптимальности особых управлений в системах с 
запаздыванием при наличии смешанных ограничений на траекторию. Окончательный 
результат выражен через матричные импульсы.

У ДК 681.3
A. Н. К у р б а ц к и й .  О некоторых преобразованиях стандартных схем программ.
№  2399-81. Деп. от 25.05.81.

Рассматриваются эквивалентные преобразования стандартных схем программ, су­
щественно упрощающие процесс построения параллельных схем. Приводится алгоритм 
таких преобразований и некоторые количественные оценки работы алгоритма.

У Д К  537.322-378.147-388
B. Г. Ш е п е л е в и ч .  Разработка лабораторной работы «Термоэлектрические явления».
№  2398-81. Деп. от 25.05.81.

Приведены методические указания по постановке лабораторной работы «Термо­
электрические явления». Дано описание установки и методики измерения дифферен­
циальной термо-э. д. с.

У Д К  517.948.32
В. В. К а ш е в с к и й. Обобщенная нелинейная краевая задача на торе. № 2523-81. Деп. 
от 28.05.81.

Изучается нелинейная задача типа задачи Римана на абстрактной римановой по­
верхности первого рода для  неразделяющего контура. Задача рассмотрена в различных 
подклассах семейства ограниченных кусочно-аналитических функций.

УДК 62-50
Л. А. П и л и п ч у к. Мультипоток минимальной стоимости с дополнительными ограни­
чениями на частичные суммы дуговых потоков. № 2522-81. Деп. от 28.05.81.

Предложен метод решения двухпродуктовой транспортной задачи линейного про­
граммирования с дополнительными ограничениями на частичные суммы дуговых по­
токов.

У Д К  681.34
И. А. М а л е в и ч ,  В. А. Д ь я к о в ,  В. И. И в а н о в ,  Б.  П.  У с т и н о в ,  С. И. Ч у  б а- 
р  о в, Л. Н. Ч и р к о в с к а я, Г. И. III п а к о в с к и й, А. Н. Ш а т и л о. Методы построе­
ния быстродействующих аналоговых ЗУ  на накопителях емкостного типа. № 2521-81. 
Деп. от 28.05.81.

Рассмотрены основные направления развития аналоговых запоминающих устройств 
я а  накопительных элементах емкостного типа с одно- и многоканальной функциональ­
ной структурой. Предложены пути повышения точности ЗУ, основанные на принципе 
миогопетлевых нелинейных обратных связей и принудительной стабилизации циклов 
хранения ЗУ.
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РЕФЕРАТЫ

У ДК  518 : 519.2
А п а н а с о в и ч  В. В., Ч е р н я в с к и й  А. Ф. Об одном методе моделирования пуассо­
новского потока случайных событий.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат.. 
и мех., 1982, № 2.

И злагается метод получения реализации пуассоновского потока случайных событий 
с интенсивностью |3(1) по реализации пуассоновского потока случайных событий с ин­
тенсивностью основанный на использовании операции прореживания исход­
ного потока.

Библ. 3 назв.

У ДК  577.3
Е г о р о в  А. С., К р о т  В. И. Влияние параметров среды на структурное состояние кон­
денсированных д н п  -систем.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех.,. 
1982, № 2.

Показано, что изменение ионной силы и pH среды вызывает структурные перест­
ройки в надмолекулярных ДНП-системах. Дана! количественная характеристика наблю­
даемых структурных превращений. Выявлена корреляция в поведении изучаемых систем; 
и реальных генетических структур клетки. Обнаружен структурный переход в модель­
ных ДНП-системах в диапазоне значений pH, близких к физиологическим.

Библ. 9 назв., ил. 2.

У ДК  621.396.69-181.48
Б  о р з д о в В. М. О тепловом старении поликристаллических резистивных пленок.—
Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ.,'мат. и мех., 1982, №  2.

Дается простая численная оценка момента времени, соответствующего переходу 
от зернограничной диффузии к объемной в поликристаллических резистивных пленках. 
Предполагается, что основным механизмом деградации в процессе их теплового старе­
ния является термоактивированная диффузия кислорода или иных примесей.

Библ. 10 назв.

У ДК 621.382.82.001
М у л я р ч и к  С. Г., А б р а м о в  И. И. Алгоритм двумерного численного анализа бипо­
лярных транзисторов.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

Предлагается эффективный алгоритм численного анализа биполярных полупровод­
никовых приборов. Основу алгоритма составляет разработанная методика расчета «до­
статочно хорошего» начального приближения для концентраций дырок и электронов 
и для электростатического потенциала по всей структуре прибора, которое в дальней­
шем улучшается с помощью итераций Гуммеля.

Библ. 9 назв., ил. 3, табл. 1.

У ДК  681.32 :621.372
Л и ч н о  Г. П. Об оценке быстродействия различных способов цифровой фильтрации 
с помощью КИХ-фильтров при антенных измерениях.— Вестн. Белорусского ун-та. 
Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

Приводятся оценки быстродействия способов цифровой фильтрации, позволяющие; 
избрать способ реализации КИХ-фильтров при антенных измерениях.

Библ. 5 .назв., табл. 1.

УДК 681.118.1
К у р е й ч и к  К. П., М а к а р о в  В. Л . Таймер электротермического атомизатора.—
Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

Предложено и описано устройство управления многоступенчатым нагревом элек­
тротермического анализатора, предназначенного для работы в составе атомно-абсорбци­
онных спектрофотометров. Устройство обеспечивает нагрев испарителя атомизатора в 
четырех независимых интервалах от 30 до 3500 °С с шагом 3—5 °С, при Длительности: 
0,2— 100 с.

Библ. 6 назв., ил. 2.
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У Д К  681.325.5
Ф у р е  С. Н. Алгоритм вычисления двоичного лагорифма.— Вести. Белорусского ун-та. 
Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

Предложен алгоритм вычисления двоичного логарифма, отличающийся от ранее 
опубликованных большей скоростью сходимости итерационного процесса. Алгоритм 
использует знакопеременные многоразрядные приращения. Моделирование алгоритма 
на ЦВМ подтвердило эффективность его применения: количество итерационных шагов 
в среднем сокращено в 2,5 раза.

Библ. 2 назв., табл. 2.

У Д К  620.179.14
Д о р о г о в  Ю.  И., Л у ч е в с к и й  Б. А. О распространении переменного магнитного 
поля в ферромагнитном цилиндре.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 
1982, № 2.

Получены уравнения для первой и третьей гармонических составляющих напря­
женности магнитного поля, магнитной индукции и индуктированной ЭДС при воздей­
ствии переменного магнитного поля на бесконечный ферромагнитный цилиндр с учетом 
влияния вихревых токов и петли гистерезиса. П оказано, что в случае значительного 
скин-эффекта полученные уравнения хорошо согласуются с аналогичными уравнениями 
д л я  ферромагнитного полупространства.

Библ. 6 назв.

У Д К  534.611
Д а н е й к о  И.  К., Л е с н и к о в  В. И., Ф и р а г о  В. А. Цифро-аналоговое устройство 
д л я  измерения условных средних.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 
1982, № 2.

Описано цифро-аналоговое устройство для измерения условных средних стацио­
нарных и стационарно связанных эргодических процессов. Отличительной особенностью 
этого устройства является его простота и достаточно малая погрешность.

Библ. 5 назв., ил. 2.

У Д К  621.793.184
Н е к р а ш е в и ч  И. Г., Л а п ш и н  В. А. Взаимосвязь меж ду электрическими, эрозион­
ными и энергетическими характеристиками вакуумной дуги.— Вестн. Белорусского ун-та. 
Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

Приводятся результаты исследований электрической дуги, горящей в вакууме, при 
изменении тока дуги — от единиц до сотен ампер. В качестве материала катода исполь­
зовались металлы с различными теплофизическими, эмиссионными и ионизационными 
характеристиками. Определена зависимость катодного падения потенциала в вакуумной 
д уге  от скорости эрозии, коэффициента электропереноса материала катода, тока дуги. 
Установленные зависимости объясняются на основании современных представлений о 
■физических процессах, протекающих в катодных пятнах электрической дуги.

Библ. 8 назв.

У Д К  519.852.6
Г л у ш е н к о в  В. С., Г н е в  к о  С. В., К о с т ю к о в а  О. И. Численный эксперимент 
.по методам решения общей задачи линейного программирования.— Вестн. Белорусско­
го  ун-та. Сер. 1, физ., мат.. и мех., 1982, № 2.

Приведены результаты эксперимента по сравнению эффективности шести методов 
решения общей задачи линейного программирования.

Библ. 5 назв., табл. 2.

У Д К  62-50
К о с т ю к о в а  О. И., Т я т ю ш к и н  А. И. Численный эксперимент по одному методу 
решения общей задачи линейного программирования.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, 
■физ., мат. и мех., 1982, №  2.

Рассмотрены результаты  численного эксперимента, проведенного с целью сравне- 
шия эффективности двух методов решения общих задач линейного программирования. 

Библ.’З назв., табл. 2, ил. 3.

У Д К  539.3
П р у с о в  И. А., С е л я  в к о  В. В. Об одном решении задачи изгиба бесконечной транс- 
версально-изотропной пластинки с отверстием в уточненной постановке.— Вестн. Бело­
русского ун-та. Сер. 1, физ., м ат и мех., 1982, № 2.

На основании метода линейного сопряжения и метода малого паоаметра в здочнен-
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ной постановке дается общее решение задачи об изгибе бесконечной трансверсально- 
изотропной пластинки с отверстием иекруговой формы с гладкой границей.

Библ. 8 назв.

УДК 518 : 517(944)947
В а к у л ь ч и к  П. А. Исследование сходимости неявных разностных схем решения сме­
шанной задачи для нелинейных гиперболических систем.— Вестн. Белорусского ун-та. 
Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, №  2.

Исследованы на сходимость регуляризированные разностные схемы порядка ап­
проксимации 0 (т + Л 2) решения смешанной задачи общего вида для нелинейной гипер­
болической системы первого порядка.

Библ. 6 назв.

УДК 62-50
З а б е л л о  Л.  Е., К о  л о б о в а .  Л. А. Об одном алгоритме решения задачи векторной 
оптимизации.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

П редлагается метод решения задачи векторной оптимизации для класса выпуклых: 
функций. Указывается на некоторые возможные обобщения полученных результатов. 

Библ. 2 назв.

УДК 62-50
З а б е л л о  Л.  Е., Л е б е д е в  А. Л. Фильтр Калмана для линейных дискретных систем 
с запаздыванием.-— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

Д ля линейной дискретной системы с запаздыванием и линейным законом наблюде­
ния при случайных помехах типа «белый шум» в системе и наблюдающем устройстве- 
исследуется одна из основных задач теории оценивания — задача фильтрации. Пост­
роен фильтр Калмана в виде рекуррентных соотношений.

Библ. 3 назв.

УДК 517.948.32
Ш  и л и н А. П. Краевая задача, сводящаяся к трем задачам Римана.— Вестн. Белорус­
ского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

Рассмотрена одна кревая задача типа задачи Римана с интегральными членами в- 
краевом условии. Задача сведена к  трем задачам Римана и решена в замкнутой форме- 

Библ. 4 назв.

У ДК 33.083.722
К о л я д а  А. А., П и л и п о в е ц  Ф. С. Распределение поправки Амербаева к неточному 
рангу числа в системах остаточных классов.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., 
мат. и мех., 1982, №  2.

Д оказана в общем виде теорема о нормированном ранге числа в системах остаточ­
ных классов (С О К); с ее помощью определяется мощность подмножества чисел из диа­
пазона СОК, для которых ранг не совпадает с неточным рангом, введенным В. М. А мер- 
баевым.

Библ. 4 назв.

У ДК  621.374.32 :621.317.421
П р я х и н  А. Е. Измеритель индукции магнитного поля с цифровым отсчетом в систе­
ме СИ.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ,, мат. и мех., 1981, № 2.

Рассматриваются методы измерения индукции магнитного поля с получением ре­
зультатов в системе СИ. Описана приставка к цифровому частотомеру, выполненная на. 
микросхемах серии 155.

Библ. 2 назв., ил. 2.

У ДК  621.382.2.029.64
К а л и н и н  Ю. М. Определение энергии активации релаксационных процессов в сплав­
ных GaAs и Ge туннельных диодах.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. 
и мех, 1982, № 2.

Изучены температурная зависимость процессов релаксации пикового тока Ge и: 
GaAs сплавных туннельных диодов, а такж е энергия активации процессов релаксации... 

Библ. 5 назв., ил. 2.

У ДК  621.317.08 ______________
Г у л я е в  А. Д., Е м е л ь я н е н к о в  В. И., И з  о х  В. В. К вопросу о стробоскопиче­
ском преобразовании.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

Рассматриваются закономерности расположения выборок при несинхронном стро- 
бировании периодического сигнала.

Библ. 2 назв., ил. 1.
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У Д К  517-920
М е щ е р с к а я  М. Б. О зависимости множества линейных элементов от параметриза­
ции кривой.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

Приведен пример кривой, у  которой множество линейных элементов зависит от па­
раметризации.

Библ. 1 назв., ил. 1.

У Д К  518.32:33
Б о б к о в  В. В. Об одном семействе численных методов с улучшенными свойствами 
устойчивости.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

На примере задачи Коши для одного обыкновенного дифференциального уравнения 
первого порядка приведены примеры новых нелинейных методов третьего порядка точ­
ности с улучшенными свойствами согласованности в поведении решений разностного и 
дифференциального уравнений. Указывается на возможность использования подобного 
подхода при конструировании разностных схем в случае уравнений с частными про­
изводными.

Библ. 3 назв.

удк  513 :
Д у х в а л о в  Л. Д. О некоторых однородных пространствах над алгеброй квазимат­
риц.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. и мех., 1982, № 2.

С помощью общих методов исследования симметрических G-пространств и их мор­
физмов строятся и изучаются некоторые симметрические однородные пространства над 
алгеброй квазиматриц. В частности, задается квазиэллиптическое пространство и про­
странства плоскостей в нем, а такж е приводятся общие формулы движений в указанных 
пространствах.

Библ. 5 назв.

У Д К  519.852.6
Ф а м  Т х е Л о н г .  Численный эксперимент по сравнению методов решения общей за­
дачи линейного программирования.— Вестн. Белорусского ун-та. Сер. 1, физ., мат. 
и мех., 1982, № 2.

П риводятся результаты численного эксперимента по сравнению двух методов ре­
шения общей задачи линейного программирования.

Библ. 4 назв., табл. 1.

УДК 517.94
Б е л я в с к и й  С. С. Об одной задаче для систем с переключением.— Вестн. Белорус­
ского ун-та. Сер. 1. физ., мат. и мех., № 2.

Рассматривается задача о нахождении точек переключения для линейных систем 
специального вида таких, что при некотором t* краевая задача л'(0)=Хо, x (t* )= x *  
имеет решение при произвольных Хо и х*, отличных от нуля.

Библ. 1 назв.
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В И ЗД А Т Е Л Ь С ТВ Е  
БЕЛЕО СУН ИВЕРСИ ТЕТА имени В. И. Ленина 

В 1982 г.
В Ы Ш Л И  ИЗ ПЕЧАТИ С ЛЕ Д УЮЩИ Е  КИИЕИ:

В. 10. Хапох.  О П Т И Ч Е С К И Е  О Т Р А Ж А Т Е Л И  Т Е Т Р А Э Д Р И Ч  ЕСКО-  
ГО Т И П А  В А К Т И В Н Ы Х  С И С Т Е М А Х .  (160 с., цена  1 р. 30 к.)

В книге  р а с с м а т р и в а ю т с я  принцип дейст вия ,  л уч е в ы е  и п о л я ­
р из а ц и о нн ые  с в о й ст в а  оптических  о т р а ж а т е л е н  т е т ра э д р и ч е с к о г о  т и ­
па,  а т а к ж е  ме т о д ик и  э нергетического  р асч ета  а к т и в н ых  систем,  при­
к л а д н о г о  а н а л и з а  и с интез а  л уч ев ы х  свойств  о т р а ж а т е л е й ,  п ри ме ­
н яе мы х  в а в т о к о л л и м а ц и о н н ы х  систе мах .  По л уч е нн ые  ре з у л ьт а т ы  
д а ю т  в о з м о ж н о с т ь  в ы п о л ня ть  энерг етичес кие  и точностные  расчеты 
о птиче ских  и о пт и ко - эл е к т р о нн ых  систем,  в к о то рых  используются  
эти о т р а ж а т е л и .

Р а с с ч и т а н а  па р а з р а б о т ч и к о в  и п ро е к т и р ов щ ик о в  оптических и 
о пт и ко - эл е кт р о нн ых  приборов ,  а т а к ж е  на сту де н то в  с оо т в е т с т в у ю­
щи х специальностей .

А. М. Вельский,  Т. М. Корнейчик ,  А. П. Ха п ал юк .  П Р О С Т Р А Н ­
С Т В Е Н Н А Я  С Т Р У К Т У Р А  Л А З Е Р Н О Г О  И З Л У Ч Е Н И Я .  (198 с., цена 
2 р. 90 к.)

В м он ог ра фи и о б о б щ е н ы  последние  д о с т и ж е н и я  теории р а с п р о ­
с т р а не ни я  и г е не рации  г а у с с о в о - эр ми т о в ы х  с ве т овых  пучков,  к о т о ­
рые л у ч ш е  всего  м о д е л и р у ю т  из луче ние  оптических  к в а н т о в ы х  ге­
нераторов .  П о л у ч е н н ы е  теор ет иче с к ие  р е з у л ь т а т ы  б а з и ру ют с я  на 
ор и ги н ал ь ны х  и с сл е до в а н и ях  и н аи бо л ее  п р и б л и ж а ю т с я  к известным 
эк с п ер име н та л ьн ым.

Р е к о м е н д у е т с я  на у чным и и нже не рно-т е хнич е с ким  р а бот ник а м,  
с п е ц и а л и з и р у ю щ и м с я  в обл ас т и  к в а н т о в о й  оптики,  электроники,  л а ­
зерной  техники,  а с п и р а н т а м  и с т у д е нт а м  с о о тв е тс т в у ю щи х  с п е ц и а л ь ­
ностей.
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