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О РАСПРОСТРАНЕНИИ ПЕРЕМЕННОГО МАГНИТНОГО ПОЛЯ 
В ФЕРРОМАГНИТНОМ ЦИЛИНДРЕ

В сообщении [1] излож ена методика приближенного решения нелиней­
ного дифференциального уравнения, описывающего зависимость напря­
женности магнитного поля в ферромагнитном полупространстве от п ара­
метров ферромагнетика и намагничивающего поля с учетом вихревых то­
ков и петли гистерезиса, на основе которой получены выражения, при­
годные для расчета параметров некоторых гармонических составляю ­
щих напряженности магнитного поля и магнитной индукции в полупро­
странстве и на его поверхности.

Однако для решения ряда прикладных задач определенный интерес 
представляет рассмотрение этого вопроса применительно к ферромаг­
нитному цилиндру, поскольку цилиндрическая форма деталей и узлов из 
ферромагнитных материалов встречается достаточно широко, а в лите­
ратуре рассмотрены только некоторые частные случаи.

В настоящей работе зад ач а  сформулирована следующим образом.. 
Н а однородный изотропный бесконечный ферромагнитный цилиндр с 
постоянной электропроводностью а  и переменной магнитной проницае­
мостью ц =  / (Я )  действует гармоническое магнитное поле Н  = Н т cos <oL 
Требуется получить аналитические зависимости параметров основной и 
некоторых высших гармонических составляющих напряженностей маг­
нитного и электрического полей, магнитной индукции и ЭДС в. катушке,, 
намотанной непосредственно (без зазора) на цилиндр, от характеристик 
ферромагнетика и намагничиваю щ его поля. В качестве исходного при­
менено уравнение, полученное из системы уравнений М аксвелла:

4  ( 1)

Задача реш алась в круговой цилиндрической системе координат... 
Ось z  была совмещена с осью цилиндра, учитывалась его симметрия.. 
В качестве начальных и граничных условий приняты:

Я  ( г ,  t )  | r = R  =  Я,„ cos со/; Я  ( г ,  t )  | г= о = 0 , (2)
где г — текущ ая координата радиуса цилиндра.

С учетом записанного уравнение (1) можно представить в разверну­
том виде:

Я" (г) +  - j -  Н '  (г) — а  ц, Я ' (0 =  0. (3)

где Н "  ( г ) , H ' ( r ) ,  Н ' ( t ) — вторая и первые производные соответственно;: 
1Я  =  - ^ -  — дифференциальная магнитная проницаемость по петле гисте­
резиса.

После подстановки выбранного значения (формула (3) [2]) в (3) 
и выполнения необходимых преобразований, согласно принятой методи­
ке, получены уравнения для 1-й и 3-й гармоник напряженности магнит­
ного поля в 1-ом приближении:

я; (г ) +  ~ Н [  (г) -  /со б  цо H l  (Г) =  0; (4>

н ;  (г) +  4 - Н '  (/•) -  3/ (О 6 цо я3 (г) +  ± - [ я ;  (г) +  J -  я; (г) -
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— iсо б р г Н 1 (г) Щ ( г )  =  0 , q, ц,.-— см. [2 ]; вводятся обозначения::

со б р° =  k 2; со б =  Де

Выражение для 1-й гармоники напряженности магнитного поля пред­
ставляет собой известное уравнение Бесселя первого рода нулевого по­
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рядка от аргумента вида (i3/2k r ) . Решение такого уравнения с учетом 
граничного условия (2) имеет вид:

Я , (г) =  " « '■ У Г * 1'1 . (5)

где J0(i3/2kr) ,  J0(i3/2k R ) — функции Бесселя.
Уравнение для 3-й гармоники напряженности магнитного поля (4) 

представляет собой линейное неоднородное дифференциальное уравне­
ние с переменными коэффициентами, для которого известно решение со­
ответствующего однородного уравнения.

Методом вариации постоянных [3] из уравнения (4) получена форму­
ла для Н 3(г) в общем виде:

я , (,> _  f  у : р , ! *ф > +  4 - д * ф> -
3 W  8 q J 30 ( i 3/2k R )  J  J 0 ( i y 2  3k cp) ° V r  0

—- i k\  J 0 (i3/2 k  ф)] dtp, (6)

где ф — переменная интегрирования.
Согласно принятой методике, в 1-ом приближении учитывалось толь­

ко действие низших гармоник на высшие, т. е. 1-й на 3-ю. Во втором 
приближении учитывалось взаимодействие 1-й и 3-й гармоник. При этом 
получается следующая система уравнений:

Н \ 2 (г) +  4 -  я ; 2 (г) -  i k2 Я 12 (г) +  - L  { 2Я_1 (г)Я1(г)[Я,;(г) +  4  Щ  (г) -  

-  ik\  Н г (Г)] +  Н 2 (г) [Я 1 1 (г) +  4 -  Я1,(г) +  i k \ H - m  +  И1,(г)[НЦг)  +

+  4  H'(r) -  3 ik \H s{r)] +  2Я _ 1(г)[Я11(г) +• - 4  я _ ,(г )  +  /**Я_,(г)]}=0.  

я ; 2 (г) +  4 я ; 2(г) -  3ik2Hs(r) +  4 { я ? ( г ) [ я ; '( г )  +  4 я ;(г) -  /а^я^г)] +  (7)

ч- Н 2 (г)[Н"_з (г) +  4 -  Я - з  (г) +  3* Я - з  (г)1 +  2Я _, (г) Я , (г)[Яз (г) +

+  4  я ;  (0  -  3* Я 3(г)1 +  2 Я _ 1(г)Я3(г)[Я;'(г) +  4  я;(г) -  ik\  Н х(г)\ 4-

- f  2Я_з (г) Н 3 Сг)[Нз (/-) 4- 4  я ;  (/) -  3/ /г? Я 3 (г)]) =  О,

где # i ( r ) ,  H - i ( r ) , Н 3( г ) , Н-з (г)  — значения соответствующих гармоник 
в 1-ом приближении.

Уравнения (7) реш аю тся тем ж е методом вариации постоянных. 
В общем виде эти решения в работе не приводятся, поскольку они чрез­
вычайно громоздки и непосредственно не интегрируются. Н иж е рассм ат­
ривается наиболее существенный для прикладных целей, по нашему мне­
нию, частный случай, когда аргумент функции Бесселя \kr\  очень велик, 
т. е. имеет место ярко выраженный скин-эффект. П ри этом условии функ­
ции Бесселя и их производные могут быть аппроксимированы известным 
образом [4]. П осле зам ены  функций Бесселя и их производных в реше­
ниях уравнений (7) и выполнения необходимых преобразований и упро­
щений, которые внесли ошибку менее 5 %, получены следующие вы ра­
ж ения для гармоник напряженности магнитного поля в ферромагнитном 
цилиндре:

Я ц(Г , t) =  Н т ехр [ k / V 2 { r  —  R)] cos [at +  k / V 2 {г —  R)\;
H ^

H 31(r, t  -—~— с (jli) /exp [1^3 (/* —- R)] cos [3co  ̂4- \ ^ 3  2 X
4 H 2cm

30



X (Г —  R )  ^ -e x p  [3& /J/2 (r — /?)] cos [3coZ -j- 3 f t / |/2 ( r  — R)];

m
H i

2 H i -c(p) +
я

16Я4..
-c2(p) exp [ f t / j /2 (r — /?)]

Я
2 Я 2cm

( p ) 4 exP 2  (г — Я)] J cos [coz1 - f  k / Y  2 (r —  R)] —

—  H r

H m (r, t)

Hm

AH2
• С (p) Hm c2 (p) exp [ k / Y 2 ( r — R)] — H'

7 H i 4 H i
-с (p) X

X  4  exP 2  (r — *)] I sin [coZ +  k / Y 2  (г — #)]; (8)>

Я m
4Я

X ( r  — /?)] +

'2
cm

H

■ с (p) 1 + Я :

ЗЯ? -c(p) +
Я

9Я"
- C3 (p) exp [ | / 3  k / Y  2 X

m Я

64Я ,
■ с3 (p) 4  exp [;3]/ 3 k f V 2 ( r - R ) ]  +  — f  -  с (p) 4  X

cm

X  exp [( ( /3  +  2 ) k / Y 2 (г — Я)] 1 cos [3co t +  J /3  ft/l/ 2  (г — R)]
Hi

4H~ X

X  c(p)
я

s (p) exp [ V 3 & /K 2  (r — Я)] +
Я®

64Я “
- с3 (p)exp [3Y 3 k / Y 2 X

X  (r —  /?)]} Sin [3cozf +  j /3  k / Y 2 (Г -  /?)] +  4 ? -  c (P) 1 4  exP № / V 2 (r
I cm I

' H 2 0 2

-#)] + - 4 _ c (P)~Tr exp [5i^ '  2 (r — /?)]
Я

( p ) 4 ex p t(3 +64H:

X

2 ] / 3) f t / ] / 2  (r — /?)]! cos [3cozf +  3ft/K  2 (r -  /?)] +  c M  X  
J 4/Дт

H '" с 3 (P) exp [ ( v  3 +  2) ft/1 /2  (r -  /?)] +  4 4  (P) 4  X
64Я ° ' ‘ ' '  "  ~ v 7 ' 1 21Яcm , Л1“ ст

X  exp [9 ft/|/ 2 ( r  — /?)] sin [3(of +  3 f t / |/2  (/- — £?)].

Из (8 ) можно, используя известные уравнения М аксвелла, вывести: 
формулы соответствующих гармонических составляю щих электрического' 
поля, магнитной индукции и индуктированной ЭДС как  внутри цилинд­
ра, так  и на его поверхности. Ниже, для примера, приведены выражения 
для амплитуд гармоник магнитной индукции и индуктированной Э Д С  
во 2 -ом приближении:

3i2m ~  Я т  р5 1
Я ;

2 Я
-с(р )

Я 4

cm 2Я; • с2(р) —
губ

— Т - с3 (р) 16Я®

3 2 т  : 2Н 2cm
с (р )р ° 1 + я

■ с (р)
Я 4

64Я4т
-С2 (р)

32Я 6..
• с3 (р)

3i2m ~  2n R W H m ]/coppO

Я ?

1 —

Я2 я 4т  / \  тс(р) —

'32  т, ‘ :n R W
Y m

+

с(р) 1/соррО

я
24Я.

- С3(р) +

2Я

1 +
тт8 
Н  m

26 Я?

32Я 4
-с2 (р)

Я
4Я 2cm

■с(р)
я 4т

24 Я 4cm
с- (р)

•С4(р) +

где W7 — постоянная обмотки.

(9>
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Сравнительный анализ выражений для гармонических составляющих 
напряженности магнитного поля, магнитной индукции и индуктирован­
ной ЭДС в ферромагнитных бесконечном цилиндре и полупространстве 
показывает, что при наличии ярко выраженного скин-эффекта эти вы­
раж ения имеют идентичную структуру и совпадаю т с точностью до по­
стоянных множителей. Этот факт дает серьезные основания для того, 
чтобы считать принятую в работе методику пригодной для проведения 
соответствующих расчетов как для ферромагнитного полупространства, 
так  и для бесконечного ферромагнитного цилиндра.

Полученные результаты  имеют и практическое значение. Так, из 
уравнений (9), используя известное выражение В. К. А ркадьева, описы­
вающее связь между магнитными проницаемостями тела и вещества, 
можно получить формулы для гармоник, например, ЭДС для случая, 
когда длина и диаметр цилиндра одного порядка. При этом, с учетом 
только первых слагаемы х, выражения для амплитуд 1-й и 3-й гармоник 
имеет вид:

Анализ уравнений (10) показывает, что магнитные свойства ферро­
магнетика влияю т только на амплитуды 3-й (и более высоких) гармоник 
(коэффициенты /п (р ,)), что позволяет с помощью гармонического ана­

лиза осущ ествлять многопараметровый контроль качества. Эксперимен­
ты подтвердили справедливость этого вывода для деталей цилиндричес­
кой [5] и плоской [6] формы.
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