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АЛГОРИТМ ДВУМЕРНОГО ЧИСЛЕННОГО АНАЛИЗА  
БИПОЛЯРНЫХ ТРАНЗИСТОРОВ

При проектировании полупроводниковых компонентов интегральных 
схем все большее применение находят физико-топологические модели, 
в основе которых леж ит численное решение уравнений непрерывности 
для дырок и электронов, а такж е уравнения Пуассона. Одной из таких 
задач  является двумерный статический анализ биполярных транзисто
ров, однако затраты  машинного времени для ее решения известными ме
тодами оказываю тся достаточно большими [1].

В статье предлагается новый алгоритм двумерного статического ан а
лиза биполярных транзисторов, позволяющий значительно сократить з а 
траты  машинного времени. Основу алгоритма составляет разработанная 
методика расчета «хорошего» начального приближения для концентра
ций дырок и электронов и для электростатического потенциала по всей 
структуре прибора, которые в дальнейш ем уточняются с помощью ите
раций типа Гуммеля [2].

М атематическая модель задачи  после нормировки всех переменных 
[3] имеет вид:

У 2ф =  /г—р — CN, ( 1)

v J P =  - R P, (2 )

v J n =  R n (3)

со вспомогательными уравнениями переноса

/р =  Цр ■ Р ' V O p,
* v
jn =  Ци ' п -S/ Фп 

и в случае статистики Больцмана соотношениями

п =  ехр(ф —Ф „), р =  ехр(Ф р—ф ), (6 )

где ф — электростатический потенциал; п, р — концентрации электронов
и дырок; CN — концентрация некомпенсированной донорной примеси;
■—>- —>-
jp, jn —  векторы плотностей дырочного и электронного токов; R p, R n — 
скорости рекомбинации для ды рок и электронов; цр, ц п — подвижности 
дырок и электронов; Ф р, Ф„ — квазиуровни Ферми для дырок и элек
тронов.

При этом в качестве модели для подвижностей рр и \хп использова
лась формула работы [4]. Скорости рекомбинации описывались с по-

(4)

(5)
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V2(I)p =  -1 7 7 ^  V l n ( f V P ) '  У Ф Р. (Ю)

мощью модели Ш окли — Рида — Холла [5], нормированный вид ко
торой:

R  =  R p =  R n =  Х п ( р + Р1) +  Т р ( п + 1 )  , ( 7 )

где тр, гп — времена жизни дырок и электронов.
Рассмотрим предлагаемую  методику выбора начального приближе

ния для п, р и ф. П реж де всего воспользуемся квазиравновесным пред
положением [6 ], которое с учетом уравнений (4) и (5.) можем записать

V O P« 0 , (8 )

у Ф та̂ а  (9)
В биполярных приборах это условие хорошо выполняется для основ-

лы х носителей, поэтому при определении начального приближения для 
квазиуровней Ферми основных носителей будем пользоваться уравне
ниями (8 ) и (9).

П реобразуем теперь уравнение непрерывности, к примеру (2 ), таким 
образом, чтобы из него можно было определить приближение для ква- 
виуровня Ферми неосновных носителей, в рассматриваемом случае — ды 
рок. П одставив (4) в (2 ) и учтя тот факт, что всегда р р - р > 0 ,  получим:

_R_ 
ilp-P

Будем полагать в ( 1 0 ) ,что
| V  In (pip -р) ■ VO>p | <  | V 20>p|. (11)

Условие (11) является более общим по сравнению с (8 ), так  как нера
венство в (11) обеспечивается не только малостью Vcpp, но и малостью 
величины V  ln(p ip-p).

Тогда уравнение непрерывности для неосновных носителей — дырок, 
можно аппроксимировать

<12>
и аналогично для электронов

 <13>
Однако использование (12) и (13) для определения Ф р и Ф„ пока з а 
труднено, так  как в эти уравнения, как это следует из (6 ), входит элек
тростатический потенциал. Рассмотрев две предельные ситуации, напри
мер, для уравнения ( 1 2 ), нормированный вид которых 1) р-п^>  1 и п^$>р, 
2 )  р • и  >-1 и р —>-0, получим с учетом ( 7 )  следующую аппроксимацию это
го уравнения:

(14)
П о аналогии:

у 2 Ф п^  ^ -------• (15)1П Г'ПО
В этих уравнениях р ро, pino — подвижности дырок и электронов в случае 
слабых полей.

Теперь начальное приближение для квазиуровней Ферми основных 
и неосновных носителей определяется путем решения линейных уравне
ний, соответственно (8 ), (9) и (14), (15) при стандартных граничных 
условиях [1]:
1 ) ф „ =  ф р =  Р щ , —  на омических контактах; 
о\  ̂®л d(Dp2) - d -N - =  dN  ■ =  0 — на других границах,
где РПр — приклады ваемое к контакту внешнее напряжение; N  — нор
маль к соответствующей границе.

Области основных и неосновных носителей определяю тся при этом 
по знаку функции CN.
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Следующий этап  методики определения начального приближения для 
п, р, \|> — это расчет начального приближения для -ф путем решения урав
нения Пуассона с нелинейной правой частью:

У 2ф =  f ! • exp (ф) — h  ■ exp (—ф) — CN, (16)
где )y =  e x p (—Фп), /г = е х р (Ф р) становятся известными после решения 
задачи  определения начального приближения для Ф„ и Ф р. Граничные 
условия при решении (16) имеют следующий вид:

1) ф =  VnP +  sign {Сдг} In на омических

контактах;

2 ) - ^ -d N
=  О —-на других границах.

В качестве начального приближения для ф при решении (16) мето
дом Ньютона используются значения, определяемые из соотношения

ы1)з =  Ф +  sign {Слг} • In ^ +  1 +

где ф  =  ф „  для областей, в которых п  являю тся основными носителями 
и Ф =  Ф Р для оставш ихся областей. Это соотношение получено из пред
положения квазинейтральности по всей структуре прибора.
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Рис. 1. Структура анализируемого 
транзистора

Рис. 2. Графики, характеризующие ско
рость сходимости алгоритма:

Л  — Гэб = — 0,7В, Ук б =  1В; 2 — Гэб = — 0,8В, 
Кк б =  1В; 3 - Уэб =  - 0 . 9 В ,  г к б =  1В

И последний этап  в расчете начального приближения: по найденным 
, значениям ф, Ф„, Ф р из (6 ) определяю тся приближения для п  и р.

Д алее осущ ествляется численное решение полной системы уравнений 
( 1) — (3) относительно переменных п, р, ф с использованием итераций 
Гуммеля в виде:

1) решение конечно-разностных аналогов уравнений (2 ) и (3) на 
разностной сетке относительно п и р  при фиксированном ф;

2 ) решение квазилинеаризованного конечно-разностного аналога 
уравнения ( 1) на разностной сетке относительно ф при фиксированных 
п и р .

Эти итерации повторяются до полной сходимости итерационного про
цесса. В качестве критерия сходимости используется критерий неизмен
ности выходного тока.

Параметры профиля легирования

СЕ с в с с А1 а 2 в

см- 3
5-1020

с м - 3 
5 - 1018

см- 3  
5 - 1016

мкм- 1 
7,008592

мкм
2,298513 0,1646272
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И зложенный алгоритм реализован в программе двумерного анализа 
биполярных транзисторов для ЕС ЭВМ  на язы ке Ф О РТ РА Н -IV, назван
ной COTDAB. При разностной аппроксимации задачи  использовалась 
интегральная формулировка типа Ш арфеттера — Гуммеля [7]. Д ля ре
шения всех систем линейных алгебраических уравнений использовался 
циклический метод Чебы ш ева [8].

Приведем некоторые резуль
таты  расчета по программе 
COTDAB биполярного транзисто
ра (рис. 1) с профилем легирова- 
ния CN (x, у)  = С Е-е х р (—А у У х2+  
-\-В2у 2) — С в ехр (—А 2х ) + С с , па
раметры которого приведены в 
таблице (размеры  структуры у ка
заны в м км ). Времена жизни х п 
и х р полагались равными 50 не. 
Все величины вычислялись в 
узлах неравномерной сетки с ко
личеством точек 33X 26.

Н а рис. 2 приведены графики 
максимального изменения потен
циала на различных итерациях 
Гуммеля при трех внешних н а
пряж ениях смещения V3q. Р ас
считанные вольт-амперные х а
рактеристики прибора, а такж е 
затраты  на расчет соответствую
щих точек ВАХ, оцениваемые ко
личеством А1ПТ итераций Гуммеля 
(кривая 3),  приведены на рис. 3 
(распределение электростатичес
кого потенциала, концентраций 
дырок и электронов, плотностей 
токов по структуре не приводятся 
ввиду их слож ности).

Из рис. 2 следует, что скорость 
сходимости алгоритма «типа 
квадратичной» при средних и низ
ких уровнях инжекции, что неха
рактерно для алгоритма Гуммеля 
при использовании традиционно

го начального приближения. Так, к примеру, в работе [9] указывается, 
что при смещении Г Эб =  —0,75 В и У Кб =  0,5 В требуется около 120 ите
раций Гуммеля (в этом эксперименте / к » 0,3 А /см).

Разработанны й алгоритм мож ет быть положен в основу программ 
анализа более сложных интегрированных структур, так  как  характери
зуется высокой скоростью сходимости и экономичен, как  и алгоритм 
Гуммеля, по требуемым объемам памяти.
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редакцию

Рис. 3. Рассчитанные вольт-амперные х а 
рактеристики (1 — ток коллектора, 2 — ток 
базы) и кривая 3, характеризующая соответ
ствующие вычислительные затраты  (Г Кб =  

=  1 В)
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