
=  zF (z, s) — s/2־(z, s). Переходя к пределу при s -*0  получаем требуемое ,־ 
соотношение (9).

В заключение скажем несколько слов об операции обращения. Исхо- 
дя из общего вида рассматриваемых оригиналов, можно утверждать, что 
при соответствующем выборе натурального п функция tnf(t) будет пред- 
ставлять классический оригинал. Так как операции умножения ориги- 
нала на t соответствует операция (—d/dz) в пространстве изображений, 
то становится понятной идея обращения.

Теорема 3. Если функция комплексного переменного F(z) является 
изображением Лапласа — Эйлера функции действительного переменно- 
го f(t) со степенной особенностью нецелого типа в нуле, то выражается 
через F(z) с помощью следующих равенств:

Г-j-t оо
1• / ( 0  =  ( - 1 ) ״; 2 ־ ^ ־ • М О  = ־2־7־   [  F(n)M eZtdz, (10)

С — too

в которых п зависит от /(/) и с >  а!, где а! — степень роста функции 
f(t) на бесконечности.

Теорема 4. Если функция комплексного переменного F(z) такова, что 
все ее производные, начиная с некоторого порядка k, отличны от нуля 
и удовлетворяют условиям обращения обычного преобразования Лап- 
ласа, то она принадлежит пространству изображений Лапласа — Эйле- 
ра и соответствующий ей оригинал f(i) определяется с помощью формул 
(10) при любом n ^ k .
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УДК 519.10
М. К. КРАВЦОВ, Ю. И. КАШИНСКИИ

О СТРУКТУРЕ МНОЖЕСТВА ДОПУСТИМЫХ РЕШЕНИЙ 
ТРАНСПОРТНОЙ ЗАДАЧИ С ЗАПРЕТАМИ

Рассматривается область определения транспортной задачи с запре• 
тами, организованными специальным образом:

1 т п

Х  =  II Х И IIт х п  I 2 ХЧ =  bP І =  2 ХЧ =  а І’
1=1 /= 1

1 = 1 ,  т, Xi j  =  0 V  ( і ,  І ) е  G, Х ц  >  О V  (І,  І )  е  Gj, 

где а = (аъ а2, ат), b = {Ьъ Ь2, . . . ,  Ьп) — векторы с действитель-
т п

ными положительными компонентами; 2  а! =  2  by, s — натуральное
1=1 у= 1

__________  __________  S  ________________________________

число; G =  [{1, т )Х { 1 , л ,} ] \  U (Mpx N p). Здесь Мр =  {тр- Х + 1 , тр}, 
_______________  р=  1

Np =  {tip- 1  +  1, пр), а тр, пр — такие числа, что 0 =  п0 <  п! <  п2 <  ... <  
<  ns <  7Zs+1 =  п, 0 =  т0< т1< т2< ... <  ms = т. Такую систему за- 
претов имеет, например, задача распределения топливных ресурсов на 
коммунально-бытовые нужды [1]. Решение этой задачи, так же как и за- 
дачи, рассмотренной нами в [2,3], направлено на повышение уровня 
рационального использования топливных ресурсов республики.
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Заметим, что при s =  1 многогранник Msmxn (а, Ь) становится транс- 
портным. Такой многогранник достаточно подробно исследован в лите- 
ратуре (см., например, [4—8]).

В данной статье для многогранников Msmxn(a, b), s >  2 найдены 
условия непустоты, выделены классы многогранников минимальной и 
максимальной размерности, указаны пределы изменения числа их гра- 
ней. Показано, что всякий многогранник не максимальной размерности 
представим в виде произведения многогранников меньшего порядка ана- 
логичной структуры.

1. Критерий непустоты.
Теорема 1. Пусть s >  2. Многогранник Msm/n(a, Ь) непуст тогда 

и только тогда, когда выполняются неравенства

2  а‘ >  2  bJ> Р =  £""*• 0 )
i<=Mp j s N p

причем, по меньшей мере, одно из них является строгим.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость очевидна. Достаточность. 

Из условий (1) следует существование неотрицательных чисел а ', а ', ... , 
а'т, для которых выполняются равенства

(2)2  а: =  2  bJ’ р = י1  s■
i s M p  УеЛ'р

Нетрудно убедиться, что матрица х', компоненты которой определяются 
по формулам

-, если (г, / ) е М р Х ^ ,  р = 1, s,

( 3 ), если (1, / ) е { 1 ,  т) XNs+u

ai-bj
2  b,/елгп

(ai — ai ) -b j

2  Ь,
i^Ns+1 
О, если (г, /') е  G,

ха =

принадлежит многограннику MsmXn (а, Ь). Теорема 1 доказана.
2. Размерность. Ясно, что максимальная размерность многогранника

S

MsmXn (а, Ь) равна числу d =  mts+1 — т — п +  1 + 2  V p> где ^р=  т р ־־־
р=1

/72р— 1, t p  Tip Tip— j .
Теорема 2. Пусть s > 2 .  Многогранник MsmXn(a, b) имеет максималь- 

ную размерность d тогда и только тогда, когда все неравенства (1) 
являются строгими.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость. Допустим, что dim MsmXn (а, b) = 
= d и существует число г е { 1 ,  s} с условием 2  а1 ^  2  bj. Тогда на

i<=Mr jS N r

основании теоремы 1, должно выполняться равенство 2  +  =  2  bJ׳ ^ т0
ieAfr i e N r

означает, что для любой точки х е М !яхл (а, Ь) справедливы соотношения 
* i j  = О V  (i. /') Е М гх Ns+1 . Следовательно, dimMsmXn (a, b) <  d. Полу- 
ченное противоречие доказывает необходимость.

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Так как все неравенства (1) являются строги- 
ми, то найдутся положительные числа а'п а[ < а и г'= 1, т, для кото- 
рых выполняются условия (2). Поэтому в силу существования матрицы 
х'  6Е MsmXn (а, Ь) с положительными компонентами, выражающимися фор-
мулами (3), неравенства хи +  0. \ /  (г> /) е  G не являются жесткими огра- 
ничениями многогранника. Значит, dim MsmXn (a, b) =  d. Теорема 2 до- 
казана.
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Аналогично доказывается справедливость следующих двух утверж- 
дений.

Теорема 3. Пусть k ^ . ־̂. . k r- 1 <־ k r=k T+ 1 = . . .=ks, r ^ l ,  s ^ 2  (kr - 1  = 
=  4-00, если r =  1). Многогранник MsmXn(a, b) имеет минимальную раз-

S

мерность 2  {kP— 1) — 1) +  4+1 (ks— 1) тогда и только тогда, когда
р= 1 ____

выполняются равенства V ^  bj, р = I, s, рфд, где число q удов-
i£M p j<BNp

летворяет условиям s.
Теорема 4. Пусть s 2 <נ. Число различных значений функции 

dim Msmxn (а, b) на классе многогранников Msmyn (а, Ь) не превосходит 
числа 2s— 1, причем равенство достигается лишь в случае, когда числа 
Л!, k2, ... , k3 удовлетворяют неравенству 2  ЛрФ  2  для ЛК)бых раз-

PSS1 p^St
личных собственных подмножеств S! и S2 множества {1, 2, ... , s}.

3. Теорема о представлении. Многогранник Msmyn (а, Ь) будем назы- 
вать правильным, если его размерность максимальна, т. е. <Е\т Msm/n(a, b) =  
=  d. В частности, всякий транспортный многогранник является правиль- 
ным.

Рассмотрим вопрос о представлении многогранника Msmxn(a, b), не 
являющегося правильным, в виде произведения правильных многогранни- 
ков меньшего порядка. Под произведением двух многогранников М! в ЕГ1 
и М2 в ЕГг понимаем множество {(х1, х2) | хг' е  Л׳/;, i =  1, 2}, где Ег — 
евклидово действительное г-мерное пространство.

Для многогранника Msmxn (а, b) определим множество 5 (а, Ь) — 
=  { р е{ 1 , s}| 2  а 1 — 2  Ь,}. Очевидно, многогранник Ms' w (as\

CeMp  i e N p  *S׳ XV

bs') =  {l| I 2  x ij =  al \ / i ^ M ,  2  xti = b, V / е Л і ׳ , x i} = 0
/sjV׳ _ іем ___

V (i,  / ) e G 0 < % / ,'»)V ׳,  ) e G где S ,{׳ '(a ,  b) =  {1, s } \ S  (a, b), 
м =  u MP, N =  u Np, N' = N\JNS+U s ' = | S ' ( a ,  b)\, ks׳ — \M\,pes'(a.b) pes׳ (a,b)
ts׳ — |/V׳ I, G' = ( M x N ) \  U (MpXNp), является правильным, а в слу-

peS'(a, b)
чае, когда s' =  1, транспортным.

Всякому числу p e S (a , b) будем ставить в соответствие транспортный 
многогранник М\ xt (ар, Ьр) =  {|| хч  \\k х( | V х0-=а; \ / i ^ M p, 2  хи=

р ״  р  р  i s N  і е м
=  bj V j  €= Np, xu >  0 V  (i, /) e= Mp X Mp}.

Аналогом теоремы 2 [9] является следующая
Теорема 5. Всякий непустой многогранник Msmxn (а, Ь), не являющийся 

правильным, представим в виде произведения правильных многогранников 
Msk's,xts, {as' , bs'), М\ xf (ар, bp), p£ES(a, b) и точки R с координатами
* 0  = v ־7   V, І ) ^ м р X (A\/\/p), Р е  5 (#, &), причем единственным об- 
разом.

Для доказательства теоремы достаточно заметить, что для любой точки 
х  е  Msmxn (а, Ь) выполняются равенства xi;■ =  О V  (г\  /) G Мр XNs+u  
р е  5 (а, Ь).

Через diam Msmyn(a, b), г (Msmxn(a, b)), f1(MsmXn(a,b)) будем обозначать 
соответственно диаметр, радиус, число /-мерных граней многогранника 
МХ/п (а> Ь)*. Из теоремы 5 вытекают следующие утверждения:

1) diтМтХп(а’ Ь) =  V  dimMlpXt(aP> ЬР),
P<=Q(a,b) P P

* Диаметром (радиусом) многогранника MsmXn(a, b) называется диаметр (радиус) 
графа [10], являющегося реберным остовом многогранника MsmXn (а, Ь).
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2) diam Msm> n (a, b) = <НатМІррУ:ір(аР, bp),
p£Q(a, b)

3) r(M*myn(a, b )=  v  r ( M ' xtJaP, ЬР)),
p<BQ{a, b) P P

z <ь,т ח  < ,״־ 6־׳ ).
^־!־̂— צ••Ь־־К2־1* )
1 . י . ינ .  iq>0

4) /; (Mmxn (a, 6) =

m
v

/ =  0, 1........d — 1,

5) задача нахождения минимума функции 2  / (*и) на многогран- 
1=1 /= 1

нике М ^х״ (а, Ь), не являющемся правильным, сводится к решению q 
подзадач: min{ У] 2  /(*?/) ||xf;. е Ms/ Xi (ар, fcp)}. P ^ Q { a ,b ) .k״x ipi^M p j<=Np
Здесь Q(a, b) = S (a, b) U {s'}. <7=IQ (a, &)|, s1 =״ , \ / p ^ S { a ,  b),ss׳ =s',  
Ms■ = M ,  Ns׳ =N ' .

4. Грани. Под гранью правильного многогранника Msmxn(a, Ь) пони- 
маем грань максимальной размерности, т. е. (d— 1 )־мерную грань. Ясно, 
что гранями многогранника Msmxn(a, b) могут быть лишь непустые мно-

М тхп  (а - Ь) I ХЧ =  0  > י י*)  / >и ||тх״ 'жества вида F!j (я, ft) =  {* =  || я*
:(1, т} Х {1 . «})\G•

Теорема 6. Пусть kp >  /р +  4+1, P = l ,  s, 7p> 2 ,  /?=1, s. Всякое
S

целое число вида 2  fyA> +  m (4+1 — 1) ־f  q, где O ^ q ^ m ,  и только оно
р = 1

реализуется как число граней правильного многогранника М^Хп (а, 6).
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Очевидно, что в сделанных предположениях, 

для числа граней всякого правильного многогранника MsmXn (а, Ь) спра- 
ведливы неравенства

s s

2  kptp +  т (4+1 — 1) <  fa- 1 Ш 5тхпт(а, b)) <  2  V p +  m4+1- 
p= 1 p=1

Покажем, что всякое целое число в этом интервале реализуется как 
число граней некоторого правильного многогранника MsmXn(a, b). Рас- 
смотрим многогранник MsmXn {ач, Ьч), определенный׳ векторами =  (а\ , 
а\ ........а«т) и bQ =  (b\, 6«, ... , Ьчп), где

ip +  — . если т р_1 +  1 <  <7, р =  1, s,

t +  а, если т р_! +  1 >  q, / 7=1,  s,тр- f־1  1al

1__ . — , если mp_! +  <7р<<7, ^р=2, /7=1, s, mp̂ 1+qp̂ m ,

а, если т р_! +  qp > q, qp = 2, kp, p =  1, s, mp-x-\-qp̂ m ,  
1

0"1p- i+^p

-, если q — m,1s־H

4+1 — 1 +  а, если q <  m,
a<L =

a (m— </) -f ̂־ -, если / =  ns +  1,
*7 =

1 — в противном случае.

Здесь а  — целое, а ^ т ,  kv^ t p-\-ts+!, /7=1, s, tp^ 2 ,  р = 1, s. Согласно
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теореме 2, этот многогранник является правильным. Легко видеть, что 
гранями многогранника MsmXn (cfl, bq) являются множества Fi}(aч, bq),

(i, / ) е [ ({ 1 , m}XNs+1) \  U {(/, ns +  1)>] U U (MpXNp),  и только они.
1=1 р =  1

Следовательно, fd~1 Ш*тХп (а4, Ь4)) =  2  V p +  т (^+1 — 1) +  Я- Теоре-
р = 1

ма 6 доказана.
В заключение статьи для многогранника Msmyn (a0, b°), определенного 

при доказательстве теоремы 6, приведем следующие легко доказываемые
S

утверждения: f0 {MsmXn (a0, b0)) =  m‘s+l 1 П fy ,  diamMsmXn(a°, b°)=n— 1, 

r ( M smXn{a°, Ь°)) =  п — 1.
Для доказательства их достаточно заметить, что для любой точки 

х  ЕЕ (а0, Ь°) справедливы неравенства x in +1 > 0 , i — 1, т, а всякий
/-й столбец (/ ф  ns +  1) матрицы, представляющей вершину многогранника 
MsmX״ (a°, b°), содержит только одну положительную компоненту и она 
может находиться на любом месте. __

З а м е ч а н и е .  Пусть kv^ t v-\-ts+!, p = l, s, tp~^2, р = 1, s. По-види- 
мому, минимальный радиус правильного многогранника MsmXn {а, Ь) равен 
числу п — 1, однако доказано это лишь для s =  1.
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