
G I2 = ’NEW״ b_ ’;
KD3 =  ’M’;

CALL PLITBETT(KOLPAR, OPER, PCBN1, SEG1, SEG2, SEG3); 

END1: E N D ׳ BETTPLI;

Рис. 3. Фрагмент программы работы с БД на ПЛ/1

Макроопределения, соответствующие приведенным операторам языка 
BETA, должны программироваться на языке универсального макрогене- 
ратора с использованием базового языка программирования. Без боль- 
ших сложностей программировать макроопределения можно только, 
используя эффективные макрогенерадии, которыми обладает универ- 
сальный макрогенератор [2]: средства обработки переменного количест- 
ва операндов макровызова, использование глобальных индексированных 
переменных разных типов, возможность удобной обработки элементов 
.списка, записанного в качестве операндов макровызова׳

Средства базовых языков высокого уровня (ПЛ/1, КОБОЛ) не имеют 
подобных возможностей и поэтому не могут выполнять препроцессорную 
обработку макроопределений, соответствующих операторам BETA. Язы- 
ки программирования КОБОЛ и ПЛ/1 позволяют только вызывать опре- 
деленные наборы операторов языка, но возможности преобразования 
этих наборов сильно ограничены. Поэтому средства этих языков созда- 
ют определенные удобства при работе с базами данных при вызове за- 
готовленных часто используемых типовых процедур работы с БД, но 
практически бесполезны в прикладных программах при разнообразных 
логических базах данных. Для автоматического проектирования таких 
процедур эффективным средством является универсальный макрогене- 
ратор.
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Н Е К О Т О Р Ы Е  С В О Й С Т В А  М Н О Г О З Н А Ч Н Ы Х  О Т О Б Р А Ж Е Н И Й  
И О Д Н А  Т Е О Р Е М А  С У Щ Е С Т В О В А Н И Я  Р Е Ш Е Н И Й  

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  В К Л Ю Ч Е Н И Й

Пусть Е — сепарабельное банахово пространство; 7=[/0, /1] — отре- 
зок в /?; р — мера Лебега на Т, х — множество всех непустых замкнутых 
подмножеств Е; а (Л, В) =  max {sup р (х, В), supp(A, у)} — отклонение

хе.л уев
по Хаусдорфу множеств А, Последовательность (Ап), А״ е=и на-
зывают сходящейся, если существует А ЕЕ и такое, что а (Ап, А)->-0. Как 
известно [1], если а(Ап, Ат) п, то последовательность (Ап) является
сходящейся. Последовательность многозначных отображений (А״ (•)), 
Ап (•): Ус=7\ назовем сходящейся почти при всех /ЕЕ У к А(•)
(равномерно на У к А(•)),  если а ( Ап (/), А ( 0 ) 0 почти при всех /еУ ־*־  
(равномерно на У). Функцию а{-) :Т-±Е  называют сечением многознач- 
ного отображения А(- ) :Т -±х ,  если й (1)е А(1) почти при в с е х ^ е Т . 
Многозначное отображение А (•) : Г и назовем интегрируемым, если су- 
ществует счетное семейство (х״ (•)}, п = \ ,  2,..., интегрируемых по Бох- 
неру сечений отображения А(•)  таких, что {хЕ  Е | х = хп (t), п=  1, 2,...}

и
плотны в A(t) почти при всех і е Г  Интегралом J A(/) dy называем мно-

to
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жество в Е, точки которого — интегралы всех интегрируемых по Бохнеру 
сечений Л(•).  Из теоремы Дербе—Кастена [2] и теорем 3. 5. 2, 3. 7. 4 
[3] следует, что измеримое многозначное отображение Л(-):Т->־х [2] 
является интегрируемым, если || о | |<  777 (f) для всех v ^ A ( t ) ,  t ^ T ,  где 
т(■) :T^-R  интегрируемая по Лебегу функция.

Предложение 1. Если последовательность (Ап (•)),  Ап (•):  Г-т-х, изме- 
римых многозначных отображений сходится к Л(•) почти при всех f e 7 \  
то Л(•) измеримое отображение.

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует из теоремы Дербе — Кастена, теоре- 
мы 2' [4, с. 284] и соотношения р(х, A ״ (t))-^p(x, A(t )) ,  которое имеет 
место почти при всех t ^ T ,  при всех х е £ .

Предложение 2. Если отображения Л(•) ,  5 ( - ) :7  измеримы, то %־<-’
измерима и функция /-^־а(Л (f),

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Функция р (х, В (f)) измерима по f при каж- 
дом х е Я  и непрерывна по х  при каждом fe 7 \ Пусть {хД•)}, 1=1, 
2, . . .  , измеримые сечения отображения Л(•) такие, что {xe£ |x= X i(f), 
1=1, 2, . . .} плотны в Л(/) почти при всех fe 7 \ Функции f->-p(xj(f), 
В (f)) измеримы при всех І. Это утверждение следует из следствия к 
предложению 8 [5, стр. 345], которое доказано в [5] для случая E = Rn. 
Однако, используя теорему Дербе — Кастена, его можно аналогично до- 
казать и в случае, когда Е — сепарабельное банахово пространство. Так 
как sup р (х, В (t)) =  sup р(хг(Д, В (t)) почти при всех fe=7\  то функ-

x e A ( t)
ция f-+ sup р (х, В (t)) измерима. Аналогично доказывается измеримость

хелр)
функции f->■ sup р (Л (f), у). Отсюда следует измеримость функции а.

Предложение 3. Пусть последовательность измеримых многозначных 
отображений (Л״ (•)) сходится почти при всех fe T  к Л(•) .  Тогда для 
любого 6 > 0  существует измеримое множество Т6а Т ,  что 1) р,(7’6) =  
= ц(Т)— б, 2) на Го последовательность (Л״ (•)) сходится к Л(•) рав- 
номерно.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу предложения 1 функция Л (■):Г-^-х 
измерима. Согласно предложению 2, измерима и функция f->־a(A ״ (f),
A(t)). Положим Е™ =  П |* | а (Л״ (/), Л (<)) < — \. Дальнейшее доказа-i>/г ( т )
тельство такое же, как доказательство теоремы Егорова [4].

Используя предложение 3, аналогично теореме Лебега о переходе к 
пределу под знаком интеграла [4] можно доказать следующее утвер- 
ждение.

Предложение 4, Если последовательность (Л״ (•)) измеримых мно- 
позначных отображений сходится почти при всех fe T  к Л(•) и при всех 
п, ||0||^:7?7(f), v^A n( t ) ,  fe 7 \ где т{■) :T-*~R интегрируемая по Лебегу״

и и
функция, то Л(•)  интегрируемо на Г и j Ап (f) d р .Л (f) dp ] <־

t° t0
Многозначную функцию X(•) называют непрерывной в точке t,

если a (X(t), X (t'))->0 при f'->f, t', t ^ T .
Предложение 5. Пусть отображение F: (f, x)-+F (t, х), (f, x ) s 7 x E ,  

F(t, x ) e x  измеримо no f при каждом x и непрерывно по х почти при 
всех f. Тогда для каждой непрерывной многозначной функции X(•) :Т-*■■ 
х отображение t-*~F(t, X(t))־<-  измеримо.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть й е л  и {bi}, 7 =  1, 2, . . .  ,— плотное 
подмножество В. Из соотношения р(х, F (t, В) =  sup р(х, F (t, bt)) и

1 <t< סס
теоремы Дербе-Кастена следует измеримость отображения t-+F(t, В), поэ- 
тому измеримо при каждом 7г =  1, 2,... отображение 

1F (f, X  (f0)), t 6Е [t0, {0 ־+־

F(t, X(tn+ ״)  - ! ) f t ״ )). Ш и + ( п - 1 ) к п,^], hn =  -^-Js-.
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Так как р(лг, Фп (^))־*Р (*> F (t, X  (t)) почти при всех і е і Т, то функция
П-> сю

t-*■ р(х, F (t, X  (t)) измерима при каждом хеЕ-С, что равносильно измери- 
мости отображения t ^ F ( t ,  X  (t)).

Рассмотрим следующую задачу
x ^ F ( t ,  х), x(t0) = x 0, (1)

где x e S (x 0, г); S(x0, г)— замкнутый шар в £  с центром в точке х0 ра- 
диуса r> 0 ;  te T ; F : T x S { x 0, г)-*־х. Решением (1) назовем непрерывную 
многозначную функцию X (■) :7V־<־x, T!=[t0, i]<=T, удовлетворяющую со- 
отношению

X  (0 =  х0 -f ) F (т, X  (т)) dp, t£E:T1 (Р— замыкание множества РееЕ).
to

Пусть функция ф: (t, х)־־нр(£ х ) е £ ,  (t, x ) ^ T x R ,  измерима по t при 
каждом х и непрерывна по х почти при всех /; ф(^, 0 )= 0 , t ^ T \  |ф(£, 
х)\  ^ .n( t ) ,  (t, x ) ^ :T x R ,  где п(•) — интегрируемая по Лебегу на Т

t

функция; неравенству 0 х (t) <! J  ф (т, x(x) )dp удовлетворяет лишь од-
*0

на непрерывная функция х (0 =  0, f €Е Т.
Теорема. Предположим, что отображение F : T x S ( x о, г)-ж  удовлет- 

воряет условиям:
i) ||o||s=:m(£) для всех v ^F ( t ,  х), t ^ T ,  х е 5 (х 0, г), т (•) — интег- 

рируемая по Лебегу на Т функция;
и) измеримо по t при каждом r e S  (х0, г) ;
iii) a(F(t, X), F(t, У))^ф(^,  а(Х, У)) для всех непустых замкнутых 

подмножеств X, У из S (х0, г) .
Тогда задача (1) имеет решение.

*1 X

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть М =  j  т (t) d р, 7 \ =  [̂ 0, П, 1 — min ץ1י
и 1

-^ - j ,  hn =  -  Построим последовательность функций (Хп (•)), Х п(■): 
:Т :х следующим образом־־-!

и
* 71(0 =  *0, t ^ [ t 0 — hn, /0], X n {t) =  х0 +  J Z7 (т, Х п (т — hn)) dp t<=T!. (2)

*0
Из условий і) , іі) , ІІІ) и предложения 5 следует, что последовательность 
(Хп(•)) может быть построена. Легко видеть, что

t
0 ״( ( * ״ . Xm( 0 ) < j a ( £ ( T ,  Х״ (т - f t F (т, Хт ,((״  (т -  hm))) dp =

К
t

=  f a (F (т, Х п (т)), F (х, Хт  (х))) dp +  еп.т  (f), (3)
to

где еп>т (І) -> 0 почти при всех t ее Tv Из (3) и условия Ш) имеем
п, т-4-оо

a(Xn(t), X m(t))n, т-.^ ->-0 почти при всех /е Т !. Следовательно, Х п (t)-^X (t) 
почти при всех / е Т ! .  Последовательность (F (t, X n (t — hn)) удовлетво- 
ряет всем условиям предложения 4. Из (2) имеем X  (/) =  х0 +

1
+  [ f ( x ,  X(x))dp, Теорема доказана.

to
З а м е ч а н и я .  1. Свойства многозначных отображений, установлен- 

ные в предложениях 1—5, являются обобщением известных свойств од- 
нозначных векторных функций [3], [4].
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2. Доказанная теорема является обобщением теоремы существования 
[6, стр. 21] для дифференциальных уравнений в банаховом пространстве.

3. Введенное понятие решения отличается от общепринятого. Обыч- 
но, под решением задачи (1) понимают абсолютно непрерывную функ-

t

цию х(■) ׳. Т ^ Е  такую, что х (t) =  х״ +  [п(т)с/т,  где о(•) суммируемое
to

по Бохнеру сечение F (t, x(t)). Ясно, что решение (в обычном смысле) 
является сечением решения (в смысле введенном в заметке).
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УДК 517.925.11'
А. П. САДОВСКИЙ

СУЩЕСТВОВАНИЕ ГОЛОМОРФНОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 
СПЕЦИАЛЬНОГО ВИДА В СЛУЧАЕ ЦЕНТРА

Будем рассматривать дифференциальное уравнение
dy  _ * +  Q (* , у) т
dx у +  Р( х,  У) ’ VU

где Р, Q — голоморфные в окрестности х = у = 0 функции без свободных 
и линейных членов.

Теорема 1. Для того чтобы начало координат уравнения (1) было 
центром, необходимо и достаточно существование единственного голо- 
морфного в окрестности х=  У=0 преобразования

У = У +  ] £ ф2*(х)У 2* =  Г + ׳1  (х, У2) (2)
к= 0

(Фо (0) =  9 0  = приводящего (1) к виду ,(׳ (0) 
Y Y '  =  — х — f  (х, У2), (3)

где f (х, г) — голоморфная в окрестности х =  г =  0 функция, f (0, 0) =  
_  3 / ( 0 .  0) _  0  

дх
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Достаточность очевидна, см., например, [1]. 
Необходимость. Пусть 0(0, 0) является центром уравнения (1). На 

основании теоремы Ляпунова [1, 2] для (1) существует голоморфный в 
окрестности х= у  — 0 интеграл

х2+ф(х)+г/ф1(х)+г/2[1+ф(х, у)]=С, (4)
где ф (0) =  ф0) ׳) =  ф0) ״) =  Ф1 (0) = Ф; (0) =  ф (0, 0) -  0.

Преобразуем теперь левую часть интеграла (4) при помощи некбто- 
рой голоморфной замены (2). Имеем

*2+Ф(*) +  (У + ״ )ф! (х) +  (Р+2Уц+ц*)[1 +
-|-ф(х, ^ + ц )]= х 2+ф(х) +  (У+и)ф1(х)-|-

+  (У * + 2 У » + » 1 +־)[ ф 1(х, У2, у) +  Уф2(*, У2, 0 ) ] ^
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