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МОДЕЛЬ СТРУКТУРНОЙ ДИНАМИКИ 
ЭКОНОМИЧЕСКОЙ СИСТЕМЫ В  УСЛОВИЯХ ЦИФРОВИЗАЦИИ

В статье представлена модель, отражающая влияние показателей цифровизации отраслей экономиче-
ской системы на структурную динамику. Модель построена в непрерывном времени с использованием аппарата 
обыкновенных дифференциальных уравнений. При этом получаемые прогнозы носят (в общем случае) стохасти-
ческий характер, что дает возможность рассчитывать их вероятностные характеристики. Доказано суще-
ствование, единственность и положительность решений систем дифференциальных уравнений, описывающих 
динамику параметров влияния чистого инвестирования на скорость изменения выпусков секторов и динамику 
интенсивностей выпусков секторов, что обосновывает корректность численного прогнозирования с помощью 
указанных систем уравнений.
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Ускоренное развитие информационных технологий, микроэлектроники и  технических 
средств коммуникаций приводит к внедрению цифровых технологий в экономике, что способ-
ствует росту уровня ее цифровизации. Ключевые факторы цифровой трансформации экономи-
ки, возникновение и действие которых обусловлено новыми информационными технология-
ми, меняют ее секторальную и региональную структуру. Цифровые технологии способствуют 
существенной модернизации нового технологического уклада путем ускорения темпов разви-
тия и придания заметной подвижности экономической структурной динамике. По мнению 
А. Н. Бийчука [1, с. 14–16], основными факторами цифровизации экономики выступают: боль-
шие данные и аддитивные технологии; технологии связи, квантовые и суперкомпьютерные тех-
нологии; технологии-блокчейн, цифровое проектирование и моделирование интернет вещей; 
системы искусственного интеллекта.

Вследствие стремительной цифровой трансформации экономики возрастает актуальность 
и разработки научных подходов к исследованию ее влияния на секторальную (отраслевую) струк-
туру. В настоящей статье рассматривается один из подходов к математическому моделирования 
структурной динамики экономики в условиях ее цифровизации, который основан на следующих 
предпосылках: а) инвестиции в основной капитал способствуют увеличению выпуска соответ-
ствующего сектора (либо отрасли) экономики [2, с. 48]; б) уровень цифровизации рассматрива-
емого сектора экономики оказывает влияние на динамику выпуска: чем он выше, тем больше 
должна быть скорость увеличения выпуска при одних и тех же инвестициях. Эти предпосылки 
лежат в основе построения непрерывновременной многосекторной модели.

Непрерывновременная многосекторная модель. Пусть экономическая система состоит из 
n секторов (либо отраслей). Будем считать, что для каждого отдельно взятого сектора имеет ме-
сто соотношение

	
dx

dt
t t g t i ni

i i( ) ( ) ( ), , ,= =γ 1 	 (1)

где xi (t) и gi (t) – интенсивности выпуска i-го сектора и чистого инвестирования соответственно 
в этот сектор в момент времени t; γi (t) – параметр, отражающий степень влияния интенсивно-
сти чистого инвестирования в i-й сектор на скорость изменения интенсивности выпуска этого 
сектора в момент времени t [3, с. 126]. Из соотношений (1) несложно получить формулы

	 x t x t g d i ni i i i
t

t

( ) ( ) ( ) ( ) , , ,= + =∫0

0

1γ τ τ τ 	 (2)

которые можно использовать для прогнозирования интенсивностей xi (t), i n=1, ,  выпусков сек-
торов при известных траекториях γi (t), gi (t) и при известных значениях xi (t0) в начальный мо-
мент времени t0.

Обозначим: vi (t) – интенсивность (скорость) валового инвестирования в основной капитал 
i-го сектора в момент времени t; di (t) – интенсивность износа (амортизации) основных средств 
в данном секторе в указанный момент времени. Напомним, что чистые инвестиции равны раз-
ности между валовыми инвестициями и износом основных средств. Следовательно,

	 g t v t d t i ni i i( ) ( ) ( ), , .= − =1 	 (3)

Обозначим αi (t) следующие отношения [3, с. 126]:

	 αi
i i

j j
j
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v t x t
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Коэффициенты αi (t), i n=1, ,  описывают пропорции удельных валовых инвестиций в разные 
секторы экономической системы [3, с. 126].
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Из равенств (4) следует, что в соответствии с формулой (5) согласно [3]
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Обозначим λ(t) отношение интенсивности суммарных валовых инвестиций к интенсивно-
сти суммарного выпуска в момент времени t. Тогда
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Подставив правую часть равенства (6) в формулу (5), получим
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Обозначив δi (t) отношение интенсивности износа основных средств i-го сектора к интен-
сивности выпуска данного сектора, будем иметь

	 d t t x t i ni i i( ) ( ) ( ), , .= =δ 1 	 (8)

Из соотношений (3), (7), (8) получим следующую формулу для интенсивностей чистого ин-
вестирования:
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Подставив последнюю формулу в равенства (1), получим систему обыкновенных дифферен-
циальных уравнений для интенсивностей чистого инвестирования:
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При экзогенно заданном векторе x t x t x tn( ) ( ), , ( )0 1 0 0= [ ]  интенсивностей валового вы-
пуска в начальный момент времени t0 и при известных траекториях γi (t) система дифферен-

циальных уравнений (10) определяет траектории xi (t), i n t t= ≥1 0, , .  (Ниже будет показано 
существование, единственность и положительность решения системы дифференциальных урав- 
нений (10).)

Моделирование влияния показателей цифровизации на динамику выпусков секторов эконо- 
мики. Предположим, что есть m показателей уровня цифровизации [4, с. 336–368]. Обозначим 
θij (t) значение j-го показателя уровня цифровизации для i-го сектора в момент времени t, а Θ(t) – 

матрицу θij t i n j m( ) , , , ,  = =1 1  (элементами которой являются показатели θij (t)). Будем считать, 
что динамика параметров γi (t) зависит от Θ(t) следующим образом:
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d

dt
t t t t t i ni

i i
γ

ϕ γ γ( ) , ( ), ( ) ( ), , ,= [ ] =Θ 1 	 (11)

где ϕi (t, Θ, γ) – экзогенно заданные функции, непрерывные по (t, Θ, γ) и непрерывно-дифферен-
цируемые по γ, для которых существуют непрерывные функции ϕi t( , ),Θ  такие, что

	 ϕ γ ϕi it t t i n( , , ) ( , ) , , ,Θ Θ≤ ∀ =1 	 (12)

для любой матрицы Θ =  θij  и для любого положительного вектора γ = (γ1, …, γn).
Можно показать, что при непрерывном матричном Θ(t) процессе из соотношений (12) в силу 

теоремы 2.2 из [5, с. 38] и теоремы 13 из [6, с. 179] следует существование и единственность ре-
шения γ γ γ( ) ( ), , ( )t t tn= [ ]1   системы дифференциальных уравнений (11) при любом фиксиро-
ванном начальном векторе γ γ γ( ) ( ), , ( )t t tn0 1 0 0= [ ] , и что при этом решение γ γ γ( ) ( ), , ( )t t tn= [ ]1   
положительно и определено на всем интервале [t0, ∞), причем
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З а м е ч а н и е  1. В соответствии с равенствами (11) значение ϕi (t, Θ, γ) равно мгновенной 

относительной скорости изменения показателя γi при заданных значениях Θ =  θij  в момент 
времени t.

З а м е ч а н и е  2. В соответствии с формулой (11) динамика параметра γi (t) для i-го секто-
ра зависит не только от уровня цифровизации данного сектора, но и от уровня цифровизации 
других секторов.

При экзогенно заданном векторе γ γ γ( ) ( ), , ( )t t tn0 1 0 0= [ ]  интенсивностей валового выпус
ка в начальный момент времени t0 и матричной траектории Θ(t) система дифференциальных 
уравнений (11) определяет траектории γi (t), i n t t= ≥1 0, , .  В свою очередь, траектории γi (t) посред-
ством системы уравнений (10) при заданном начальном векторе x t x t x tn( ) ( ), , ( )0 1 0 0= [ ]  опреде-
ляют траектории интенсивностей валового выпуска xi(t), i n=1, .

З а м е ч а н и е  3. Когда процессы Θ(t), λ(t), αi (t), δi (t), i n=1, ,  являются случайными, решения 
систем дифференциальных уравнений (10), (11) будем понимать как потраекторные решения. 
Это значит, что почти для всех элементарных событиях ω имеют место соотношения
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При таком подходе исследование дифференциальных уравнений со случайными процес-
сами сводится к исследованию детерминированных дифференциальных уравнений (для кото-
рых можно использовать соответствующие широко известные результаты). Для краткости мы 
не будем указывать элементарное событие ω в списке аргументов соответствующих случайных 
процессов.

Существование, единственность и  положительность решения системы дифференциальных 
уравнений (10). Будем считать, что процессы γi (t), λ(t), αi (t), δi (t), i n=1,  непрерывны. (Когда 
указанные процессы являются случайными, мы считаем, что их реализации являются непре-
рывными почти при всех элементарных событиях ω.) Запишем систему дифференциальных урав- 
нений (10) в следующем виде:

ˆ

ˆ

ˆˆ



	 БИЗНЕС. ИННОВАЦИИ. ЭКОНОМИКА. 2021. ВЫПУСК 5. С. 199–204	 203

	
dx
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t f t x t x t i ni

i i( ) , ( ) ( ), , ,= [ ] =1 	 (16)

где функции fi (t, x), i n=1, ,  определены по формуле
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Очевидно, что из непрерывности процессов γi (t), λ(t), αi (t), δi (t), i n=1,  следует непрерыв-

ность функций fi (t, x) и частных производных 
∂
∂

=
f

x
t x i ni

j

( , ), , ,1  по векторному аргументу (t, x).

Введем следующие обозначения:

	 α α α α+

=

−

=
= = =( ) max ( ), ( ) min ( ), , .

, ,
t t t t i n

i n
i

i n
i

1 1
1 	 (18)

Отметим, что положительность и непрерывность процессов αi (t) обеспечивает положитель-
ность и непрерывность процессов α+(t) и α–(t). Обозначим Mi (t) максимальное из значений γi (t), 
λi (t), α+(t), α–(t), δi (t), т. е.

	 M t t t t t t i ni i i i( ) max ( ), ( ), ( ), ( ), ( ) , , .= { } =+ −γ λ α α δ 1 	 (19)

Из соотношений (19) следует непрерывность процессов Mi (t), i n=1, ,  а также выполнение 
неравенств

	 f t x f t i ni i( , ) ( ), , .≤ =1 	 (20)

где процессы fi (t) определены по формуле

	 f t M t M t i ni i i( ) ( ) ( ) , , .= +  =2 2 1 1 	 (21)

Можно показать, что из соотношений (20) в силу теоремы 2.2 из [5, с. 38] и теоремы 13 из 
[6, с. 179] следует существование и единственность решения γ γ γ( ) ( ), , ( )t t tn= [ ]1   системы диффе- 
ренциальных уравнений (16) при любом фиксированном начальном векторе x t x t x tn( ) ( ), , ( ) ,0 1 0 0= [ ]  

x t x t x tn( ) ( ), , ( ) ,0 1 0 0= [ ]  и что при этом решение x t x t x tn( ) ( ), , ( )= [ ]1   положительно и определено на всем ин-
тервале [t0, ∞), причем
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Таким образом, когда случайные процессы γi (t), λi (t), αi (t), δi (t), i n=1,  потраекторно непре-
рывны, и при этом случайные процессы αi (t), i n=1, ,  положительны, имеет место существова-
ние, единственность и положительность решения системы дифференциальных уравнений (10) 
при любом положительном векторе x t x t x tn( ) ( ), , ( )0 1 0 0= [ ]  интенсивностей выпуска секторов 
экономики в начальный момент времени t0. (Отметим, что существование, единственность и по-
ложительность решения указанной системы дифференциальных уравнений имеет место и при 
более слабых условиях по сравнению с указанными.)

Итак, в настоящей статье представлен разработанный нами подход к математическому мо-
делирования влияния факторов цифровизации на динамику выпусков секторов экономики. 
При этом получаемые с помощью модели прогнозы носят (в общем случае) стохастический ха-
рактер, что дает возможность рассчитывать их вероятностные характеристики. Нами доказаны 

ˆ

ˆ

ˆ

ˆ ˆ
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существование, единственность и положительность решений систем дифференциальных урав-
нений, описывающих динамику параметров γi (t) влияния чистого инвестирования на скорость 
изменения выпусков секторов и динамику интенсивностей xi (t) выпусков секторов, что обосно-
вывает корректность численного прогнозирования с помощью указанных систем уравнений.
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