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ОБ ИЗОХРОННОСТИ ВТОРОГО ПОРЯДКА ДВУМЕ РН ЫХ  
АНАЛИТИЧЕСКИХ ДИФФЕРЕ НЦИАЛЬН Ы Х СИСТЕМ

Рассмотрим дифференциальную систему вида
X =  — у  — Р{х,  у ) ,  у  =  X +  Q(x,  у) ,  ( 1)

где Р (х ,  у)  и Q(x,  у)  — голоморфные в окрестности начала координат 
функции, начинающиеся с членов степени ^  2. В дальнейшем всегда 
предполагаем, что ( 1) имеет в 0 (0, 0) центр.

Пусть в начальный момент времени t =  t0 изображаю щ ие точки кри

вых центра леж ат  на одном и том ж е  радиусе-векторе ОМ  точки М  гра
ницы области центра, составляющим с осью х-ов угол фо. Будем говорить, 
что система ( 1) обладает изохронностью 2-го порядка, если все изобра

ж аю щ ие точки, леж ащ ие при t = t0 на радиусе-векторе ОМ,  изменяют 
свой полярный угол ф0 на угол ф*> +  я  за  одно и тоже время t  = t0 п. 
Если фо =  — я/2, то система (1) обладает сильной изохронностью 
[1. с. 815].

Теорема 1. Если для системы (1) выполняется условие х +  х =  О, 
то она обладает сильной изохронностью.

Д л я  доказательства теоремы достаточно продифференцировать пер
вое уравнение системы ( 1) по t, а затем воспользоваться теоремой 1 
из [1].

Пусть теперь система (1) имеет следующий вид:

х. =  — У —  2  P 2k+1 (х, г/) =  / х (х, у),

(2)

У =  * +  2  Qzk+I (X, г / ^ ф Д х ,  г/),
6=1

где Р 2у+1, Q2h+i — полиномы относительно х и у  степени 2k
Теорема 2. Если система (2) имеет в начале координат изохронный 

центр, то она обладает и сильной изохронностью.
Справедливость теоремы вытекает из следующих соображений: в со

ответствии с леммой 2 [1] молено показать, что для функции ф! из систе
мы (2) имеет место представление

x  +  x F > - ( 2 F  +  xF'x - f ' l x ) h  , 0 ,
<Pi =  ---------------------------------  , ( 3 )

у  11у

где F =  2  f 2k{x, у),  f 2k(x, у)  =  ^  сцХ1У]- Тогда, если воспользо-
k =  1 i + j = 2 k

ваться теоремой 1 [ 1 ], то мы и придем к утверждению теоремы.
З а м е ч а н и е .  Из теоремы 2 следует, в частности, что система вида 

х =  — у  —- Р з ( х ,  у) ,  у  = х  +  <2з(х, у)  обладает сильной изохронностью 
тогда и только тогда, когда выполняется хотя бы одна из трех серий 
условий, указанных, например, в [2, с. 168].

Рассмотрим, далее, полиномиальную систему вида
х  =  — у  ci2ох2 +  auxy  -j- cto2y 2, у  =  х -|- b2ох2 +  Ьцху  +  Ьо2у2- (4) 

Теорема 3. Д л я  того чтобы система (4) обладала  сильной изохрон
ностью, необходимо и достаточно, чтобы выполнялась одна из следую
щ и х  серий условий:

1. Ь20 =  Ни =  Ьо2 =  0, Ног “Е 0-10 =  о, Ьц =  2й20.
2. Но2 =  Ьго =  0 , Ьц =  Нго, Ьо2 =  ац.
3 . а ц  =  Но2 =  b 20 =  &02 =  0 ,  Ьц =  4й20. (3 )
4. ац = Ь20 =  Ьог =  О, Й20 =  — 4й02, Ьц =  • 2н02.
5. Яго =  Ьц =  йог =  0, йц =  — 2Ьго, Ьог =  4Ьго-
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Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость.  Пусть (4) обладает сильной 
изохронностью. Учитывая необходимые условия изохронности 1-го по
рядка, полученные в [2, с. 147], и лемму 5 из [1], получим условия (5).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть для (4) выполняется условие (5 i) . В к а 
честве F в формуле (3) берем F =  2ci2oX. Легко видеть, что при этом вы
полняется условие (3). Последнее доказывает, что система (4) обладает 
сильной изохронностью при выполнении условия ( 5 l ) .

Аналогичным образом проверяются и остальные случаи. Теорема до
казана.

Пусть, наконец, имеется система Гамильтона вида
х  =  — у  —  р 2 (х, у)  —  Р 3 (х, у) =  Р ( х ,  у),  , ,
у  =  х  +  Q.2 (х, у) +  Q3 (х, у) =  Q (х, у), Px =  - Q y  ■ (6)

В работе [3] указаны необходимые и достаточные условия наличия 
в начале координат системы (6) изохронного центра 1-го порядка. О ка
зывается, что эти условия являются необходимыми и достаточными 
для изохронности 2-го порядка системы (6).

Отметим далее, что система (6) обладает сильной изохронностью 
только в том случае, когда она имеет вид х  =  — у  — ах2, у  — х  +  2аху  +  
+  2 а2х \
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Х О  Х А К  Ы Н Г  

РЕЛАКСАЦИОННЫЙ МЕТОД ХОРД

Рассмотрим уравнение
F( x )  =  0 , ( 1)

где F  — нелинейный оператор, действующий из банахова пространства X  
в пространство Y того же типа.

Рассмотрим итерационный процесс приближения к решению уравне
ния ( 1)

Хп+1 — Х п  o,n[F(хп , x n—i ) ] Ц* (хп) j (2)
который мы назовем релаксационным методом хорд.

При а п =  1 мы получим известный метод хорд, который был рас
смотрен в [1], где доказана теорема о сходимости процесса при условиях, 
аналогичных условиям Л. В. Канторовича [2].

В данной работе рассматривается метод (2), доказывается теорема 
о сходимости и предлагается алгоритм выбора ап.

Теорема. Пусть F : X - ^ Y  — нелинейный оператор, действующий из
ш ара S пространства X  в банахово пространство Y. В шаре 5  =
=  {х\\ \х  — Xi|| г} начальные приближения Хо, Х\ и оператор F удов
летворяют следующим условиям:

1) существует [F (x r, х")  ] -1 для всех /  е  S, причем Щ/Дл/,
х " ) ) ~ Ч  <  в -

2) || Хо — Хх || а0В || F (х0) ||, || F (*х) || <  ( l  -  - f - ]  || F (х0) ||, 0 <  а0 <  1,

2B \ \F ( x 0)\\ < г ,
3). ||F(x ' ,  х",  х ' " )  || <  К  для всех х',  х", х " '  е  5;

4) ап =  min ( l ,  - щ р ) ,  где hn =  К В 2 (|| F (хп) || +  || F (хл_ 0  ||).
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