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ГЕОМЕТРИЯ ГИПЕРРАСПРЕДЕЛЕНИЙ

Общая теория гиперраспределений построена в работе Э. Д. Алшибая
II]. Н астоящ ая статья посвящена установлению связи этой теории с гео­
метрией поля основных элементов, развитой в работе [2]. При изложении 
•будем пользоваться обозначениями [3].

1. Основным пространством называется G-пространство О —

g  =  (  * 5 ( = | Я » ,  Т Е Е С Ц п ,  | / ? ) } .

Здесь G — группа преобразований «.-мерного аффинного пространства, а 
х  — элемент пространства пар X  =  {х =  T e T ~ l | Т  е  GL (п, | /?)}. С основ­
ным пространством связаны гладкие расслоения:

а) |  =  (0, я, А п), где А„ — аффинное пространство, а проекция л — 
полиномиальный морфизм, я ( г )  = Е — z2^ A n.

б) т]= (X , по, G r ), где G r — грассманово многообразие m -мерных под­
пространств n -мерного векторного пространства А п, а проекция яо явля­
ется специальным морфизмом я 0: х - > я 0(а:) = М Х= {х,<=Ап \ у х = б } .

Здесь у  =  —  (Е  +  х) — проектор на ^-мерное подпространство А п. В слу­

чае k  =  1 имеем у  =  е Ц , < £ '< ? >  =  1, e e l , ,  I '  <=~Ап.
2. Распределение в афинном пространстве. Определение.  Распреде­

лением в открытой части U афинного пространства А п называется глад­
кое отображение сг: U G r ( m)  :а М а, где Gr(m)  — грассманово мно­
гообразие m -мерных подпространств «.-мерного векторного пространства.

Отображение о определит отображение (а, М а) , где (а, М а) —
пунктированная /n-мерная плоскость.

Из общей теории пространства пар, изложенной в статье [3], следует, 
что касательное расслоение Т ( Х ) ,  где X  — пространство пар, разбивает­
с я  на инвариантные классы, каждый из которых выделяется полиноми­
альным уравнением. И нвариантная часть К = { ( у ,  со) е Г ( Х )  | г/со =  0}, 

-со̂ Т у ( Х )  отличается тем, что принадлежность к этому классу элемента 
(у, со) устанавливается при изучении поведения только Кег у.

Если задано распределение отображением а, то можно определить се­
чение s в расслоении г||сг(£У), и тогда определится сечение р =  s0o : U - +  

—>-Х:а->-у(а)  в расслоении %\U. Нетрудно видеть, что условие t/со вы­
полняется независимо от задания сечения s и определяется только рас­
пределением сг, и это условие можно записать в виде

t/со ( й )  = 0 .  ( 1 )

Заметим, что условие г/со =  0 есть условие неопределенности ф.окаль- 
щых точек в Кег у  (см. [2]).

В случае k = \  подпространство М а= о {а )  задается ковекторным на­
правлением { ^ '} ,  и условие (1) есть условие постоянства этого ковек- 
торного направления (т. е. подпространства М а) при смещении по кри­
в о й  в направлении U.

Отображение а имеет образом ковекторное направление {Х|'}, и по­
этому ядро дифференциала отображения сг определяется из уравнения 
d l ' ( v )  = d ( v )  I' ,  и это условие совпадает с условием (1),  определенным 
для произвольного сечения s :M a -+ у=ё1' .  Следуя Э. Д . Алшибая, вы­
делим тот случай, когда решение уравнения (1) одномерно, т. е. когда 
отображение о корегулярно, причем полученное в качестве решения на­
правление не принадлежит подпространству а (а) для Y a e t / .  В этом 
случае в U определится векторное поле v (a ) ,  a ^ U ,  которое вместе с са ­
мим распределением, заданным отображением а, позволит задать сече- 

;эше s в расслоении ц |£ /. Это сечение выделяется условием t/co(Imt/) =
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=  0 -*=*•• Im у  — {Л,г7}. Кроме того, в силу корегулярности отображения а, 
в U определится семейство одномерных подмногообразий, прообразов 
отображения о. Вдоль каждой линии a{t)  этого семейства будут посто­
янными подпространства a ( a ( t ) ) ,  и эти линии будут интегральными ли­
ниями векторного поля v (a ) .  Соответственно определится сечение в рас- 

/  0  0  \
слоении £ | U s (a ) =  \ _ л:(а )а (Х)а )’ где х{а)=2у(а)  —  Е, у(а) =v{a)%'(а),

£ '( а )» (а )  =  1. Здесь v(a) — решение уравнения (2).
3. Инвариантная связность гиперраспределения. Так как  распределе­

ние о, заданное отображением о, определит и поле основных элементов, 
то в области U возникает структура почти произведения. Эта структура 
почти произведения позволит определить на основе тривиальной инва­
риантной связности в U индуцированную связность V x Y = y V x ( y Y ) - \ -  
-f- (Е—y ) V x l ( E —y)Y],  и соответственно определится вторая квадратич­
ная форма этой структуры h(X ,  Y ) = y V x (E — y ) Y - \ - ( E — y ) V x yY,  у = ё % . 
Симметричность этой формы для горизонтальных векторов, для которых 
(E — y ) Y = Y , (Е —у ) Х  = Х,  эквивалентна инволютивности горизонтально­

го распределения, т. е. h(X,  Y) = h ( Y ,  X)  [УУ] =  0. Это же условие, если 
использовать выражение для второй квадратичной формы, выведенное 
в  статье [2], можно записать в виде со ( X ) x ( Y )  =t i>(Y)x(X) , х Х —— Х, x Y =  
=  — У.

4. Обобщенное отображение Бомпиани. Выбирая оснащение распре­
деления условием г/со ( Im p) = 0 ,  получим поле основных элементов. Выби-

-> _ 
рая далее а е Л .я, определим со=со(ц), и соответственно определяются
•фокальные точки в Кегг/ из уравнений (см. [3])

y[v — со(п)х] =  0|  yv —  (е\ ')  (de(v)l '  +  e d l ’(v)) х  =  0 j

ух  =  (Л 1 'я  =  0 {

и  для определения фокальных точек получим только одно уравнение
=  0 <=> х  ЕЕ Кег у.  Исключая случай, когда d \ ' ( v)  =  р (v)x, т. е. случай,

когда yco(v) =  0, получим в Кег у  в качестве множества фокальных точек
гиперподпространство. В результате получаем обобщенное отображение 
Бомпиани — Пантази.

v а  (у) =  { x e K e r  y \ y { v —со (v)x)  = 0}. (2)

5. Запись условий в адаптированном репере. В случае, когда выбран 
подвижный репер, адаптированный полю основных элементов, т. е. когда

/ 1  0 \  (  0  ©« (V)  \      .
И =  „ J ,  Ц » )  =  в -  , где а  =  1, п — 1, a t  принимает зна-

V/ — сог(п) 0  )
чение п. В этом случае условие (2) эквивалентно условию со”(и) =  0. По­
лагая со” (Ъ) =  Lap Ы3 -f- Lavn, получим Lap +  La vn =  0. Так как из этих 
условий должно однозначно определяться направление!; вектора v ЕЕ М а 
<(в силу условия корегулярности отображения а), то |L ap '|^= 0 .

По предположению, вектор v не принадлежит М а, что влечет ьпФ 0 ,  
и можно нормировать координаты вектора так, чтобы vn — l =>-u“ =  La, 
La = L P “Lap(Li3a) =  (Lap)_1. Условие инволютивности распределения экви­
валентно симметричности второй квадратичной формы для горизонталь­
ных векторных полей, и так  как  вторая квадратичная форма имеет вид 

h  (и, пх) =  со(и) xw,  то в адаптированном репере получим h(v,  г^) =  
=  ю"(п) w ri — w* v&. Симметрия второй квадратичной формы приводит 
к  условию Ьар =  1р„. Отображение Бомпиани — Пантази в адаптированном 
репере имеет вид 1 +  со" (v)x‘ =  0 <=> 1 +  ( L invn +  L in) х ‘ =  0. Полученные 
результаты совпадают с аналогичными формулами [ 1].
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У Д К  519.6

Н. П.  Ф Е Д Е Н  К О ,  Х О  Х А К  Ы Н Г

О СХОДИМОСТИ н е к о т о р ы х  
СВЕРХКВАДРАТИЧНЫХ ИТЕРАЦИОННЫХ МЕТОДОВ

Известно, что для решения нелинейного численного уравнения
/ 0 0 = о  ( 1)

метод Ньютона и метод Чебышева в случае простых корней имеют по­
рядки сходимости соответственно 2 и 3. Интерполяционным аналогом 
метода Ньютона является метод хорд, сходящийся с порядком
0,5(1 -г  4^5 );=: 1,618. Метод, предложенный В. А. Курчатовым [1],

v  , —  г  2 (хп — х п — 0  f ( x n ) 1 9 ( 2 \
Х п + 1 /(2 х „  —  Хп— \)  —  f ( x n — \ ) ’ V )

сходится с квадратичной скоростью. В данной работе исследуются интер­
поляционные аналоги дифференциальных методов, сходящихся с куби­
ческой скоростью.

Рассмотрим для решения уравнения (1) следующие двухшаговые 
итерационные методы. Пусть х п, x n- i — два последовательных прибли­
жения к решению уравнения (1). Введем обозначения: у п =  2хп—x„_i, 
Уп — Зхп 2хп—\, Хп—1 ”  2хп—j Хп, А {Хп) =  / (Уп, х п—у), С{хп)  “  
~  f (Хп, Xn—i, Уп) , -б (х?г) =  А (хп) -  ̂ 0,5 [)(Хтг, Хп—1, Упч XП—1) -}- f  (Хп, Уп> 
х п- 1, y n)]{xn— Xn-i)2, где f (x ' ,  х " ) ,  f i x ' ,  х",  х ' " ) ,  f (x ' ,  х", х" ' ,  xIV) — р аз ­
деленные разности функции /(х )  соответственно первого, второго и 
третьего порядков.

Следующее приближение х п+у находим по формуле

Х/1+1 —  Х п • [В (х,;)] 1
 ̂ _i С ( х п) f2(xn)

, п  =  1, 2 ,  . .  . ( 3 )
-42 (хп) 

или по формуле
X n + i =  x n [А (xn)] l f ( x n ) ,  (4)

где х п = х п— [А (х„ )]-1/ ( х п), п =  1 , 2 , . . .
Известны следующие интерполяционные формулы численного диф ­

ференцирования по равноотстоящим узлам:

/ ' ( * „ )  =  А ( х я)  - ± Г ( 1 п )  ( Х п  -  ( 5 )

/"(хп) =  2С(х„)  _L_ ^ Iv (̂T)n)(xn Xn-i)2, (6)

Г ( Х П)  =  В ( Х П) +  - ^ / (V)(e„)(yn - x „ _ , ) 4. (7)

Метод (3) получен из метода Чебышева x„+ i = x n — [ / , (xn)]- 1f/(xn )+  

- f   ̂ !  ^ 2^') путем аппроксимации производных f ' {xn), /"(хп) по фор-
^ L/ \ХП/ J /

мулам (5), (6), (7), а метод (4) получен из известного метода x„+i =
=  X n — l f ' ( x n ) r l ( f { x n )  +  f ( x n — l f  ( x J F 1 /(*„)), имеющего кубический
порядок сходимости, заменой производной f  {хп) на А ( х п).
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