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Д ВЕ  КОНТАКТНЫЕ ЗАДАЧИ  
Д Л Я  ТРАНСВЕРСАЛЬНО-ИЗОТРОПНОГО ПОЛУПРОСТРАНСТВА

Н астоящ ая работа посвящена развитию метода решения граничных 
зад ач  теории упругости для трансверсально-изотропного полупростран­
ства, предложенного в [1]. Первая из рассматриваемых задач касается 
•определения напряженно-деформированного состояния трансверсально- 
изотропного полупространства в случае задания на поверхности каса­
тельных усилий. Вторая задача посвящена определению напряжений 
и перемещений при специальном задании тангенциальных смещений на 
границе полупространства.

1. Первая граничная задача. Пусть упругое тело занимает область 
• D + ( z > - 0 ) ,  ограниченную плоскостью S ( 2 = 0 ) ,  S i  — конечная область, 
^ 2 =  5 \ 5 з , — остальная часть плоскости 5 . Отнесем тело к цилиндричес­
кой системе координат р, 0, г.

Рассмотрим задачу со следующими граничными условиями:

где Г(р)  — плотность распределения касательных усилий.
Д ля  решения задачи воспользуемся формулами, полученными в [1]. 

К а к  известно из [1], при по = т о= 0

индекс k  (k = l , 2) в выражениях (1.2) — (1.4) собирательный, знак сум­
мирования по которому опущен в целях краткости записи; щ ,  tiik — про­
извольные коэффициенты; Ф й =  Ф ( лг, у, XkZ), £Д =  Ф(х, у, 7,^2) — про­
извольные функции, удовлетворяющие уравнениям — I ® =

=  0 , £ =  ±А*2 , y h = [ ( a n + a l2) l k —Фз]/Фь a i} — упругие постоянные, Х,{ — 
постоянные, выражаю щ иеся через dij. Пусть rik, гпи удовлетворяют со­
отношениям

П1+ п 2 =  0, n A i + n 2̂ 2 =  — 1, mi-\ -m2=0,  = — 1, (1.5)
тогда граничные условия для а2 выполнены тождественно, а для трг по­
щупаем следующую задачу:

тр2 =  7’(р), сгг =  0 в Si, трг =  0, crz= 0  в S 2, ( 1. 1 )

( 1.2 )

(1-3)

(1.4)

где ср(xyQ  =  и ф+, ф- _и ф+, ф -  — граничные значения функции ф со
стороны областей £ > 0  и £ < 0 .

<?(Р) b 5 i
^ тогда из (1.1)

(1.7)
•откуда

( 1.8 )
о

Д л я  осадки w на поверхности S получаем выражение

(1.9)

Учитывая, что w непрерывная функция координат, получаем
q{a)  = 0 . ( 1.10 )
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Окончательно для q{р) получаем выражение
а

q (р) =  _  j  T{r)  dr. (1.11)
Р

Тогда для w в области Si получаем следующее выражение:
а

w =  ах \ T(r)  d r , (1.12)
р

где а, =  (Л? +  Л, X, +  X?) -  -  аи .
а 11 а 11

Уравнение (1.12) может служить интегральным уравнением для опре­
деления Г(р)  при заданной осадке да.

2. Смешанная граничная задача. Пусть тело по-прежнему заним ает 
область П + ( г > 0). Предположим, что полупространство покрыто тон­
кой пленкой, легко изгибающейся, но нерастяжимой.

Рассмотрим граничную задачу со следующими условиями:
u = v = 0, <jz= — р(х,  у)  в Si, u = v  = oz=  0 в 5г, (2.1)'

Si  — те ж е области, что и в пункте 1.
Согласно [1],

и =  (ап  — cin ) y k (пк Ф* +  Щ  Qk), (2.2)

V =  («12 —  « l l )  Y f t - J -  («А Ф/г +  т к % ) ■  (2-3)

Здесь сохранены все обозначения пункта 1. Пусть теперь Пи и ти удо­
влетворяют соотношениям:

«iYi+«2Y2 =  0, rii+nz — — 1, miYi+^2Y2 =  0, m i+ /n 2= l ,  (2.4).
тогда, согласно (1.3) и (1.5), имеем

дср+ <3ф“  _  ( — р(х, у) в [Г)
dt, <?£ I 0 в S 2'

Это задача Неймана для функции Ф =  ~ ^ >  "~f~  и  значение про­
изводных со стороны областей £ >  о и £ <  0, £ =  ±  г. Решение задачи
(2.5) имеет вид

, 1 ГГ_______ Р (1*1) d l  dr\_______
У’ 4л У  - | / ( х - П 2 +  (</-н)3 +  ?2 •

Д ля осадки да на поверхности S получим выражение

(2 .6 )

да =  а 0 -  f f  ( 2 . 7 ) ,

Si V  (х ~  1)2 +  (у — т1)2
где

'12 (Ч  +  М 2+  Ц — °u ~ gi2 ■ X

ап =

Oil (‘п

-  [аи  +  -*£Цаг1 -  о12)] У п  +  А12Хд 2 +  -Щ П\ ,
Оц \  Я11 а 11 / ]

2л («п -)- а12) (А,х -)- Х2)
Достоверность полученного результата подтверждается тем, что при 

переходе в (2.7) к изотропному случаю получается тот ж е результат, что 
и при решении этой ж е  задачи для изотропного тела с использованием 
схемы, данной в [2].
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