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ПОЛНАЯ УПРАВЛЯЕМОСТЬ СИСТЕМ 
С КУСОЧНО-ПОСТОЯННЫМИ МАТРИЦАМИ

Рассмотрим систему управления
x ( t ) = A ( t ) x ( t y + A l ( t ) x ( t - h ) + B ( t ) u ( t ) ,  /е=Го=[0, h+h],  (1)

Х о ( - )  =  { * ( / )  = 0 ,  — h s ^ t < 0 ,  х ( 0 ) = х 0} ,  ( 2 )

где л: — n -вектор; A ( t ) = A (i), A 1(^ )= A i(i), B { t ) = B (i) при t ^ ( a i h ,  ai+ih]; 
A (i), Лсд, 5(i) — постоянные я Х н ,  n X n ,  пХ/Щ-матрицы соответственно: 
0 =  a o < c i i < .  . , < a m+i =  a + l ,  щ е У ,  i =  1, m; ti = ah  — заданное время, 
agJV ; иЦ) ,  / e ( a i f t ,  a,+ift], mi — вектор управления; ft, f t > 0 , — число 
(запазды вание); x 0 — фиксированный n -вектор.

Без ограничения общности считаем, что m , ^ n  и rank  В^)=т^).  
Определение.  Систему (1) назовем полностью управляемой, если для 

любого начального состояния (2) существует кусочно-непрерывное 
управление u(t) ,  t ^ T 0, u ( t ) = 0 ,  ^ > / i + f t  такое, что траектория систе
мы x'(t), /^3=0, системы (1),  (2) удовлетворяет условию л : (^ )= 0 ,  fP&ti.

Задача. Указать необходимые и достаточные условия полной управ
ляемости системы (1), (2).

Можно доказать следующее утверждение.
Лемма. Д ля полной управляемости системы (1) необходимо и доста

точно, чтобы для любого начального состояния (2) существовало кусоч
но-непрерывное управление u{t),  t ^ T 0, что вдоль него и соответствую
щей ему траектории x ( t ) ,  0, системы (1),  (2) выполнялись соотно
шения
x ( / i ) = 0  (3), Ai(m)X(t—ft) В  (m)U-{t) = 0 ,  t(EzTi—[ti, ti~|-ft]. (4)

Известно [1], что существует невырожденная п Х п  — матрица Т0 та 
кая, что

Т о В ( т ) —

В ( т )

0

, det В(т)¥=0.

Обозначим

И(т)
т („

М и . I J

Тогда соотношение (4) полной управляемости системы (1) эквива
лентно тождеству

M il:lx ( t — h) =  0, t ^ T i .  (5)
Таким образом, система (1) будет полностью управляемой тогда и 

только тогда, когда для любого начального состояния (2) найдется ку
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сочно-непрерывное управление u( t ) ,  /<ш[0, t{\, такое, что траектория x { t ) 
системы (1), (2) удовлетворяет соотношениям (3), (5).

П окажем, что бесконечномерная задача полной управляемости (1),.
(2), (3), (5) эквивалентна некоторой конечномерной краевой задаче 
управления. Д л я  этого воспользуемся алгоритмом, изложенным в рабо
тах  [2, 3]. Введем следующие обозначения: k  — номер итерации в алго
ритме, k = \ ,  К  (значение,числа К  определено ниже); постоянные п Х т ц- 
матрицы B{j,h, т цХ п -матрицы б ?^ д (ал^ / < а^+i), лХ л-матрицы  
как и матрицы Я ц :и, Mw ,ft (размеры последних матриц изменяются в 
алгоритме), вычисляются по приводимым ниже рекуррентным соотноше
ниям; Tufa Ец,к (Ец,к — матрицы подстановок) невырожденные матри
цы соответствующих размеров такие, что

Т и,  и R u ,  k Е ц , k =

где 5(7, k =  rank R iit k, det k ф  0; 

T li, k Mt+1, N k =

Rii, k Ru, ft }Sii, k

) 1 
° 1

О

Suii, k

M-i-f 1} |X, k }Sii, k Rif, k
» Ta, kRij, k =

Mi+2; |x, k + (__

}Su,ii, k

(6 )

i  =  1, k/a,  p =  1, k  +  1/a, j  — i +  1, k/a.
На й-ом шаге алгоритма, a p <; a — k<C.a9M\, положим M 2 i, i =  M n  i A ,0u

f t - i

M 22, 1 =  M n ,  1 -^i(p),  M 2t, k =  2  M ip ,  k Врт, а—1 , Y =  1> k  —  1>
P=1

f t - i
M i * , f t / 4 i (p), f e < a  

0 , k =  a ,
M-2k, ft =  ^  Bp<6, ft—1 +  M u ,  * Л(Р), М 2, ft+i,ft =

P = i

матрицы Mcvft, £ > 2  вычисляется по формулам (6); a Mi^,ft+J =  Mft+2,p.,k
т

p  =  1, & +  1; Д и ,  ft =  M i  ft, ft B (p), i ? i 7, ft =  2  M i  p, ft B p T, f t - i ,  Y =  1> & —  Д
P =i

матрицы Д|а, ft, £ =  2, k, p =  g, k  находятся по формулам (6);

} 5 № , ft

B u ii, ft —  Д , ,  ft—1 Дцц, ft x

0 k R\)-\i., k

0 i - E  _

Шт] ft

f t - i

В / y, ft — Btp, ft— 1 £pp ,  ft x
p=£

Bpp, ft Bp/ft

0

}Bpp. -
, p ,  t =  1, k, / = £ - 1 - 1 ,  ( 8 )

« I  <  p < a I]+i ;

В**, Л(р) — B(p) Gftft, Lft, ft+ i, * = Лцр) — S(p) Gft, ft+ i, *, Lftg, ft =  — S(p) Gftt, 
k—1

k—1 k—1 k—1 > И' =  1 > k  1, у,  ̂ — 1, h 1 ,
P=T

k — EJi, k X
k M . i -f 1, jx, k 

0

ii, k
, i =  1, k,  [x =  1, k  +  1- (9)

Д ля  & >  a  положим М 2т, ft =  2  ^ P -  * * - ь  M j7, * + i  =  M I + 2 , Y, f t , B i T, ft =
6 = i
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-MiP,  k  -Sp'f, f t —  l l  k    T-fjJ, k —  1 A— 1 ^P;>; k> Y   1 > O, [X   1, Cty
P=1 P=T

a матрицы ^I>2; Kpn,k, Р5г2; В^ц,^, ц —1, cc; Bij,k, i —1, oc, / — i-(-1, <x;
Gin.fti i =  1, a ,  (-1=1, a  вычисляются по формулам (6), (7), (8), (9) соот
ветственно.

Количество итераций в алгоритме зададим числом К ( К ^ . п а  ( я —т т ) ), 
равным Ki,  где K i — такой номер итерации в алгоритме, после которой 
AKp,Ki+i =  0, р = 1 ,  K i + 1 / a * ,  или равным К г + п а ,  где Кг — номер итера-
ции, после которой M i?,)K2+i ^ 0 ,  р =  1, К2+ 1 / а ,  но Кцзц =  0, / =  К2+ 1, 
К2+ м а .  Следуя [4], положим x(ih- \- t)  =Xi+i( t ) ,  u.(ih-\-t) =  Ui+i(t), /<=[0, h], 
i =  0, а .  Тогда, согласно [2, 3], задача (1), (2), (3), (5) эквивалентна сле
дующей краевой задаче управления

y ( t ) = A y ( t ) + ]B v ( i ) ,  t e £ [ 0 ,  h\, (10)

y ( 0 ) = K i X o + K y ( h )  (11), N y W =  0, (12)

где y( t ) (= f>n*(t), v ( t ) ^ R P ( t ) ,  K1^ R mXn, A,  K ^ R " Xn\  N ^ R ,lkxn\
m

В  G= K "aXP (p  =  Z  ( a M l —  a i )  m i —  mrn) и имею т ВИД 
1=1

К=

А  =
Bij ,  ki i  — И, 1 ; в  = Bij, ki j  — 1

> Bi j ,  k О» /
i  — а, 1 / =  а ,  1

0л, л(а—1) р.
" 0ft, ш

, , . ----— п,п
M l / ,  и, 1 = а , 2  

Р =  2, К
, M \ j ,  р = 0 ,  р < / ;  К =

_ E n { i — 1), п (я— 1) 0я(а— 1) п_

* i  =
Г Еп,  п

; y ( t )  =
X i ( t )  ' ; v ( t )  = ' Mi ( 0  '

[0л(а—1 ), tl_ l 7 = 1 ,  а  J г =  1,  а

Далее из результатов работы [2] следует, что задача (10), (11), (12) раз
решима тогда и только тогда, когда выполняется условие

Q  =

rank Q =  rank {Q, Q J ,  

N  0 0 . . . 0  

_E -  exp (Ah) K B A B . . .  An' ~ xB
> Q i  —

0

exp (A h)Ki
(13)

Таким образом, доказана /
Теорема. Д ля полной управляемости системы (1) необходимо и до

статочно, чтобы выполнялось равенство (13).
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* Зап ись / = 1 ,  p/а  озн ачает, что индекс i изм еняется от 1 д о  р., если р < а ,  и от 1 
д о  а  в противном случае.
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