
Теорема 1 (необходимое условие совместности). Если <p(t)  ненулевое 
решение систем (4) и (5), то ф(/) при любом t является собственным 
вектором матрицы А — В, соответствующим нулевому собственному зна­
чению.

Пример 1.
dx  / 2  1\ а и  (  Ю 3 \Каждая из систем =  I 4 j х и =  I _ 12 _ 5 ) У имеет решение

ф (/) =  (g-2*; — 4e~2t)T где Т — символ транспонирования. Необходимое 
условие совместимости, выраженное теоремой 1, не является достаточным, 
как показывает следующий 

Пример 2.
dx ( $  — 1\Функция Ф (t) =  [е‘\ — 2е‘)т не является решением систем =1 ^jx,  

du /' 1 —3\
= 1  ̂  ̂ | у.  Хотя она является собственным вектором матрицы

А — В,  соответствующим нулевому собственному значению.
Теорема 2 (Критерий совместности). Для совместности систем (4) 

и (5) необходимо и достаточно, чтобы матрицы А и В имели общее соб­
ственное значение X и общий собственный вектор 1, отвечающий этому 
собственному значению. Если условие теоремы 2 выполнено, то каждая 
из систем (4) и (5) имеет решение <p(f)=ewg. Если же собственное зна­
чение X комплексно, то следует обычным образом (см., например, 
[1, с. 138]) отделить действительную и мнимую части векторной функции 

которые и дадут решения каждой из рассматриваемых систем. 
Отметим, что критерий совместности из теоремы 2 можно выразить в 
терминах характеристического многочлена матрицы А (или В)  (см. 
[2, с. 230]).
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УДК 517.925.12
КАСИМ МУХАМЕД АЛЬ-ХАЙДЕР

О Б И З О Х Р О Н Н О С Т И  Г А М И Л Ь Т О Н О В Ы Х  
Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  С И С Т Е М  В Т О Р О Г О  П О Р Я Д К А  

С П О Л И Н О М А М И  Т Р Е Т Ь Е Й  С Т Е П Е Н И

Р ассм отр и м  вещ ественную  полином иальную  автоном ную  двум ер ную  
ди ф ф ерен ц иал ьн ую  си стем у Гам ильтона вида х = —у —Р2{х, у )  — Р3(х, у ) ,  
y=x-\-Q2.(x, y ) +  Q3(x , у ) ,  которую  всегда  м ож н о зап и сать  в виде

х =  — у  — А20х2 — Ап ху  — ЗА0,у -  — А30х3 — A,xxhj — А12ху2 — А03у 3,

у  — х -(- ЗВ2оХ“ +  2А30ху  И— АцУ2 В33х3 -j- 3А33х~у -(- (1^

А~А21ху2 -4 АГ1у 3.

Теорема.  Д л я  того чтобы систем а (1 ) им ела в н ачале координат и зо ­
хронны й центр, н еобходи м о  и достаточ н о , чтобы вы полнялась одн а  из 
сл едую щ и х серий условий:
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Аэо— - ^ А о2, А*1 =  “рг-  ^02, А12 =  -^р- Ло2, ^03 — -̂ г- ^02, ^30 — -р^^02»
где а2 +  р2 = 1 ,  а-Р ^  0. (2)

2. Л02 =  Лп = В 2о = Д3о = А21 =  Л12 = Л03 = О, В яо =  2Л20.

3. Л02 — Л20 = Во о =  Лзэ = Л21 =  Л12 = В30 = О, Л03 =  ~2~ ЛТ1 •

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Необходимость.  Пусть система (1) имеет в 
начале координат изохронный центр. Система (1) при замене пе­
ременных

*1 = ал:+ру,  (/! = —рх+ ау ,
где а 2+ р2= 1, (3)

сводится к системе

Xi= Ух — и20х2 аххххУх ахгУ\ а.мх\ йохХ̂Ух ахгххУ\ аюУ\>

Ух =  Xl +  Ь20х2 +  2аоПХхУх +  -Jp аХхУ\ +  Ь30xf  +  За30%2 ух +
+  а21Хху\ +  -\-ах2у\, (4)

где а, b определяются через а, р, Л, В.
Система (4) является изохронной, так как замена (3) не нарушает 

изохронности центра системы (1).  Согласно теореме 10 [1], для системы
(4) начало координат должно быть единственной конечной особой точ­
кой в комплексной области (С). Это означает (см., например, [3, с. 436]),

9
что алгебраическое уравнение R,h (лу) =  V  Ltx\ =  0, где L, =  4а2 2 —

i=i
— 6au a02fl12 +  9a2xam, должно иметь единственный корень хг =  0 в С. Ока­
зывается, что всегда существует а 0 такое, что L, (а0) = 0, т. е. систему
(1) можно «повернуть» так, что для системы (4) = 0.

Отметим, что при Lt = 0 для изохронной системы (4) a i2 = a03 = 0. Та­
ким образом, мы приходим к следующему выводу: система (1) при з а ­
мене переменных типа (3) сводится либо к системе вида

Хх =  —  Ух —  а20х2, Ух =  Хх +  2 йо_0ХхУх +  2а\0х\, (5)

либо к системе вида

Хх =  —  Ух -г- « 20*? —  а220х 2хУх, Ух =  Хх +  2агоХхУх +  a | 0* iу\. (6)

Система (5) изохронна, так как для нее лу = —лу. Покажем, что си­
стема (6) при аао=Л=0 имеет в начале координат неизохронный центр. 
Действительно, согласно теореме 3 [2], получим первое необходимое 
условие изохронности центра гамильтоновых систем вида (1):

18Лго ~\~ 36Л20Л02 А\ 1 -f- 90 (Л02 Воо) +  18Л11Й20 =

=  6Л21 +  9 (Л03 +  S 30). (7)
Учитывая условие (7), для системы (6) получим 12а20 =  0, но по пред­

положению а20=̂ =0, т. е. при а20=т̂ О условие (7) не выполняется, это
доказывает, что система (6) неизохронна.

Заметим далее, что при замене переменных типа (3) система (1)
имеет коэффициентные условия (2) такие, что (1) сводится к систе­
ме (5).

Д о с т а т о ч н о с т ь .  Пусть для системы (1) выполняется условие 
(22). В этом случае система (1) имеет вид

"■х =  — у — А20х2, у  =  х  +  2Агоху  +  2А 220х 3. (8)
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Система (8) изохронна, так как для нее х = —х. Пусть для (1.) вы­
полняется условие (23). В этом случае система (1) имеет вид:

х =  — у  — Ап х у  ^ А и у 3, у. =  х +  Ап у 2. (9)

Система (9) изохронна, так как для нее у  = —у.
Теперь, пусть (2i) выполняется для (1).  Положим А02= <х$2а2о. Тогда 

при замене переменных типа (3) система (1) сводится к системе (5). Это 
означает, что система (1) изохронна. Теорема доказана.

С л е д с т в и е  1. Для того чтобы система (1) имела в начале коор­
динат изохронный центр, необходимо и достаточно существование функ­
ции г=ах-(-|Зг/ такой, что в силу (1) z-\ -z= 0.

С л е д с т в и е  2. Для того чтобы система (1) имела в начале коор­
динат изохронный центр, необходимо чтобы она имела единственную ко­
нечную особую точку О (0, 0) в С и единственную вещественную особую 
точку в бесконечности.

С л е д с т в и е  3. Если система (1) имеет единственную особую точ­
ку 0 (0 ,  0) в С и для нее выполняется условие (7), то она является изо­
хронной.
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УДК 517.926.4
С. А. МАЗ АН И К 

Н Е К О Т О Р Ы Е  С В О Й С Т В А  Е - С И С Т Е М

I. Неприводимость  £ -сист ем.  Обозначим через P ai множество кусоч­
но-постоянных функций, определенных на [0, +оо[, с разрывами разве 
лишь в точках tu = kl (k — натуральное, а I — постоянное положительное 
число) и принимающих только два значения а  и —а.

Рассмотрим треугольную Е-систему (см. [1]):
х=Рх,  (1)

где матрица Р = ( р ф  такова, что р ц  = 0 для г>/, Pij<=Pai для г^ / , 
г, /= 1, п. Очевидно, что след матрицы Р  может принимать лишь конеч­
ное число значений, множество которых обозначим через {s/<}, причем 
порядок нумерации выберем такой, чтобы S i> s 2>  . . . > s g, l ^ g ^ n + 1 .  
Положим Ть= {t\Sp P( t )  =si,}. Связные компоненты множества Tu, з а ­
нумерованные в порядке возрастания их левых концов t f ,  обозначим 77г; 
и пусть =  mes Т\.

Теорема 1. Пусть существует такое k, 6 = 1 ,  q, что {7^} счетное мно­
жество, а (/*)— неограниченная последовательность. Тогда при выполне­
нии одного из условий

* - 1  '  q

2  mes Ti <  +  о о  (2), 2  mes Tt <  +  о о  (3)
£= 1 i=k+ 1

система (1) является неприводимой.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Предположим противное, что система (1) 

приводима. В силу необходимого условия приводимости |[2, с. 17] вы-
t

полняется следующее соотношение: J Sp Р  (т) dx =  at -f- ф(0, где а — неко-


