
при различающихся между собой значениях |3i и |32. Например, для ти
пичного случая Р г гх 50 мВт, РдР* ^  1 мВт и Pppt^ s l  мВт, рг = 0,01, 
Р2 = 1 -  В реальных пределах изменения величин РГ (10 4-200 мВт), 
Рдр‘ (1 -ь 1 0  мВт) и Pppt (0,1 4- 100 мВт) диапазон оптимальных значений 
Рг (0,01-^-100) значительно шире диапазона для р± (0,014-5). Таким обра
зом, в спектрометре целесообразно предусмотреть регулировку связи со 
стороны детектора в более широких пределах, чем со стороны генера
тора.

В спектрометре про)ходного типа на образец воздействует как маг
нитная компонента поля стоячей волны Нс , так и компонента Яб бегу
щей волны, поступающей на детектор. Оценка показывает, что Нв/Нс = 
= У/УУО Рр И при значениях Q «  100... 10000 учет поля становится су
щественным при Рд/Рр>Ю .

Автор признателен В. Ф. Стельмаху за помощь в работе.
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УДК 621.391.24
А. Н. ЛАЗАРЧИК

О Ц Е Н К А  ПОГ РЕШНОСТИ МЕТОДА  
ВР Е М Е Н Н О Й  Д И С К Р Е Т И З А Ц И И  В ТЕОР ИИ В Ы Б Р О С О В  

С Л У Ч А Й Н Ы Х  ПРОЦ ЕСС ОВ

Цель настоящей работы — оценка точности приближения в методе 
временной дискретизации в зависимости от величины интервала дискре
тизаций для случая стационарных процессов.

Рассмотрим случайный сепарабельный, стационарный в широком 
смысле процесс x ( t ) .  Будем предполагать, что для него существуют мно
гомерные плотности вероятности любой размерности. Случайный процесс 
x( t )  считается заданным, если для него задан набор многомерных плот
ностей распределения {Wn (xu Ц; х2, t2; . . . ;  х„, t n )} ( « =  1, 2, . . . ) ,  удо
влетворяющих условиям симметрии и согласованности [1]. Условие сим
метрии требует, чтобы функции Wn были симметричны по всем перемен
ным (Xi, t i ) .  Условие согласованности выражается соотношением

j  W п (Ун t j ,  • • • > Xj . . .  , хп, t n) dX[ =

■ Wn—1 (Xj, Ц, . . . , Xi—j, ti—i, Xi-'- [, ti.|_i, . . .  , Xn, t л).
Интегральную функцию распределения абсолютного максимума случай
ного процесса на интеграле времени (0, Т) можно определить как веро
ятность нахождения процесса x( t )  ниже некоторого фиксированного 
уровня h  на интервале времени (0, Т),  т. е. F (h, Т) = Р  (supx (t)  <  h}.

t& O .T )
Как отмечалось в [2], значение функции распределения можно определить 
следующим пределом;

F (h ,  T) =  \\mFn (h, Т),  (2)
П-*- оо

где Fn (h, Т) — я-мерная интегральная функция распределения процес
са, определяемая равенством

h h

Fn (h , Т)  =  j  . . .  j  Wn (Xi, h ;  . . .  ; xn t n) dx-L . . .  dxn. (3)
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В предельном переходе (2) предполагается, что точки С задают некото
рое А-разбиение интервала (О, Т ) , и диаметр этого разбиения стремится 
к нулю при п - * - о о .  Существование предела (2) следует из условия со
гласованности (1). В дальнейшем будем рассматривать только равно
мерные разбиения интервала (О, Т), т. е. точки С в выражении (3) бу
дут выбираться следующим образом: t i = ( i —1)т, i — 1, п, х = Т/(п—1).

Сущность метода дискретизации заключается в том, что функция 
F(h ,  Т) заменяется конечномерной функцией распределения Fn (h, Т). 
В результате такой замены допускается некоторая погрешность 6,г = 
— Fn (h, Т )—F(h,  Т), зависящая от величины интервала дискретизации 
т. Справедлива следующая теорема, позволяющая оценить бп, если из
вестна трехмерная плотность распределения процесса.

Теорема 1. Пусть x( t )  — случайный, непрерывно дифференцируемый 
с вероятностью единица, процесс с указанными свойствами, тогда спра-

/ Т ' Л ~ А
ведливо неравенство 6Л <  —  2  2*g где g  (t) =  j  j  [  (*i> 0;

a= o ■—°° a —«=
x2, Ц2; x3, t) dx1dx2dx3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Построим последовательность функций Fm, 
m  — n,  n - f l ,  . . . ,  следующим образом. Дельта-разбиение интервала 
(0, Т), соответствующее члену последовательности Fn+i, получается из 
дельта-разбиения, соответствующего члену F„, добавлением одной точ
ки tn+1 , которая делит первый т-отрезок пополам. Учитывая (1), можно

h h  оо

записать, что Fn+1 = F n — Vn+ i ,  где V n+i =  J  . . .  j  j  Wn+l (xx, t{, . . .  ;
— cc —oo h

■̂7i> 7̂i’ %n-}-i> tn-\-1 ) dx-± • • • dxnd,Xn-\-i •
Продолжим указанный процесс деления остальных т-отрезков перво

начального разбиения до тех пор, пока все т-отрезки не будут поделены 
пополам. В результате получим

л—1
F2n - i  =  Fn -  2  Vn+l. (4)

i=i
Новое дельта-разбиение, соответствующее члену F2n- ь будет вновь рав
номерным, но с шагом t i  = t/2. Вследствие соотношения (1) и условия 
стационарности процесса справедливо неравенство

Уп+г<£(т), 1=1, л—1. (5)
тПринимая во внимание (5), получим из (4) F2n - \ > F n  — ёДт)- Произ

водя описанную операцию деления пополам гу— отрезков, придем к следую
щему неравенству: F4„_i >  F2n- i  Продолжая неограниченно

указанную процедуру деления, получим цепочку неравенств F2kn_ l >  
2k~1Г I т \> F 2k~1 n -|-------- -—  g\ 2/г ! ], k =  1, 2, . . .  , из которой непосредственно

следует утверждение теоремы 1.
Следует отметить, что условие дифференцируемости процесса обеспе

чивает сходимость ряда в правой части неравенства теоремы. Действи
тельно, для функции g ( t )  справедливо следующее неравенство: g ( х) ^
^ .Р { С ( 0, т ) ^ 2 } ,  где С(0, т) — число пересечений уровня h  процессом 
x(t)  на интервале (0, т). Согласно [1], для стационарного процесса, не
прерывно дифференцируемого с вероятностью единица, можно утвер
ждать, что Р{С(0, т) ^ 2 }  = о ( т ) , при т 0.

Таким образом, g (x )  есть функция более высокого порядка малости, 
чем т. В этом случае, как легко убедиться, ряд в правой части неравен
ства теоремы сходится.

Для дальнейшего анализа конкретизируем вид рассматриваемого 
процесса. Одним из классов случайных процессов, для которых много-
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мерные плотности вероятности задаются сравнительно просто, является 
класс гауссовских случайных процессов. В этом случае имеет место сле
дующая

Теорема 2. Пусть x( t )  — стационарный гауссовский процесс с нуле
вым средним и коэффициентом корреляции r ( t ) .  Тогда справедливы сле
дующие утверждения:

1) если г ( т ) :=  1  т2 +  ~  | т ]3 +  о (т3) при т-> 0, то б„ = О (т)"2 2 ,
3!

при т -+ 0;
2 Л(4)Ш2 а , г02) если г  (т) =  1  х2 Н-- 4!— т4 +  0 (т4) ПРИ т °» то бп = О (т2)

при т^О.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  Определим порядок малости функции g (x ) 

при указанных в теореме условиях. С этой целью вычислим производные 
по т функции g ( x )  в точке т = 0. При вычислении производных восполь
зуемся следующим известным тождеством, которому удовлетворяют

dGn дЮп пгауссовские многомерные плотности: =  дх.дх~г> гЛе ^п — ^-мерная
гауссовская плотность; г ц  — г  ( t t — t j )  — коэффициент корреляции i-того и 
/-того отсчетов процесса.

Используя условие первого пункта теоремы 2, найдем g ' ( 0) =0;
h2

а  ----- 5-____  Оё"  (0) =  ~24jt(D~ “
Отсюда следует, что

g ( T ) ~ 4 - g " ( 0 ) x 2. (6)

Воспользовавшись теоремой 1 и соотношением (6), получим утвержде
ние первого пункта теоремы 2. Аналогично для условия второго пункта

1 (24  (Д 4) —  <о4) +  3<o4/i2
теоремы получим g '  (0) =  g"  (0) =  0; g ' "  (0) =  |-------------------------- X

h 1

X  е  2 1 — Ф
C02/l Д4) — <04 . \ h*ro4)

V  г<4> -  со*
X _  t~_

где Ф (х) =  \ е  2 dt. Отсюда
V2я

-  6 t e  р  ехр ( -
2 (Гц4) — ш4)

g ( T ) ~ - ^ g " ' ( 0 ) r 3. (7)

Из теоремы 1 и соотношения (7) следует утверждение второго пункта 
теоремы 2.

Таким образом, в случае гауссовских процессов, удовлетворяющих 
пункту 1) теоремы 2, при достаточно малом т можно пользоваться верх
ней оценкой для погрешности 6n < T g " ( 0 ) x .  Соответствующее неравен
ство для процессов, удовлетворяющих второму пункту теоремы 2, имеет
следующий вид: би< -| -  Т g '"  (0) т2.

Полученные результаты позволяют оценить погрешность метода ди
скретизации случайного процесса при заданном интервале дискретизации 
или по допустимой погрешности определить необходимый шаг дискрети
зации. В заключение отметим, что приведенные соотношения, как  не
трудно видеть, справедливы и для случая вычисления вероятности на
хождения процесса выше некоторого фиксированного уровня.
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