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К  Т Е О Р И И  В Т О Р О Г О  М Е Т О Д А  Л Я П У Н О В А  

Д Л Я  С И С Т Е М  С  Д И С К Р Е Т Н Ы М  В Р Е М Е Н Е М

1. Р ассм отри м  v-мерную дискретную  систему
x n+i =  f ( x n ), f ( 0 )  = 0 , ( 1 )

.где х п, x n+i, f  — вещественные v -векторы; п  принимает  целые значения 
(полож и тельн ы е или отри ц ательн ы е).  Если f ( x )  непрерывна в некотором 
ш аре  В н =  { x ^ R v : ||.v|| < # ,  0 < Я ^ о о }  (что и предполагается  в д ал ь н е й ­
ш ем ) ,  то из лю бой точки х0е В н  в полож ительном  нап равлени и  выходит 
то л ь ко  одно решение х ( п ,  х0) , х ( 0 , х0) —х 0 и это решение непрерывно з а ­
висит от х 0 [ 1 ].

П редп олож и м , кроме того, что д л я  системы (1) существует функция 
Л я п у н о в а  V ( х ) : R v R, х  - >  V ( x ) ,  V ( х )  ^ C ( R V) , 1/(0) = 0  т акая ,  что

3  0 < / г < Я :  V ( x ) ^ 0 ,  b V ( x ) = * V ( f ( x ) ) - V ( x ) s ^ 0 ,  x<=Bh.  (2)

З д е с ь  B h =  В,г|{0}. В дальн ейш ем  т  =  { i  е  i ( v : Е (х) = 0 } ;  М  =  
=  { . t e P v : А У (х)  = 0 } ;  В ,-—-зам ы кан и е  В г, 0 <Zr<Zh; )n " =  { x g B s : V ( х )  — 
=  0}, М а =  { х ^ В а:А V (х)  = 0 } ,  0 < а ^ / г ;  m r =  {хеЯ ,- :  Е (х )  =  0}; т к з  
э  х ~ ( п )  ->-0 : множ ество  m h не содерж и т  отрицательны х траекторий, вте­
каю щ и х в н ачало  координ ат  при п-> оо; # э г ( % ) - > - 0 : множ ество
т 1г не содерж и т  отрицательны х траекторий, имею щих co-предельную точ­
ку в н ач але  координат; й ю( х о ) — множ ество  всех со-предельных точек 
ограниченной траектории, вы ходящ ей из точки хо; Qa (x_ (n, х 0) )  — мно­
ж ество  всех a -предельных точек д л я  х~ (п ,  х0), Z  — множ ество  целых 
чисел (полож и тельн ы х и о три ц ательн ы х) .  Реш ения , определенны е при 
я = [ 0 , оо[, [0 , — оо:[, ]— о о , оо[, назовем  соответственно полож ительной, от ­
рицательной, целой траекторией  и обозначим х + (п ) ,  х ~ ( п ) ,  Xх  ( п ) . Т р а ­
ектории, л е ж а щ и е  в ограниченной области  пространства  R v, обозначим 
Х+(п)  , Х~ (п ) ,  х°°'(п) .

З ам ети м , что реш ения системы (1) о б лад аю т  следую щ им важ н ы м  
■свойством:

x ( t i i + n 2, х 0) = х ( п 2, | i ) ,  (3)
где l i  =  x ( t i l, х 0).  Тож дество  (3) справедли во  при всех п ^ О ,  п2^= 0, при 
которых определены реш ения, входящ ие в него. Н апри м ер , если решение 
х ( п , Хо) = ф (п)  определено при п = [ 0 , оо[, тож дество  (3) справедли во  для  
лю бы х п и  П2 ^ [ 0 , оо[. Если n i ^ O ,  п2 ^ 0 ,  то из точки | 4 в отрицательном  
нап равлени и  могут выходить, вообщ е говоря, несколько решений. Т о ж ­
д еств о  (3) будет вы полняться  только  д ля  одного из них, а именно, для  
х <р (п,  gi) =(р(п-\ -п1) . Это реш ение определено при п —[0, — щ ] и непреры в­
но зави си т  от §1 . Т аким  образом , тож дество  (3) в этом случае  следует 
понимать так: существует решение хф(п, gi) такое, что x ( n i + n 2, х 0) =  
= х ф(п2, х ( п и  Хо) для  всех n i e [ 0 , оо[, п2 е [ 0 , — tii].

О пуская индекс ф, сф орм ули руем  окончательны й результат . Если ре­
ш ение х ( п ,  хо) определено при п е [ 0 , оо[ ( п е [ 0 , — оо[), тож дество  (3) 
справедли во  (в указан н ом  выш е смысле) д ля  лю бы х n ie fO ,  оо[ ( « i e [ 0 , 
— ° ° [ ) , и2̂ = {я2: П[-\-По'^0} (п2£={я2 : n i + n 2 ^ 0 } ) .

Н уль  системы (1) назовем  у-устойчивым в полож ительн ом  н а п р ав ­
л ен и и  (короче у-устойчивы м), если V 0  <  е <  h, 3  0  <  6 (e) е: 
V  Аоеш® =*- х ( п ,  Хо) е В Е при п ^ 0 .

Если, кром е того, х ( п ,  х0) - у  0, п - у о о ,  то нуль системы (1) назовем 
у-асимптотически устойчивым.

Очевидно, что устойчивость (асим птотическая  устойчивость) по Л я ­
пунову влечет у-устойчивость (у-асимптотическую  устойчивость);  
у-устойчивость (у-асимптотическая  устойчивость) при Н (х ) = 0  перехо­
д и т  в устойчивость (асимптотическую  устойчивость) по Л япун ову ; если 
нуль  системы ( 1 ) у-устойчив, то rhh => х~(гц,) -*■ 0 .
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З а д а ч а  состоит в установлении критерия неасимптотической устойчи­
вости нуля системы ( 1 ) в терм и нах  зн акопостоян ны х функций У ^ О  и 
Д У ^ О .  А налогичны е критерии д ля  асимптотической устойчивости сф ор­
м улированы  в [1]. Там  ж е  приведена подробная библиограф ия.

2. Теорема А (ср. [2], теорем а А ). Если для  системы (1) существует 
ф ункция Л я п у н о в а  У (х)  е  С ( R v) , У (0) =  0 та к а я ,  что

1) Н О < А < Я :  У ( х ) 3 г 0 ,  Д У ( х ) < 0 , x t= B h,
2) вы полняется  одно из следую щ их эквивалентны х  условий:
а) нуль системы ( 1 ) о-асимптотически устойчив,
б) H 0 < c r ^ / i :  т а з х ос>(п ) ,  m h 3 x ~ ( n ) - ^ 0 ,
в) Н 0 < а < / г :  т а з х ~ ( п ) ,

то нуль системы (1) устойчив по Л япунову.
Д о к а за т е л ь ст в о  этой теорем ы  приведено в прилож ении.
Следствие  1 (теорем а Б )  (ср. [1], теорем а 3). Если к условиям  1), 2) 

теоремы А добавить условие 3): 3  0 <  сг < ;  h : M J \  m 1 ЕЭ x°°{ti), то нуль сис­
темы (1) асимптотически устойчив по Ляпунову.

Д ействительн о , нуль системы (1) во всяком  случае  устойчив по Л я ­
пунову. Заклю чи тел ьн у ю  часть  д о к а за тел ь с тв а  м ож н о провести а н а л о ­
гично тому, к а к  это  сделано  в конце лем м ы  6 ( см. при лож ение) .  Д о п о л ­
нительный случай  (х*=У=0 , У ( х * ) > 0 ), который здесь  возникает, исклю ­
чается  ссылкой на л ем м у  2  и условие 3) теоремы.

Условие 2, б) и 3 ) ,  теорем ы  Б  можно, очевидно, зам ен и ть  условиями: 
М а э  х°° \ п ) ,  rhh 3  х ~ ( п )  ->-0. П ри  этом, если сг=/г =  Д  =  оо, то второе из 
этих  условий о казы в ается  следствием первого (м нож ество  rhh в этом 
случае  полож ительн о  и н вар и ан тн о ) .  Если к оставш им ся  условиям  д о б а ­
вить требовани е , чтобы систем а (1) б ы ла  устойчивой по Л а гр а н ж у ,  то  
нуль системы ( 1 ) будет асимптотически устойчив при лю бы х начальны х 
возм ущ ениях .

Т аким  образом , приходим к следую щ ем у предлож ению , полученному 
в [ 1 ] иным путем.

Следствие 2  (теорем а С ) .  Е сли  д л я  системы (1) сущ ествует функция 
Л я п у н о в а  У (х)  е C ( R V), У (0) = 0  т а к а я ,  что:

1 ) У (х)  ^ 0 , ДУ (х) ^ 0 , x<=Rv,
2) М  э  х°°'(п),
3) д л я  V  x 0^ R v тректория  х+(п ,  х0) ограничена, то нуль системы ( 1 ) 

устойчив в целом.
З а м е ч а н и е ,  а) Условие 3)( теорем ы  С м ож н о зам енить  более ж е ­

стким требовани ем: V ( х )  - > о о ,  ||х|| ->■ оо, б) всюду вы ш е вместо ш ар о в  
м ож н о р ас с м ат р и в а т ь  области  произвольной конфигурации, со дер ж ащ и е  
н ач ало  координ ат  в своей внутренней части.

Т еоремы  А, Б  и С п озволяю т  иногда легко  о б н ар у ж и в ать  свойство 
устойчивости (асимптотической устойчивости) там , где решение зад ач и  
с помощ ью  зн акооп ределен н ы х  функций Л я п у н о в а  приводит к серьезным 
трудностям.

3. Пример 1. Р ассм о тр и м  систему второго п оряд ка
Х п + 1 =  ССХп ~-^(р ( х п  У п)  , / ^Y
Уп+1— ал 'пЗ-ф (х п Уп ) , 

где ср(0) = ф ( 0 )  = 0 ,  О С о с С  1, Я  =  оо. Требуется  пок азать ,  что если F ( z )  =  
=  [cp(z)—a|)(z)]2 —z 2 = 0 ,  z e i ? ,  то нуль системы (4) устойчив по Л япунову. 
Возьмем  о =  /г =  оо, У (х,  у )  =  (х  — у ) 2 ^  0 =*- ДУ (х,  у)  =  F (х  —- у)  = 0 ,  
(х, y ) ^ R 2. Н а  м нож естве  т = { ( х ,  у )  : х — у}  система (4) принимает  вид

Уп+1 = х п + 1 — а х п. (5)
Т а к  к а к  V (х0, у 0) ^ R 2 : \ х ~( п ,  х 0, г/о) | \ у ~ ( п , х 0, у 0) \ - + о о , п - ^ >  оо,
то т  э  ( х ~ ( п ) ,  у ~ ( п ) ) .  Все условия  теорем ы  А выполнены, что и требо­
валось.

Пример 2. П о к а за ть ,  что если F (z)  < . 0, z ^ R ,  то нуль системы (4) 
асимптотически устойчив по Л япун ову . Д ействительн о , в этом случае  
М  =  т = { ( х ,  у ) : х = у }  и, следовательно , условие 3) теоремы Б вы п ол­
няется.
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Пример 3. П о казать ,  что если в условиях  прим ера 2 функции <p(z) 
и i|)(z) ограничены  ( |ф(-г) | |ф ( г )  | s ^ C 2, г е / ? ) , то нуль системы (4 )
устойчив в целом. В самом деле, в этом случае  V га^О  : \ х ( п ,  х 0„ г/о) | ^  
^ | x 0 | + C i ,  | г/(гг, х 0, г/о) | <  |лг0| + С 2. С ледовательно, V (x 0, г/0) е Д 2 т р а ­
ектория {х+(га, х 0, г/о), У+ ( п ,  х 0, г/о)} ограничена. Кроме того, все о тр и ц а ­
тельны е траектории  системы (5) уходят  в бесконечность при га-»-— оо 
(пример 1 ) . П оэтом у М э { х ° ° ( п ) ,  //“ (га)}. Все условия теоремы  С 
выполнены, что и требовалось.

П ри ло ж е н и е
Д о к а за т е л ь ст в о  теоремы А основы вается  на приводимых ниж е л е м ­

мах 1 — 6 .
Лем ма  1. Если д ля  х+(га, х 0) ( х ~ ( п ,  х0))  существует ю -предельная 

( a -предельная)  точка х*,  т. е. 3  п к - >  оо (— о о ) , k  ->  оо: х ( п к, х 0) ->  х*,  то 
сущ ествует целая  траектори я  х°°(п,  х * ) ,  все точки которой являю тся  
(о-предельными ( a -предельными) д ля  рассм атри ваем ой  траектории.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу (3) V ^ е [  0, оо[, V i V e { A f e Z :  га^-|- 
- j - N ^ O }  имеем х ( п к-\-И, x 0) = x ( N ,  х (пи ,  х0) ) .  П ереходя к пределу, по 
лучаем

Y/V е  Z : l i mx  (гаА +  A , x 0) =  x ( N ,  х*).  (6 )
k-+ 30

Л е м м а  д о к азан а .
Ле мма 2 . Если л:(га, х0) е В г при г а ^ О  (га^О ) и х* ее со-предельная 

( a -п редельная)  точка, то сущ ествует ц ел ая  траектория  х°°(«, х :|:), л е ж а ­
щ ая  на одной и той ж е  поверхности уровня функции V ( х )  :х°°(гг, х*)<= 
е { х е В г : V ( x )  =  У (х*)} .

Д о к а з а т е л ь с т в о .  По условию  Н k -у оо  : х { п к, Хо)-*-х*. В си­
л у  (2) V N<=Z: V [ x (rafe+ЛА, х0)] - >  C =  c o n s t > 0 ,  k - y - o o .  С другой сторо­
ны, с учетом (6 ) имеем: V A ^ e Z  : V[x(tik-\-N,  х0) ] - >  V [ x ( N ,  х*)]. С р авн и ­
вая, получаем  V Afe Z  : V[x(N,  х * ) ] = С =  V  ( х * ) . Л е м м а  д о к азан а .

Л емма  3. Если д ля  системы (1) сущ ествует такое  0 < а ^ / г ,  что в ы ­
п олняю тся условия: 1 ) т а з х ° ° ( п )  2 ) m h э  х ~ ( п )  - >  0 , то д ля  любого-

О <  s <  сг: гпг э  х~  (га).

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Пусть от противного 3  0 <  г <  сг, Я х0 <ЕЕггаг,.

Зх~( га ,  х 0) : т г э х _ (л, х 0). Тогда 3  х* ge Q* (х~ (га, х 0)) с  гагС Если х* Ф  
ф  0, то (лемма 2) Н х "  (га, х*) ее гга3, что противоречит 1). Пусть х* =  О, 
т. е. 3  n k — оо, k  -> оо : x ~ ( n k, хо) - > 0 .  С другой стороны, согласно 2) 
х~(га, х0) — / - > 0 .  Следовательно, 3  0 - <  р <  || х„ || такое, что при га -*•— оо 
траектория х -  (га, х0) бесконечное число раз побывает в области р <  IIх  Ц <  
< г .  Поэтому 3  у*,  0 < р < | | г / *  II < г, У(г/*) =  0, у*  е  Па(х— (га, х„)). Та­
ким образом, этот случай сводится к предыдущему. Лемма доказана.

Л ем ма  4. Пусть О< . L < . h  — произвольное число, а число 0 < t ( L )  < L  
таково , что V | |x | |< ; / ( L )  => ||f(x) | | < L .  Е сли  нуль системы (1) неустойчив 
по Л япун ову , то 3  0 < е о < / г  такое, что ¥ 0 < е ^ / ( е о )  найдется  точка 
х 0е { х : V ( х )  = 0 , е ^ Ц х Ц ^ е о }  и траектори я  х~(га, х0), д л я  которых

х -  (га, х0) \  {х0} е  т г.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  П о условию  нуль системы (1) неустойчив. 

С ледовательно , 3 0 < е о - < / г  такое, что V O < e ^ I ( s 0) ,  3 { y ft}, yft- > 0 ,  & ->  
- > о о ,  y h^ B e, 3  {га,г> 0 }: ||x(ra, г/л) | | < е ,  n e [ 0 , nk—  1 ]; e0 > \ \ f ( x{nh—  1 , 
У/г)) II =  ||х(гайг/й|| =  llgft.ll ^ e .  Очевидно, что «*->- oo, k  ->  оо. H e  наруш ая  
общности, мож но считать, что | а - > х 0, & - > о о ;  8 ^ | | х 0 | | ^ е о .  Т а к  как  0 ^

<  у  ( У <  У (%)> т о У (х „ )  =  0. Кроме того, е > | |х ( г а ,  y k) ~  = | | х ( г а  —

То ^ (ла> (/а)) II П = о =  II ^ £*) ll JV = — 1 ^  (ге> ^°) \  К }  ^
Далее имеем для любого У  < ; 0  и достаточно большого nk > 0 : 0  
< ] / [ х ( У ,  х  (nk, Ук))] = V [ x ( n k +  N ,  y k)] К (y k). Переходя к пределу при
k - y o о, получим У[х(АС хэ) ] = 0 ,  V Z V < 0 .  Лемма доказана.
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Л е м м а  5 .  Если д ля  системы ( 1 )  вы полняю тся условия 1 ) ,  2 )  лем м ы  3,  
•то нуль этой системы устойчив по Л япунову.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  В силу лем м ы  3 3  0 < R < . o : т п Ш х ~ ( п ,  х0),

.х0 & /п л . П редп о л о ж и м  от противного, что нуль системы (1) неустойчив. 
Т огда  (лем м а 4) ;3 0 < е о < . h  (без ограничения общности можно считать,

что е0 <  R),  3  0 <  г <  / (е0), 3  х 0 е  {х : V (х) =  0, г <  || х  || <  е0} с= m R: х~(п,

-*л) \  {х0} g e т г =>х~  (л, х 0) е= tnR. Пришли к противоречию. Лемма доказана.
Л е м м а  6 . Д л я  того, чтобы нуль системы (1) был у-асимптотически 

устойчив, необходимо и достаточно, чтобы вы полнялись  условия 1 ), 2 ) 
лем м ы  3.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Н еобходимость. У словие 2) является  необхо­
дим ы м  условием  и-устойчивости. О стается  п о к азать  1). Пусть от против­
ного ¥ 0 < р < б  (б — число из определения у-асимптотической устойчи­
вости) 3  XoemP :х°° (п, х 0) e #  =^Н x * e Q a (x~(n , хо) ) c : / n 6 =>-x+(n, х*)-*-0 , 

л - > оо . Т ак  к а к  x+ (n , x * ) e Q a (x_ (n, х0) ) , т о  3  n h< 0  : m hZ D m v ^ x r ( n h ,  
.Хо) - >  0, что несовместимо с у-устойчивостью. Достаточность. И з условий 
1), 2) следует (лем ма 5 ),  что нуль системы (1) у-устойчив, т. е. V 0 < е <  
С о ,  3  0 < б ^ е  : V j'0 E / n 8 =► х+ (д , х0) е / п е =*- 3  x * e Q M(x0) c=me. О стает ­
ся показать , что х+(п , Хо) - > 0 .  Если ПДхо) состоит из одной точки х* =  0, 
т о  лем м а, очевидно, д о к а за н а .  П усть  х*^=0. Т огда (лем м а 2) х°°(п,  Х о )е  
е / п ес=/па, что противоречит условию  1). Л е м м а  полностью д о к азан а .

З а м е ч а н и е ,  а) Условия 1), 2) в ф орм ули ровке  лем м ы  6  можно 
.заменить одним экви вален тн ы м  условием: /па э х ~ ( п ) ,  б) при У (х ) = 0  
л е м м а  6  явл яется  дискретны м  аналогом  теоремы  В. И. З уб ова  ([3], тео­
рем а  1 0 ).

Теорем а А вы текает  из сопоставления лем м  5, 6  и зам ечан ия  к л ем м е 6  
(ср. [4], с. 790).

ЛИТЕРАТУРА

1. Б у л г а к о в ы .  Г., К а л и т и н  Б. С., П о к а т  а е в А. В. К устойчивости диск­
ретных систем.— Рукопись деп. в В И Н И Т И , №  1543-79. Д еп. от 05.07.79.

2. Б у л г а к о в  Н. Г. С труктура окрестности v -устойчивой точки покоя периодиче- 
■ских систем.— В кн.: П роблем ы  оптимального управления.— Минск, 1981.

3. 3  у б о в В. И. Устойчивость движ ения.— М., 1973.
4. Б у л г а к о в  Н. Г.— Д окл . АН Б С С Р , 1980, №  9, т. 24, с. 788.

П оступила в редакци ю  Каф едра МОУ
29.0 6.81 .

У Д К  517.928

Д А Н Г  Д И Н Ь  ТЯ У

И С С Л Е Д О В А Н И Е  С И Л Ь Н О Й  Н Е У С Т О Й Ч И В О С Т И  

Н У Л Е В О Г О  Р Е Ш Е Н И Я  Б Е С К О Н Е Ч Н Ы Х  С И С Т Е М  

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У Р А В Н Е Н И Й  С  П О М О Щ Ь Ю  

О Б О Б Щ Е Н Н Ы Х  Х А Р А К Т Е Р И С Т И Ч Н Ы Х  d - Ч И С Е Л

Р ассм о тр и м  бесконечную систему д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений
ci X £ . /.. ,, \
ell Ti И Т  • • • > х п, ■ ■ ■)

тс (-Тп> • ■ • I Хп, . . .

где  t<=R, \ ^ k n ^ k n + i ^ n + \ ,  ( п =  1 , 2 , . .  .).
Пусть сущ ествует строго в о зр а с т аю щ ая  последовательность н а т у р а л ь ­

ных чисел (n s) т а к а я ,  что k ns= n s ( s = l ,  2 , . . . ) .
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