
L ^  сообщение вида (а, пц),  где т1 — номер уровня вершины а, а для 
w _______

каждого листа р уровня j < . n  — сообщения (Р, т 2), m 2  =  / - f -  1, п  (заме
тим, что в итоге не будет дублирующих сообщений).

1. процедура СООБЩЕНИЕ ( у ,  г ,  x k , Д ,  т);

2- пусть ауа2 . . .  аг Щ у , Ь1Ь2 ■ ■ ■ bk ;
3 . пусть . . . i n Щ т;
4. /" : =  0 ;
5 . для £ =  1 на 1 пока а; =  6,- цикл;
6 . / :=  £; 

конец-цикл;
7 . для » =  /■ + 1  на 1 до г — 1 цикл;
8 . если т; =  0 то
9 . ПЕЧАТЬ-СООБЩ ЕНИЯ (щ а2 . . .  а ; , £); 

конец-если;
конец-цикл;
конец-процедура;

Рис. 2

К ром е того, в к а ж д ы й  дан ны й момент работы  ал го р и тм а  допускается 
об о зр евать  по одному элем ен ту  из каж до го  1Д. А лгоритм  д о лж ен  исполь
зо в ать  д ля  всех таки х  з а д ач  с ф иксированны м  п  ограниченный объем 
оперативной  памяти, не зави сящ и й  от мощности Vi, i =  1 , n.

2 . Алгоритм реш ения за д ач и  приведен на рис. 1 . Д л я  получения оче
редного элем ен та  методом последовательного  доступа  используется про
цедура С Л Е Д У Ю Щ И Й  (Vi, Xi, р ) , которая  при очередном выполнении 
с аргументом  1А р а з м е щ а е т  в Х{ очередной элем ен т  м н ож ества  К,-; если 
Xi = u>i, то р увеличивается  на 1, в противном случае — остается без изм е
нения. Вызов процедуры  после достиж ения  эл ем ен та  оч не допускается.

П роц едура  О Б Р А Б О Т А Т Ь  (А,  я )  производит некоторую обработку  
полной цепи А.

Д л я  поиска ф иктивн ы х верш ин и печати о них сообщ ения использу
ется процедура С О О Б Щ Е Н И Е  (у, г, Xh„ ki, т) (рис. 2 ) .  Н епосредственно 
печать сообщ ения в требуем ом  виде осущ ествляет  процедура П Е Ч А Т Ь - 
С О О Б Щ Е Н И Я  (а ,  г); здесь а  — верш ина, а t — уровень этой вершины.
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А Л Г О Р И Т М  З А Д А Ч И  О  Р А З Б И Е Н И И  

И  Е Г О  И С С Л Е Д О В А Н И Е  Н А  Э В М

Р ассм отри м  з а д ач у  о разбиении . Д а н о  м нож ество  / = { 1 ,  2, . . . ,  /г}. 
К а ж д о м у  элементу  этого м нож ества  / е /  поставлен  в соответствие целый 
полож ительны й вес p fe P =  {рь р 2, . . .  , р п) . Требуется  разби ть  /  на два

подмножества Д, / 2 а  I ,  чтобы Д  П Д  =  0 , Д  U Д  = /  и У  щ  =  У р £.
I ' e/ t  £ е / 2

Эта задача может быть записана как  задача Ц Л П  с булевыми перемен
ными в следующем виде:
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z  = ' 2 i p ix i ^  m a x , (1)
i s /

Xi Е Е  { 0 ,  1 } ,  i S E  I ,
ie /

где s =  ~ Y ^ P i ,  Pi >  0 и целые. Очевидно, что, если z =  s, исходна»
i s /

задача о разбиении имеет решение, и подмножества I v  / 2 можно выбирать 
следующим образом: /х =  {f е= 1 1 x t — 1}, / 2  =  / \  I v

Д а н н а я  рабо та  п ред ставляет  собой попытку довести границу пам яти  
методов динам ического  програм м ировани я  O (s )  (см. [ 1 , 2 ]) до s  дво и ч 
ных р азр ядо в ,  не ухудш ая  при этом быстродействия. Это позволит р е 
ш ать  з а д ач у  (1) со значением s, в 30— 60 р а з  превы ш аю щ им  во зм о ж н о 
сти методов динамического  програм м ировани я . П о казы вается ,  что при 
п < 1 5 0 0  предлагаем ы й  алгоритм  за тр а ч и в а е т  не больш е времени, чем 
методы динамического  програм м ировани я . Зам етим , что данное значение 
переменной п  является  пределом возмож ностей методов динамического ' 
програм м ировани я  д ля  Э В М  типа ЕС с объемом пам яти  512К байтов.

Д л я  реш ения зад ач и  (1) предлагается  точный алгоритм, основанный 
на отображ ен ии  сум м арны х значений весов всех подм нож еств  Д е / ,  т а 
ких что 2  p-t на Двоичный вектор Т  =  (t0, t x, . . . ,  ts), где s =

iS /

=  Pi• Значения элементов вектора T  определяется следующим обра- 
£ е /

зом:

V

tj
1 , если 3  Д е д / ,  что 2 * P i  =" />

0 , в противном случае,

/ е { 0 ,  1, . . . ,  s}. Д л я  выполнения такого  о тображ ен и я  требуется 0 ( п ) 
операций логического сдвига и логического слож ения  над  ( s + l ) -м ерны 
ми векторам и. Б олее  подробно с дан н ы м  отображ ен ием  м ож но позн ако
миться в работе  [3].

Р ассм отри м  р яд  свойств линейного уравнения  с булевыми перем ен
ными вида

' 2 i P i X i = s ,  (2)
iS/

где / =  { 1 , 2 , . . . ,  п) ,  Р =  {р 1 , р г, . . . ,  р п}, р , - > 0 и целые, х ;е { 0 ,  1 }, г е / .  
В дальн ейш ем  нам понадобится множ ество  Q — {qi, Цг, ■■■, Рп),  эл ем ен 
ты  которого н атуральн ы е  числа, п редставляю щ и е собой кратности в х о ж 
дения элементов р ^ Р  в последовательность P  =  pi, рг, . . . ,  р п■ К р а т 
ность q ^ Q  определим следую щ им образом : <7 ; = | Р | ,  где Р = { / | / е { 1 г 
2, . . . ,  г'}, pj =  pi}.  Д а л е е  потребуем, чтобы элем енты  последовательности 
Р  были упорядочены  по невозрастанию , т. е. чтобы д ля  лю бы х г '< /  вы 
полнялось  pi^ p j .

51. Если 3  & £ = / ,  что уравнение 2  Pix i =  s не имеет решения и
‘■е/\Д}

уравнение (2 ) имеет решение, то в решении уравнения (2 ) х ; =  1 для 
V  i ЕЕ {& — q^ -f- 1, . . . , k}.

52. Если 2 р г  = s ,  то в решении уравнения (2) =  1 для V  i<=I .
£е/

53. Если 3  k е  I ,  что 2  pi =  s ,  то х г =  1 для V г е= /  \  {&}, xk =  

=  0  является решением уравнения (2 ).

S4. Если 3  k  ее I ,  что уравнение р гх г =  s — p k не имеет решения, а
ге/
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уравнение (2 ) имеет решения, то в решении уравнения (2 ) х,  =  0  для 
V i e  {k —  qk +  1 , . . . ,  к).

55 . Если 3  k E E l ,  что уравнение ^ P H ' ; = s — qkpk имеет решение,
/е /

уравнение ^ P i X - ,  = s  — (qk +  1  ) p k не имеет решения и уравнение (2 ) име- 
i ei

ет  решение, то в решении уравнения (2) х-г =  0 для V i е  {к — qk -f- 1, . . . ,  k),
56 . Если 3  к  ЕЕ / ,  что уравнение 2 / ? ; X j = s — qkp k имеет решение,

i s /
5 <  (qk - f  1) Pk и Уравнение (2) имеет решение, то в решении уравнения (2) 
X; =  1 для V i ЕЕ {к  — qk -)- 1, . . . , к }.

Отметим, что приведенные свойства остаю тся справедливы м и, если 
последовательность  Р  неупорядочена. Н о упорядоченность Р  будет 
исп ользоваться  д л я  более быстрого реш ения зад ач и  ( 1 ), т а к  к ак  она по
зв о л я е т  сократить  количество просм атри ваем ы х  элем ентов  р ^ Р .  А н а 
логично вычисление элем ентов  м нож ества  Q, вообщ е говоря, является  
н еобязательны м , и д а ж е  если известно, что р авн ы е  веса отсутствуют или 
их «мало», то вы числять  эл ем енты  q ^ Q  нет необходимости. Е1 о если 
равн ы е  веса присутствуют, а практически  это часто бывает, то исполь
зо ван и е  м нож ества  Q позволяет  значительно  улучш ить быстродействие 
п р ед лагаем ого  алгоритма.

О сновн ая  процедура  д л я  реш ения зад ач и  (1) основы вается  на свой
стве 51. О на всегда  позволяет  понизить разм ерн ость  зад ач и .  Остальны е 
свойства  5 2 — 5 5  п роявляю тся  случайным о б р азо м  и часто  оказы ваю тся  
полезными.

П ер ед  выполнением алгори тм а  будем считать, что R =  0 ,  п > 0, рг> О  
д ля  V  £ е / .  П р едп о л агается ,  что последовательность  весов Р  упорядоче
на по невозрастан и ю  и д ля  каж до го  веса pi  вы числена его кратность qi. 
Р езу л ьтато м  р або ты  ал го р и тм а  явл яется  м нож ество  R ^ I ,  т акое  что X —

=  (x t =  1 V i f =  R,  X; =  0 V i e / \  7?) есть решение задачи (1). Значе
ние переменной г будет равно максимальному значению целевой функции 
задачи ( 1 ).

А лгоритм  А

А \ .  [Проверить емкость рюкзака.] Если ' ^ i p l <Cs, то z =  ^ P ; ,  R  =  / ,
i s /  i s /

перейти к  Л 16.
А2.  [Проверить свойство 52 .]  Если ^  Pi =  s, то R  =  R{J { i \ i  I , р ф О } ,

i~I
перейти к Л 16.

ЛЗ. [Проверить свойство 53 .]  Если 3  k  е  I ,  что р к ф  0, 2d Pi =  s ’ т 0

R  =  R  [J { i | i e / \ { £ } ,  Pi¥=  0}, перейти к Л 16.
Л4. [Освободить рюкзак.] m  =  1; t0 =  1; t i =  0, i — 1, s.
Л5. [П роверить предмет.} Е сли  p m = 0, перейти к  Л 8 . Е сли  p m^ s ,  то пе
рейти к Л 6 , иначе р т = 0, перейти к Л 8 .
Л 6 . [П роверить группу кратности.] Если qm¥= 1 перейти к Л7. Если 
3 f e e { i | i e / ,  Pi —  Р т } ’ ч т о  S ~ ( f e  —  т +  1 ) р , „ > 0 ,  t s - {k- m + l ) p m  =  1, 
то перейти к ЛЮ.
Л7. [П оместить предмет в рю кзак.]  Т ' = ( Т ) р т, 7  =  7  ® Г .
А 8 . [Все ли  предм еты  рассмотрены?] Если т < . п ,  то т = т - \ - 1, перейти 

к Л5.
А9. [Р ю к за к  плотно не упаковы вается .]  Вы полнить s =  s — 1, пока ts не 

стан ет  р авн ы м  1. П о л о ж и ть  z = s .  Если s =  0 перейти к Л16, иначе 
перейти к  Л 1 2 .

А10. [Запом нить  предметы.] R  =  R  U { i \ i ^ { k — <7*+1, • • • ,  к }}, s — s — qhpk-
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Если s =  0 перейти к А16, иначе р { =  0 д ля  V i<^{k— qh-\-\ ,  . . . ,  k ) . 
А П .  [Понизить разм ерность  задачи.] я  =  т — 1.
Л 12. [Проверить свойство 54.] П олож и ть  р ( — 0 д ля  V г е / ,  что (p i< .s , 
Pi Ф  О, U—pi =  0) V (Pi >  s).
Л13. [Проверить свойство 55 .]  Если 3  p k, р к ф  0, kE = I ,  что s > ( ( 7/<;-p 1 )pk, 
U - q kpk  =  1» U - ( q k + \ ) p k  =  0, то выполнить Л10, перейти к Л2.
Л 14. [Проверить свойство 56 .]  Если 3  рк, рк Ф  0, f e e / ,  что qkp k <  s <  
<(<?£ +  Ъ-ЧьРь=  то выполнить ЛЮ.
Л 15. [Цикл.] П ерейти к Л2.
Л16. [Заверш и ть  алгоритм.]

З д есь  на ш аге  Л7 используются следую щие обозначения: (Т ) р т обо
зн а ч а е т  логический сдвиг двоичного вектора Т  на величину р гп вправо; 
Т Ф Т'  — логическое слож ение двух  двоичных векторов Т и Т'. Хотя при 
этих обозначениях используются два  двоичных вектора Т и Т', в дей ст
вительности ж е  необходим только исходный вектор Т и дополнительно 
поле длиной 256 байтов. Отметим, что при выполнении алгоритм а и зм е
няют свои значения  переменные п, s  и p it i ^ I .  П ерем ен н ая  п  в каж ды й  
момент времени у к а зы в а е т  количество просм атриваем ы х весов р Ц г 'е / ) .

Трудоемкость алгоритм а Л будет вычислять относительно основной 
процедуры 51, которая  реализуется  ш агам и  Л 4— Л11. В лияние свойств 
5 2 — 5 6  на эф ф ективность  алгоритм а аналитически  трудно учесть из-за 
их вероятностной природы, поэтому при вычислении трудоемкости они 
не будут учитываться . С ам и  ж е  свойства 5 2 — 5 6  имею т слож ность О (я) 
и, будучи выполнены в цикле, потребую т О ( я 2) времени.

Н ай дем  количество логических операций слож ения и сдвига при /е-ом 
выполнении процедуры 51. Л егко  зам етить , что после каж дого  вы п ол
нения процедуры 51 величина s пон иж ается  в среднем на величину
S S

—  И— — , где я — количество весов в Р, m  — количество различных ве

сов в Р. Переменная я  будет уменьшаться в среднем на величину — . О т
сюда получаем, что при k-ou  выполнении процедуры 51 будем иметь сле
дующее количество обработанных битовых разрядов

-  (s - ( * - »  (-5-+  ^ ) ) ( " - (* -! ) -£ -)■

Тогда алгоритм  А  будет о б р аб аты в ать  в среднем

т / 2

В =  2 в 6 =  2 -S (7яяг2 — 2 т 3 -j- 9пт  +  3 я г  +  2я  +  2 т) (3)
ь = 1  т

битовых разрядов .
Ш аг  Л7 в целях  повыш ения эффективности  вы полняется  на А ссем б

лере. И спользую тся  3 типа ком ан д  А ссем блера  в зависимости  от зн а ч е 
ния величины pi,  на которую сдвигается  вектор Т.

1 . Если m o d 8 ( p ; ) = 0 , то д ля  сдвига используется  ком ан да  логическо
го слож ения CLC, п озволяю щ ая  о б р аб аты в ать  до С! =  2048 битовых р а з 
рядов за  одно применение.

2. Если m o d 4 (/5 j) = 0  и m o d 8 (p,-) Ф 0 ,  то используется ком ан да  пересы л
ки со сдвигом M VO, которая  п озволяет  о б р аб а т ы в ат ь  до С2= 1 2 0  бито
вых разрядов .

3. В остальны х случаях  используется  ком ан да  двойного сдвига SR D L , 
о б р аб а т ы в аю щ ая  до С 3 =  56 битовых разрядов .

Вычислим м атем атическое  о ж и дан и е  о бработанны х  битовых р а з р я 
дов  за  одно применение «средней» команды.

з

м  =  2  p ( ° i ) =  4 " 2 0 4 8  + ' г 1 2 0 + 4 5 6  = 313-
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Р ассм отри м  наихудш ий случай, когда одинаковы е веса отсутствую т 
или их «мало», т. е. когда т  =  п. Тогда ф орм ула  (3) принимает  вид

В  = - ^ Г (5 п2+  1 2 п + 4 ) .

В этом случае  алгоритм  А  з атр ачи в ает  следую щ ее количество логиче
ских команд:

~  —24~зТз’ ’ ^ п2 12/г +- 4). (4)

С равни м  полученную оценку (4) с оценкой методов динамического про
грам м и рован и я  в предполож ении, что они, имея слож ность  O ( s n ) ,  з а т р а 
чиваю т по крайней мере s - n  команд. Получим, что при 1500 алгоритм 
А  вы полняется  быстрее.

Описанный алгоритм  зап р о гр ам м и р о ван  на язы ке  А ссемблера. П р о 
гр ам м а  п росчиты валась  на Э В М  ЕС-1022, имею щей быстродействие 
80 тысяч операций в секунду. Д л я  каж дого  значения  емкости генериро
вались  случайны е числа в и н тервалах  [1, 99] и [1, 999]. Р езу л ьтаты  м а 
ш инных эксперим ентов  приведены в таблице, где время п редставляет  со 
бой среднее значение  из 1 0  сгенерированных за д ач  д ля  каж дого  зн а ч е 
ния емкости р ю кзака .

Емкость 
рю кзака s

И нтервал [1 ,99 ] И нтервал [1 ,9 9 9 ]

К оличество 
переменны х п В рем я, с К оличество 

переменных п В ремя, с

50000 2000 56,81 200 50 ,37
60000 2400 122,42 240 109,97
70000 2800 193,61 280 173,83
80000 3200 262,73 320 244 ,46

90000 3600 341,07 360 321 ,94
100000 4000 423,26 400 409 ,70

Время, необходимое д ля  упорядочения последовательности  Р  и вы 
числения кратности  qi, не вклю чается. П риведенное  время есть время 
работы  цен трального  процессора ЭВМ.

В заклю чени е  остан овим ся  на одном в аж н о м  подходе, позволяю щ ем 
реш ать  зад ач и  ( 1 ) больш их размерностей с достаточно больш ими з н а 
чениями весов pi. Д л я  этой цели п редлагается  п ервон ачально  загрузить  
некоторую часть  емкости р ю к за к а  Si произвольно вы бран ны м и «больш и
ми» предметами, а затем  реш ать  зад ач у  ( 1 ) д л я  оставш ейся емкости 
S2 —S— S1 . В еличина  s t вы бирается , исходя из наличия доступной памяти, 
времени и качества  искомого решения. И сп о л ьзо ван и е  алгоритм а А  в 
этом случае имеет преимущ ество  по сравнению  с м етодам и  д инам ическо
го програм м ировани я , т а к  к а к  в з ад ач е  ( 1 ), полученной после приведе
ния, емкость р ю к за к а  м о ж ет  быть значительно больш е, чем это позво
л я ю т  методы д и нам ического  програм м ировани я , а именно, s2 = 2 - 1 0 6.
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