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К УСТОЙЧИВОСТИ СУЩЕСТВЕННО Н Е Л И Н Е Й Н Ы Х  СИСТЕМ

М етод  функций Л яп ун ова  [1] п озволяет  изучать  устойчивость реш е­
ний, описы ваем ы х д и ф ф еренц иальны м и уравнени ям и  с существенно не­
линейной правой частью. Д ополненн ы й идеей использования зн ак ооп ре­
делен ны х функций со знакопостоянной производной по времени [2— 4], 
метод приобрел  больш ое практическое значение  (см [5]). Н а р я д у  с этим 
в [6] отмечено, что д ля  установления свойства асимптотической устойчи­
вости и устойчивости в целом стац ионарн ы х систем можно воспользо­
ваться  и знакопостоян ны м и функциями Л яп ун ова .  П рим еры  применения 
так и х  функций содерж атся  в [7]. К  последним п ри м ы каю т и п р е д л а га е ­
мые исследования.

Пример 1. Рассм отри м  систему

. х ,  =  2  P ‘k) W  +  2  W  a *s (У)) < 1 ч
k = m  s = v  \  /

у  =  К  (х, у)

где X- =  (хъ  . .  ., хр), у  =  (уъ  . . . ,  y q), m  >  1, v >  1; p w  и X \ k) — однород­
ные ф орм ы  £-ой степени по компонентам  вектора х, а а г-8 — аналитиче­
ские функции, исчезаю щ ие при у  =  0. П редп олож и м , что ряды  в правой 
части (I) равном ерно  сходятся  в достаточно м алой  окрестности н ачала  
координ ат  Е вкли дова  пространства  R p+q. К роме того, пусть вектор-ф унк­
ция У непрерывна, У(0, 0 ) = 0  и в ш ар е  В н =  { z ^ R p+q : | | z | | < # } ,  Я > 0, 
п р и н ад л еж ащ ем  указан ной  окрестности, выполнены условия сущ ество­
вани я  и единственности решений системы (1).

В случае, когда У — голом орф н ая  в окрестности н ач а л а  координат 
функция, к системе (1) приводятся  многие системы, соответствующие 
тем или иным критическим случаям  [9— 10].

З ам ети м , что система (1) о б л ад ает  ин тегральной  поверхностью х =  0. 
П опы таем ся  построить знакопостоянную  функцию  Л яп у н о ва  переменной 
х, удовлетворяю щ ую  всем требовани ям  теорем ы  1 [6].

Р ассм отри м  систему в некотором см ы сле первого приближ ения  для  
первой группы уравнений (1)

if =  P\m) ( X ) ,  i =  177- (2)
П р едп олож и м , что нулевое реш ение этой системы асимптотически устой­
чиво. Т огда по теорем е 36 [10] с учетом (10, с. 138] существует функция 
Л яп у н о ва  V  в виде ф орм ы  ( г + 1 — т ) - ой степени по переменным Xi, . . .  
. . . ,  х р , я в л я ю щ а я с я  определенно полож ительн ой функцией, производ­
ная  которой, V = W ,  вдоль  решений системы (2) определенно о три ц атель­
на. Здесь  г — достаточно больш ое нату р ал ьн о е  число. Вычислим теперь
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полную  производную  по времени от V {х) в силу системы (1).  Л егко  ви ­
деть , что при условии г —v эта  производная  представи м а в виде

=  W  (х) +  О ((| л: ||г) а (у) +  о (]| х ЦЯ, а ( 0 ) = 0 .  Следовательно, при
достаточно малых отклонениях норм | |х | |  и ||</|| будет выполнено нера­
венство d V ( x ) / d t ,  если х ф 0. Т аки м  образом , если r = v ,  то д ля  системы 
(1) сущ ествует зн ак о п о л о ж и тел ьн ая  функция Л яп ун ова ,  производная  по 
времени от которой в силу этой системы является  знакоотри цательн ой  
функцией в достаточно м алой  окрестности н а ч а л а  координат. Эта ф унк­
ция о б р ащ ается  в нуль на интегральной  поверхности, на которой систе­
ма (1) при ним ает  вид

г / =У( 0 ,  у ) .  (3)

Е сли  нулевое решение системы (3) асимптотически устойчиво, то  (см. 
[3, 10]) сущ ествует  окрестность точки у  =  0, не с о д е р ж а щ а я  ненулевых 
отри ц ательн ы х  полутраекторий. П оэтом у условие 2) теоремы  1 [6] в ы п ол­
няется. У словие 3) этой теоремы  заведо м о  выполнено, ибо в дан ном  слу­
чае М  \  М 0 =  0 .

И так ,  приш ли к следую щ ем у утверж дению .
Теорема 1. П усть д ля  системы (2) сущ ествует определенно п о л о ж и ­

тельн ая  функция Л яп у н о в а  в виде ф орм ы  не выше ( v + 1 —т ) - о й  степе­
ни по переменным xi,  . . . ,  х р , полная  производная  по времени от кото­
рой в силу этой системы —• определенно о три ц ательн ая  форма v -ой сте­
пени. Тогда, если нулевое реш ение системы (3) асимптотически устойчи­
во, то нулевое решение системы (1) т а к ж е  асимптотически устойчиво.

Следствие.  Если т = 1  и нулевое реш ение системы (2), (3) асим пто­
тически устойчиво, то нулевое реш ение системы (1) т а к ж е  асимптотиче­
ски устойчиво.

Д ействительно , в этом случае  по известной теорем е Л яп ун ова  [1] ф о р ­
му V  мож но всегда  вы б рать  квадратичной.

Пример 2. П усть за д а н а  механическая  система с голономными с т а ­
ци онарны м и связям и , п олож ен ие  которой определяется  обобщ енными к о ­
орд и н атам и  q =  (qi , . . . , qn ) ,  а д ви ж ен и е  ее описывается  векторным у р а в ­

нением Лагранжа второго рода  — <?)

' q, а нели 

h{q, q ) E

dq

Предположим, что кинетическая энергия системы Т  =  - ^ - q ' q ,  а нелиней­
на (<?)

второго порядка: q

ные обобщенные силы имеют вид Q (q , q) =  - ^

—  h(q,  q )a(q) ,  где Е  — единичная матрица, а  =  (ах, . . . , а п). Будем счи­
тать, что вектор-функция а  непрерывно дифференцируема, равна нулю при 
q —  0, a h  — непрерывная скалярная ф ункция.

И так ,  мы имеем следую щ ую  систему д и ф ф ерен ц и альн ы х  уравнений

У  ~ +  h (q, q ) E \ q  —  h{q,  q)a(q) .

Теорема 2. Е сли  вы полнен ы  условия: а) все собственные числа м а тр и ­
ц ы — d a ( 0 ) / d q  имеют отри ц ательн ы е  действительны е части; в) h(q ,  q) >  
> 0  в достаточно м алой  окрестности значений <7 =  0, <7 =  0, то невозм ущ ен­
ное д ви ж ен и е  q =  q =  0 асимптотически устойчиво относительно обобщ ен­
ных координат  q и обобщ енны х скоростей q.

Д о к а з а т е л ь с т в о .  Р ассм о тр и м  скал яр н о е  произведение V (q, q) =  
=  [q-\ -u(q)]' [q-\ -a(q)].  Ясно, что V(q ,  <7)^=0, а п рои зводн ая  по времени, 
вы чи слен ная  от V  в силу уравнени й  дви ж ен и я ,  V(q ,  q) =  —h(q ,  <?)[<7+ 
+  а(<7)]'[<7+а(<7)]. В силу в) V(q,  < 7 )^ 0 ,  причем М  =  М й (см. теорему 1 
[6]), поэтому вы полнены условия  1) и 3) теорем ы  1 [6]. К роме того, по­
верхность <7 + а ( < 7 ) = 0 , к а к  нетрудно проверить, и н тегральная , и на  ней 
с учетом а) реш ение <7 =  0 асимптотически устойчиво. Условие 2) т ео р е ­
мы 1 [6] проверяется  т а к  ж е , к а к  и в теорем е 1. У тверж дение  теоремы  2 
поэтому следует  из теорем ы  1 [6].
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У Д К  519.21
В. П. К И Р Л И Ц А

ОБ О Д Н О Й  ЗА Д А Ч Е  
СТОХАСТИЧЕСКОГО П Р О Г Р А М М И Р О В А Н И Я  

С Л И Н Е Й Н Ы М И  Р ЕШ АЮЩ И М И  П РА ВИ ЛА М И

Рассм отри м  следую щую з а д а ч у  стохастического програм м ировани я:

М  (с'х)  m ax, (1)
(  «  1 _________

Р  | 2  аи х 1 <  b i j >  Pi, i =  1, т.  (2)

Б уд ем  считать м атри цу  A =  ||a ,j | |  детерм инированной , а b и с незави си­
м ы ми случайны м и векторами. З а д а д и м  реш аю щ ее  прави ло  в виде

x = D b , (3)
где D  — неизвестная д етерм и н и рован н ая  м атри ц а  р а зм е р а  п Х т .  Н айти  
реш ение зад ач и  (1) — (3 )— зн ач и т  вычислить элем енты  й ц  м атрицы  D, 
при которых М ( с ' х )  достигает  своего м аксим альн ого  значения  при о гр а ­
ничениях (2), (3).

П о дробн ая  библи ограф ия р або т  по стохастическому п рогр ам м и р о ва ­
нию содерж ится  в м онограф иях  [1, 2].

В м онограф ии [1] п оставлен н ая  з а д а ч а  (1) — (3) реш ен а  в предполо­
ж ении, что составляю щ ие векто р а  ограничений распределен ы  н о р м ал ь­
но. О дн ако  метод, предлож енн ы й в указан н ой  монограф ии д л я  решения 
за д ач и  (1) — (3), не применим д л я  других типов расп ределен и я  компо­
нент bi вектора  ограничений Ь.

В данной работе  п р ед лагается  новый подход к  решению  задач и  
(1) — (3) в общем случае, т. е. когда  компоненты bi вектора  ограничений 
b явл яю тся  непрерывно р аспределен ны м и случайны ми величинами.

Р ассм отри м  суть п редлагаем ого  метода реш ения зад ач и  (1) — (3). 
П р ео бр азу ем  запись зад ач и  (1) — (3) к экви вален тн ом у  детерм и н и рован ­
ному виду. П одстави м  (3) в в ы р а ж е н и е  (1) д л я  п о к азател я  качества  ре­
ш ения  задач и . У читывая стохастическую  независим ость векторов с и Ь,

т гг

имеем М  (с'х)  =  М  (c 'D b ) =  2 2  ^ i f i i c i>
i=  i i= i

где с и Ъ — матем атические  о ж и дан и я  векторов с и Ь. П риведем  теперь 
условия  (2) к экви вален тн ом у  детерм ин ированном у  виду. О бозначим 
через й г =  (ап,  . . . ,  a in) i -ю строку  м атрицы  А.  Н етрудно  видеть, что 
условия  (2) ,  (3) эквивалентны  соотношениям

P{a ' iDb  —  bi < 0 } > р^, i =  1, т.  (4)
С л у чай н ая  величина a . D b — bi яв л яется  линейной ком бин ац ией  случай­
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