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УДК 539.3

КОЛЕБАНИЯ КРУГОВОЙ ТРЕХСЛОЙНОЙ ПЛАСТИНЫ  
ПОД ДЕЙСТВИЕМ ЛИНЕЙНОЙ ВО ВРЕМЕНИ  

ВНЕШНЕЙ НАГРУЗКИ 

Д. В. ЛЕОНЕНКО1), М. В. МАРКОВА1)

1)Белорусский государственный университет транспорта, 
ул. Кирова, 34, 246653, г. Гомель, Беларусь

Рассмотрена задача о динамическом деформировании круговой трехслойной пластины со ступенчатым из-
менением толщины внешних слоев. Модель деформирования пластины построена на основе гипотезы ломаной 
линии. Подход к рассмотрению поставленной задачи базируется на методе декомпозиции геометрии пластины, 
в соответствии с чем представлены уравнения движения для каждого участка постоянной толщины, вывод кото-
рых выполнен с помощью вариационного принципа Гамильтона. Получено частное аналитическое решение для 
вынужденных колебаний пластины, возбуждаемых линейным во времени внешним воздействием. Представлен-
ное решение основано на суперпозиции квазистатических и динамических составляющих перемещений, возни-
кающих в пластине при колебаниях. Для апробации решения выполнены численные исследования для различных 
пакетов материалов.

Ключевые слова: динамическое деформирование трехслойной пластины; квазистатическое деформирование 
трехслойной пластины; круговая трехслойная ступенчатая пластина.
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The problem of dynamic deformation of a circular three-layer plate with a step-variable thickness of the outer layers is 
considered. The plate deformation model is based on the zig-zag theory. The approach to the consideration of the problem 
relies on the method of decomposition of the plate geometry. According to this, we represent the equations of motion for 
each section of the plate with a constant thickness. The derivation of these equations predicated on Hamilton’s variational 
principle. A particular analytical solution is obtained for forced plate vibration induced by linear in time external action. 
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The represented solution is based on a superposition of quasi-static and dynamic components of the displacement appea-
ring in the plate during vibrations. To test the obtained solution, numerical studies were performed for various materials.

Keywords: dynamic deformation of a three-layer plate; quasi-static deformation of a three-layer plate; circular three-layer 
stepped plate.

Acknowledgements. This work was supported by the Belarusian Republican Foundation for Fundamental Research 
(project Т22М-072).

Введение
Композитные элементы не являются новым инженерным решением в проектной практике. Однако 

с каждым годом их применение при проектировании зданий и сооружений, деталей машин и механизмов 
только растет ввиду явных преимуществ композитных конструкций перед конструкциями, выполнен-
ными из одного материала. Сочетание разнородных свойств нескольких материалов позволяет наделить 
композитный элемент требуемыми физико-механическими характеристиками. Применение такого рода 
конструкций в проектной практике обусловливает необходимость создания расчетных механико-мате-
матических моделей, учитывающих неоднородность их структуры и особенности работы под нагрузкой.

Рассмотренный в данной статье дискретно-структурный подход [1] к моделированию деформирова-
ния трехслойной пластины в литературе получил название гипотезы ломаной линии (zigzag theory [2; 3]). 

Особенностью исследуемого в работе пакета является ступенчатое изменение толщины внешних 
слоев. Подобного рода локальные утолщения в наиболее напряженных местах конструкций позволяют 
улучшить работу элемента под нагрузкой без существенного изменения его собственного веса. 

В исследованиях последних лет работа круговых элементов ступенчато-переменной толщины рас-
сматривалась с позиции однослойной конструкции. Так, с опорой на теорию сдвига первого порядка 
Миндлина в публикациях [4 –7] проведен анализ свободных колебаний круговых однослойных пластин 
с многократным ступенчатым изменением толщины. В статье [8] рассмотрена плавучая конструкция 
понтонного типа, колебания в которой возбуждаются воздействием ветра и волн. Конструкция модели-
руется как круговая пластина со свободными краями. Для улучшения использования материалов при 
сопротивлении напряжениям и деформациям толщина пластины ступенчато изменяется вдоль радиуса. 
В работе [9] предложен способ изменения формы колебаний круговой пластины со свободным краем 
с n = 2 на n = 0 путем ступенчатого увеличения толщины от середины к внешнему контуру. Ав торы под-
черкивают, что возможность приведения колебаний к форме n = 0 имеет весомое значение для измери-
тельных и пусковых устройств, а также больших плавучих конструкций понтонного типа. С опорой на 
метод декомпозиции и применение дискретной свертки в статье [10] представлен новый подход к ана-
лизу свободных колебаний круговой ступенчатой пластины, который не требует условий регулярности 
(ограниченности) решения в центральной точке. Точность описанного метода проверена путем сравнения 
полученных результатов с имеющимися данными. В работе [11] рассмотрена задача вращения круговой 
пластины переменной толщины, нагруженной по внешнему контуру. В публикации [12] исследовано теп-
ловое нагружение профилированной кольцевой пластины с учетом теплообмена с окружающей средой.

Работа трехслойных конструкций ступенчато-переменной толщины рассмотрена в рамках прямо-
угольных пластин [13–15] и стержней [16]. В статье [13] изучено напряженно-деформированное состоя-
ние прямоугольной изгибаемой пластины со ступенчатым увеличением толщины растянутого лицево-
го слоя пакета. Решение поставленной задачи построено на гипотезе ломаной линии и вариационном 
принципе Лагранжа. В публикациях [14; 15] рассмотрена статическая (изгиб и устойчивость) и дина-
мическая (собственные колебания) работа прямоугольной пластины с утолщениями в зоне как растя-
нутого, так и сжатого слоя. В статье [16] проанализирован изгиб трехслойного стержня со ступенчато-
переменной толщиной одного из несущих слоев при его частичном опирании на упругое основание.

Статическое деформирование круговой трехслойной пластины со ступенчатым изменением толщи-
ны наружных слоев изучено в работах [17–20]. В настоящей статье рассмотрено построение решения 
для динамического деформирования схожей круговой пластины, представленной трехслойным паке-
том, толщина внешних слоев которого ступенчато изменяется вдоль радиуса, а также проанализиро-
вано влияние физико-механических характеристик слагающих пакет материалов и геометрических 
параметров ступенчатого профиля на величину прогибов при вынужденных колебаниях, вызванных 
постоянной во времени нагрузкой, и квазистатическом деформировании.

Постановка задачи
В цилиндрической системе координат r, j, z рассмотрим круговую трехслойную пластину со сту-

пенчатым изменением толщины внешних слоев. Относительно толщины срединного слоя 3 внешние 
слои 1 и 2 имеют небольшую толщину, которая задается с помощью кусочно-постоянной функции Хе-
висайда H r0( ) [21]: 
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h r h h h H r R h r h h h1 1 1 1 0 2 2 2 2( ) = + −( ) ⋅ −( ) ( ) = + −( ) ( ) ( ) ( ) ( )I II I I I II I
, (( )( ) ⋅ −( )H r R0 I ,

где римскими цифрами I и II нумеруются соответственно центральный и наружный участки, имеющие 
различную толщину; R I – радиус центрального участка. Тогда общий радиус пластины, совпадающий 
с внешним контуром наружного участка, обозначим как R II (рис. 1).

Срединный заполнитель, обеспечивающий монолитность всей конструкции трехслойного пакета 
и служащий для перераспределения усилий между внешними несущими слоями, имеет постоянную 
вдоль радиуса толщину h3 = 2c = const. Координатная плоскость пластины r, j совпадает со срединной 
плоскостью заполнителя.

Кинематика пакета описывается с помощью гипотезы ломаной линии, согласно которой деформиро-
вание тонких внешних слоев подчиняется классическим гипотезам Кирхгофа [22], а деформирование 
относительно толстого срединного заполнителя – сдвиговой теории Тимошенко [23].

Рассматриваемая пластина находится в покое и не имеет первоначальной деформации. В момент 
времени t0 она воспринимает осесимметричное вертикальное внешнее воздействие q q r t= ( )( )I II,

, , вы-
водящее ее из состояния равновесия. В результате в пластине возникают прогиб w r t, ,( )  относительный 
сдвиг в заполнителе y r t,( ) и радиальное смещение координатной поверхности u r t, .( )

С использованием метода декомпозиции геометрии в работе [24] была представлена система диф-
ференциальных уравнений движения для каждого участка рассматриваемой пластины, вывод которой 
основан на вариационном принципе Гамильтона [25]:

DD Dw D m w D M w
I II I II I II I II I II I II I II, , , , , , ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (+ + 

1 )) ( ) ( )= D q
I II I II, ,

,

 u b w C r
C
r

m
r rrI II I II I II I II

I II I II

, , , ,

, ,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )= + + −

1 1

2 1

′ ww dr
I II,

,( )∫  (1)

y
I II I II I II I II

I II I II

, , , ,

, ,

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )= + + −b w C r

C
r

m
r rr2 3

4 2

′ ww dr
I II,

,( )∫
где D – оператор Лапласа; D, bi, m, mi и M1 – коэффициенты, зависящие от плотности, упругих свойств 
материалов и толщины слоев пластины; Cn – константы интегрирования, определяемые из граничных 
условий; w r′  – угол поворота нормали при изгибе пластины (штрих в нижнем индексе обозначает опе-
рацию дифференцирования по следующей за ним координате).

Рис. 1. Круговая трехслойная ступенчатая пластина  
с уширением (а) и сужением (б ) в центральной части 

Fig. 1. Circular three-layer stepped plate 
with widening (a) and narrowing (b) in the center
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Решение для пластины в целом может быть записано с помощью функции Хевисайда:

w w w w H r R= + −( ) ⋅ −( )( ) ( ) ( )I II I I0 ,

u u u u H r R H r R= + −( ) ⋅ −( ) = + −( ) ⋅ −( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )I II I I I II I I0 0, .y y y y

Метод декомпозиции, применяемый при построении решения, предполагает необходимость нало-
жения условий равенства перемещений и внутренних усилий в точке сопряжения участков различной 
толщины (при r = R I ):

 
w w u u w w

T T
r r

r r

I II I II I II I II

I II

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )

= = = =

=

, , , ,y y ′ ′

(( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= = =, , , ,M M H H Q Qr r r rI II I II I II

 (2)

где Tr – продольная сила; M r – изгибающий момент; H r – момент на границе контакта слоев; Q – по-
перечная сила. Выражения для определения внутренних усилий представлены в статье [26]. 

Условия опирания внешнего контура формируют оставшиеся выражения граничных условий, необ-
ходимые для определения констант интегрирования. Так, при жестком защемлении внешнего контура 
линейные ( , )w u

II II( ) ( )  и угловые ( , )y
II II( ) ( )w r′  перемещения в точке r = R II будут отсутствовать [27]:

 w u w rII II II II( ) ( ) ( ) ( )= = = =0 0 0 0, , , .y ′  (3)

При шарнирном опирании для пакетов с жесткой диафрагмой по внешнему контуру, препятствую-
щей взаимному сдвигу слоев, необходимо потребовать на опоре равенства нулю изгибающего момента, 
прогиба, относительного сдвига в заполнителе и радиального смещения координатной поверхности:
 w u MrII II II II( ) ( ) ( ) ( )= = = =0 0 0 0, , , .y  (4)

Для решения системы (1) искомые функции перемещений w r t, ,( )  u r t, ,( )  y r t, ,( )  возникающих в плас-
тине при вынужденных колебаниях, представим в виде суперпозиции квазистатических ( , , )w r u r rs s s( ) ( ) ( )y

( , , )w r u r rs s s( ) ( ) ( )y  и динамических ( , ,w r td ( )  u r td , ,( )  yd r t, )( )  составляющих [28]:

 w w w u u us d s dI II I II I II I II I II I II I II, , , , , , ,
, ,( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (= + = + y )) ( ) ( )= +y ys dI II I II, ,

.  (5)

Начальные условия принимаем однородными:

 
w r w r w r w r w r w r
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, , , , , , , ,
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(( ) = − ( ) ( ) = − ( )w r w r w rs d s, , , , .0 0 0 

 (6)

С учетом решения (5) система (1) преобразуется к виду
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Система, описывающая квазистатическое деформирование пластины, может быть получена из сис-
темы (1) путем обнуления инерционных слагаемых:
 DDw D qs I II I II I II, , ,

,( ) ( ) ( )=  (8)
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Решить систему (8) можно посредством четырехкратного интегрирования первого выражения с по-
следующей подстановкой полученного результата в последние два уравнения:
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где Csn – константы интегрирования квазистатического деформирования, определяемые из граничных 
условий (2) – (4).

Для линейной во времени внешней нагрузки ws I II, ,( ) = 0  тогда с учетом уравнений (8) система (7) 
преобразуется к виду
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Система (10) представляет собой уравнения движения, описывающие собственные колебания плас-
тины. Решение данной системы можно получить с помощью метода Фурье [29], представив функцию 
прогиба пластины в виде произведения двух функций:

 w r t W r td I II I II, ,
, ,( ) ( )( ) = ( ) ( )ζ  (11)

где W r
I II,( )( ) – функция, зависящая только от координаты r; ζ t( ) – функция, зависящая только от времени t.

После подстановки выражения (11) в первое уравнение системы (10) получаем

DD DW r W r W r
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 = ( ) + ( ) =0 0

2
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где α
I II,( ) и β

I II,( ) – коэффициенты, зависящие от частоты колебаний пластины w, при этом 

α w β w
I II I II I II I II I II I II, , , , , ,

, , .( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )= =0 5
2 2

1
4D m D M

Частоты собственных колебаний ступенчатой пластины w определяются из трансцендентного урав-
нения, полученного из граничных условий. 

Таким образом, решение для функции wd I II,( ) и остальных динамических составляющих перемеще-
ний представляется в виде ряда [30]:
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где γn
±  – коэффициенты, зависящие от частоты собственных колебаний пластины ωn; J r n0 γ −( ) – функция 

Бесселя нулевого порядка первого рода; Y r n0 γ −( ) – функция Бесселя нулевого порядка второго рода (функ-

ция Неймана); I r n0 γ +( ) – модифицированная функция Бесселя нулевого порядка первого рода (функция 

Ин фельда); K r n0 γ +( ) – модифицированная функция Бесселя нулевого порядка второго рода (функция Мак-

дональда) [31; 32]; Cdn – константы интегрирования, определяемые из граничных условий; Аn и Вn – кон-
станты, определяемые из начальных условий колебаний пластины (6).

Константы интегрирования C C C C C C C Cs s s s d n d n d n d n2 4 7 8 2 4 6 8I I I I I I I I( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (, , , , , , , )) требуется при-
нять равными нулю исходя из условий регулярности функций перемещений, обусловленных сингуляр-
ностью в центральной точке пластины (при r = 0):

 C C C C C C C Cs s s s d n d n d n d n2 4 7 8 2 4 6 8I I I I I I I I( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) (= = = = = = = )) = 0.  (13)

Система уравнений, сформированная из граничных условий (2) – (4), служит для определения конс-
тант интегрирования как при квазистатическом, так и при динамическом деформировании. 

Временны́е константы интегрирования Аn и Вn могут быть определены из начальных условий (6). 
Опираясь на свойство ортогональности координатных функций динамических составляющих проги-
бов W rn ( ), получим выражения для Аn и Вn:



55

Теоретическая и прикладная механика
Theoretical and Practical Mechanics

 

A rW r w r dr rW r w r dr rWn n d

R

n s

R

n= ( ) ( ) = − ( ) ( ) −∫ ∫ ( ) ( ) ( ), ,0 0

0 0

II I

I I II
rr w r dr

r C I r C J r

s
R

R

d n n d n n

( ) ( ) =

= − ( ) +

( )

( ) ( )
+

( )

∫ II

I I I

, 0

5 0 7 0

I

II

γ γ
II

I I I I

( )
−

( ) ( ) ( ) ( )

( )



 ×




× + + ( )( )

∫
0

5 6

2 1 1
0

R

s sC C r D r r r rq r d

I

, rrdrdrdr dr

r C I r C K rd n n d n

∫∫∫∫







−

− ( ) +( ) ( )
+

( )5 0 6 0II II II
γ γγ γ γn d n n d n nC J r C Y r

II II II II II( )
+

( ) ( )
−

( ) ( )
−( ) + ( ) + ( )






 7 0 8 0 ×

× + + + +

∫

( ) ( ) ( ) ( ) ( )

R

R

s s s sC C r C r C r r D

I

II

5 6

2

7 8

2 1
II II II II II

ln ln rr r r rq r drdrdrdr dr1
0

II( )( )( )





∫∫∫∫ , ,

 

(14)

B rW r w r dr rW r w r drn
n

n d

R

n
n s

R

= ( ) ( ) = − ( ) ( )∫ ∫ ( ) ( )
1

0
1

0

0 0
w w , ,

II I

I I
++ ( ) ( )









 =

= −

( ) ( )

( )

∫ rW r w r dr

r C I r

n s
R

R

n
d n n

II II

I I

 , 0

1
5 0

I

II

w γ (( )
+

( ) ( )
−

( ) ( )( ) + ( )



 ( )( )C J r D r r r rq r drdrdrdd n n7 0

1 1
0

I I I I
γ  , rr dr

r C I r C K r

R

d n n d n

∫∫∫∫∫ 





+






( ) +( ) ( )
+

( )

0

5 0 6 0

I

+
II II II

γ γnn d n n d n nC J r C Y r
II II II II II( )

+
( ) ( )

−
( ) ( )

−( ) + ( ) + ( )






 7 0 8 0γ γ ××

× ( )( ) 








∫

∫∫∫∫( ) ( )

R

R

D r r r rq r drdrdrdr dr

I

II

II II

1 1
0 , .

Таким образом, решение (5) с учетом выражений (9) и (12), а также констант (13) и (14) является 
решением задачи о вынужденных колебаниях трехслойной ступенчатой пластины.

Численные исследования
Для апробации полученного решения рассмотрим деформирование следующих пакетов трехслойных 

ступенчатых пластин: Д16Т – фторопласт-4 – Д16Т, сталь – фторопласт-4 – сталь, сталь – ПС-1 – сталь 
(Д16Т – дюралюминий, ПС-1 – полистирольный пенопласт). Физико-механические характеристики рас-
сматриваемых материалов [33–35]: Д16Т – ρ1, 2 = 2700 кг/м3, K1, 2 = 0,8 ⋅ 1011 Па, G1, 2 = 0,267 ⋅ 1011 Па; фторо-
пласта-4 – ρ3 = 2150 кг/м3, K3 = 3,45 ⋅ 107 Па, G3 = 9,0 ⋅ 107 Па; стали – ρ1, 2 = 7850 кг/м3, K1, 2 = 1,913 ⋅ 1011 Па, 
G1, 2 = 0,78 ⋅ 1011 Па; ПС-1 – ρ3 = 60 кг/м3, K3 = 1,0 ⋅ 107 Па, G3 = 1,5 ⋅ 107 Па (ρ – плотность материала, K – мо-
дуль объемной деформации материала, G – модуль сдвига материала). Радиус внешнего контура рассматри-
ваемых пластин RII равен 1 м. Значения толщин наружных слоев: h h

1 2
0 04

I I( ) ( )= = ,  м, h h
1 2

0 02
II II( ) ( )= = ,  м 

(для пластин с уширением в центральной части); h h
1 2

0 02
I I( ) ( )= = ,  м, h h

1 2
0 04

II II( ) ( )= = ,  м (для пластин 
с сужением в центральной части). Толщина срединного заполнителя h3 составляет 0,3 м. На пластину 
действует постоянная во времени динамическая нагрузка q t( ) = const. Во всех численных расчетах огра-
ничение длины суммируемых рядов (12) в каждом случае исследовалось отдельно. 

На рис. 2– 4 представлены графики изменения величины прогиба w в центральной точке пластины 
(r = 0) с течением времени t вынужденных колебаний, вызванных равномерно распределенной по всей 
площади нагрузкой интенсивностью q q

I II( ) ( )= = �100–100 кПа. 
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Рис. 2. Изменение величины прогиба в центральной точке пакета 
Д16Т – фторопласт-4 – Д16Т с уширением (а) и сужением (б ) в центральной части
Fig. 2. Change of deflection at the central point of the package D16T – PTFE – D16T  

with widening (a) and narrowing (b) in the center

Рис. 3. Изменение величины прогиба в центральной точке пакета 
сталь – фторопласт-4 – сталь с уширением (а) и сужением (б ) в центральной части

Fig. 3. Change of deflection at the central point of the package steel – PTFE – steel  
with widening (a) and narrowing (b) in the center

Рис. 4. Изменение величины прогиба в центральной точке пакета 
сталь – ПС-1 – сталь с уширением (а) и сужением (б ) в центральной части

Fig. 4. Change of deflection at the central point of the package steel – PS-1 – steel  
with widening (a) and narrowing (b) in the center
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Изменение величины максимального прогиба и периода колебаний обусловлено изменением жест-
кости элемента при варьировании его геометрических параметров и физико-механических свойств. 
Из рис. 2– 4 видно, что деформативность трехслойных элементов при динамическом нагружении 
в большей степени зависит от механических характеристик внешних слоев, чем от механических ха-
рактеристик срединного заполнителя. Так, при увеличении модуля объемной деформации внешних 
слоев в 2,4 раза прогиб плас тин рассматриваемой геометрии в среднем уменьшился в 2,35 раза. При 
уменьшении модуля объемной деформации срединного заполнителя в 34,5 раза прогиб пластины 
увеличился в 1,1 раза.

Рассмотрим первый максимальный прогиб пластины, возникающий в процессе колебаний, и про-
следим за изменением его величины при изменении радиуса центрального участка указанных выше 
пакетов пластин. На рис. 5 представлены графики изменения прогиба при квазистатическом и динами-
ческом деформировании. 

Из рис. 5 видно, что для рассмотренных пакетов при RI = 0,615R II как при квазистатическом (кри-
вые 2 и 4 ), так и при динамическом (кривые 1 и 3) деформировании пластины с уширением (кривые 1 и 2) 
и пластины с сужением (кривые 3 и 4 ) в центральной части имеют одинаковый прогиб. При этом объем 
материала, требуемый для изготовления внешних слоев пластины с сужением в центральной части, на 
18 % превышает объем материала, требуемый для изготовления внешних слоев пластины с уширением 
в центральной части. Из этого можно сделать вывод, что при равной деформативности двух видов плас-
тин пластина с уширением в центральной части менее материалоемка. 

Равная материалоемкость пластин с уширением и сужением в центральной части достигается при 
R I = 0,707R II, что видно из рис. 6.

Рассмотрим деформативность ступенчатых пластин под действием равномерно распределенной лишь 
вдоль одного участка нагрузки (рис. 7–9). Равнодействующая нагрузки, воспринимаемой пластиной, со-

ставляет величину F = –100 кН. Для давления, действующего по площади центрального участка, q F
RI

I

( ) =
π 2

; 

для давления, действующего по площади наружного участка, q F
R RII

II I

( ) =
−( )π 2 2

.

Рис. 5. Изменение величины прогиба в центральной точке пакетов 
Д16Т – фторопласт-4 – Д16Т (а), сталь – фторопласт-4 – сталь (б ), сталь – ПС-1 – сталь (в): 

1, 2 – динамическое (в момент первого максимального прогиба) и квазистатическое  
деформирование пластины с уширением в центральной части соответственно; 

3, 4 – динамическое (в момент первого максимального прогиба) и квазистатическое  
деформирование пластины с сужением в центральной части соответственно

Fig. 5. Change of deflection at the central point of the packages  
D16T – PTFE – D16T (a), steel – PTFE – steel (b), steel – PS-1 – steel (c): 

1, 2 – dynamic (at the moment of the first maximum deflection)  
and quasi-static deformation of the plate with widening in the center respectively; 

3, 4 – dynamic (at the moment of the first maximum deflection)  
and quasi-static deformation of the plate with narrowing in the center respectively
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При нагружении центрального участка кривые прогибов для пластин с уширением (кривые 1) и су-
жением (кривые 2) пересекаются в точке A при R I = 0,54R II (для пакета Д16Т – фторопласт-4 – Д16Т) 
(см. рис. 7) и R I = 0,55R II (для пакетов сталь – фторопласт-4 – сталь и сталь – ПС-1 – сталь) (см. рис. 8 и 9). 
В этом случае объем материала, требуемый для изготовления внешних слоев пластины с сужением 
в центральной части при рассматриваемых геометрических параметрах, на 32 % (для пакета Д16Т – 
фторопласт-4 – Д16Т) и 30 % (для пакетов сталь – фторопласт-4 – сталь и сталь – ПС-1 – сталь) пре-
вышает объем материала, требуемый для изготовления внешних слоев пластины с уширением в цент-
ральной части. Таким образом, в случае приложения внешнего воздействия лишь в зоне участка I 
плас тина с уширением в центральной части также является менее материалоемкой при условии равной 
деформативности. 

Рис. 6. Зависимость площади участков ступенчатой пластины 
от радиуса границы перепада толщины внешних несущих слоев: 

1 – участок I; 2 – участок II
Fig. 6. Dependence of the area of the stepped plate sections  

on the radius of the thickness difference in the outer bearing layers: 
1 – section I; 2 – section II

Рис. 7. Изменение прогиба в центральной точке пакета  
Д16Т – фторопласт-4 – Д16Т при динамическом (а) и квазистатическом (б ) деформировании: 

1, 2 – нагружение участка I в пластине с уширением и сужением в центральной части соответственно; 
3, 4 – нагружение участка II в пластине с уширением и сужением в центральной части соответственно

Fig. 7. Change of deflection at the central point  
of the package D16T – PTFE – D16T during dynamic (a) and quasi-static (b) deformation: 

1, 2 – loading of section I in the plate with widening and narrowing in the center respectively; 
3, 4 – loading of section II in the plate with widening and narrowing in the center respectively
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Рассмотрев радиус центрального участка R I = 0,707R II, при котором материалоемкость пластин раз-
личной формы будет одинакова, видим, что при нагружении участка I (кривые 1 и 2) прогиб, возникаю-
щий в пластине с уширением в центральной части, для всех исследованных пакетов составляет 58 % от 
прогиба, возникающего в пластине с сужением в центральной части.

В случае приложения внешней нагрузки к участкам, имеющим минимальную толщину (наружному 
участку для пластины с уширением в центральной части (кривые 3) и центральному участку для плас тины 
с сужением в центральной части (кривые 2)), пластины обеих форм получат равный прогиб при радиусе 
центрального участка от R I = 0,20R II до R I = 0,23R II (точки B на рис. 7– 9). При этом материалоемкость 
пластины с сужением в центральной части будет выше на 85–88 %. 

Результаты исследования по определению приоритетного варианта передачи внешней нагрузки на 
участки ступенчатых пластин, основанные на сравнении параметров деформативность – материалоем-
кость, сведены в таблицу.

Рис. 9. Изменение прогиба в центральной точке пакета  
сталь – ПС-1 – сталь при динамическом (а) и квазистатическом (б ) деформировании: 

1, 2 – нагружение участка I в пластине с уширением и сужением в центральной части соответственно; 
3, 4 – нагружение участка II в пластине с уширением и сужением в центральной части соответственно

Fig. 9. Change of deflection at the central point  
of the package steel – PS-1 – steel during dynamic (a) and quasi-static (b) deformation: 

1, 2 – loading of section I in the plate with widening and narrowing in the center respectively; 
3, 4 – loading of section II in the plate with widening and narrowing in the center respectively

Рис. 8. Изменение прогиба в центральной точке пакета  
сталь – фторопласт-4 – сталь при динамическом (а) и квазистатическом (б ) деформировании: 

1, 2 – нагружение участка I в пластине с уширением и сужением в центральной части соответственно; 
3, 4 – нагружение участка II в пластине с уширением и сужением в центральной части соответственно

Fig. 8. Change of deflection at the central point  
of the package steel – PTFE – steel during dynamic (a) and quasi-static (b) deformation: 

1, 2 – loading of section I in the plate with widening and narrowing in the center respectively; 
3, 4 – loading of section II in the plate with widening and narrowing in the center respectively



60

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2023;1:49–63
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2023;1:49–63 

Оптимальный способ нагружения пластины при сравнении возможных вариантов
The optimal way to load the plate when comparing possible options

Сравниваемые 
пластины

Нагружение  
с наименьшей  

деформативностью
при равной 

материалоемкости

Сравниваемые 
пластины

Нагружение  
с наименьшей  

деформативностью
при равной 

материалоемкости

Вариант 1 Вариант 4

– –

+ +

Вариант 2 Вариант 5

+ –

– +

Вариант 3 Вариант 6

– +

+ –

П р и м е ч а н и е. Оптимальный способ нагружения для каждого из вариантов отмечен знаком «плюс».

Заключение
В работе получено аналитическое решение, которое позволяет определить перемещения, возни-

кающие при вынужденных колебаниях круговой трехслойной пластины со ступенчатым изменением 
толщины внешних несущих слоев. Полученное решение справедливо для пакетов, собранных из любых 
материалов, которые воспринимают линейное во времени осесимметричное вертикальное внешнее 
воздействие, имеющее произвольную локализацию на участках пластины. Составной частью пред-
ставленного решения является решение, позволяющее определить перемещения при квазистатическом 
деформировании трехслойной ступенчатой пластины, что дает возможность параллельно рассматривать 
сразу две задачи.

В рамках численных исследований проанализированы пакеты из различных материалов и выявлено, 
что динамическое внешнее воздействие приводит к увеличению прогиба в среднем в 2 раза по сравне-
нию с прогибом при восприятии квазистатического воздействия такой же интенсивности. Пластины со 
ступенчатым изменением толщины внешних несущих слоев, имеющие утолщение в центральной части, 
обладают меньшей материалоемкостью при условии равной деформативности, чем пластины, имеющие 
утолщение по периферии.
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