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УДК 539.3:534

РАСПРОСТРАНЕНИЕ ПОВЕРХНОСТНОЙ ВОЛНЫ  
ОКОЛО СЛУЧАЙНО -ШЕРОХОВАТОЙ ПОВЕРХНОСТИ

А. В. ЧИГАРЕВ1), М. Г. БОТОГОВА1), Г. И. МИХАСЕВ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается обобщение задачи о распространении поверхностной упругой волны Рэлея около свобод-
ной поверхности, получаемой математическим деформированием свободной плоскости. Множество возможных 
реализаций поверхности в среднем эквивалентно плоскости, а дисперсия является постоянной величиной. Пред-
полагается малость безразмерного параметра – градиента к поверхности, что обусловливает наличие малых флук-
туаций у всех полевых величин. Определяются эффективные граничные условия на эффективной плоской границе. 
Из условия существования ненулевых решений задачи о собственных колебаниях полупространства с неровной 
границей выводится обобщенное уравнение Рэлея, содержащее дополнительный параметр безразмерной диспер-
сии градиента к поверхности. Численно находятся корни уравнения в зависимости от коэффициента Пуассона  
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и дисперсии. Влияние дисперсии градиента к неровной поверхности проявляется в трансформации нулевого кор-
ня в ненулевой при условии, что отношение скорости рэлеевской волны к скорости поперечной волны меньше 
единицы. Второму корню, получаемому из нулевого, соответствует появление более медленной, чем рэлеевская, 
волны, амплитуда которой также уменьшается с глубиной. Физически допустимые решения могут существовать 
только для величины дисперсии градиента меньше 0,09 в диапазоне изменения свойств материалов от твердых до 
резино подобных.

Ключевые слова: упругая волна Рэлея; дисперсия неровности поверхности; малый безразмерный параметр.
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PROPAGATION OF A SURFACE WAVE  
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A generalisation of the problem on the propagation of a surface elastic Rayleigh wave near a free surface obtained by 
continuous deformation of the initial plane is considered. The set of possible realisations of the surface is, on average, 
equivalent to a plane, and the dispersion is a constant. The smallness of a dimensionless parameter, the gradient to a sur-
face, is assumed, which causes the presence of small fluctuations in all field quantities. The effective boundary conditions 
on a plane boundary are obtained. From the condition for the existence of non-zero solutions, the generalised Rayleigh 
equation is found for the case of an uneven boundary containing a parameter of a dimensionless dispersion of the gradient 
to a surface. Roots of the dispersion equation are numerically found depending on the Poisson’s ratio and dispersion. 
The influence of the dispersion of surface roughness is manifested in the appearance of an additional root under the con-
dition that the ratio of the Rayleigh wave velocity to the transverse velocity is less than unity. The second root corresponds 
to the appearance of a wave slower than the Rayleigh one, the amplitude of which also decreases with depth. Physically 
acceptable solutions can only exist for a dispersion value of less than 0.09 in the range of varying of material properties 
from solid to rubbery.

Keywords: elastic Rayleigh wave; dispersion of surface roughness; small dimensionless parameter.
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Введение
Цель исследования – разработать подход к решению задачи о распространении поверхностной вол-

ны в окрестности свободной случайно-шероховатой поверхности на основе получения обобщенного 
уравнения Рэлея.

Обобщение задачи о распространении поверхностных волн Рэлея рассматривается во многих работах 
в связи с их практическим применением в разных областях геофизики, акустики, электроники и др. [1–4]. 
Большое количество публикаций посвящено различным аспектам распространения поверхностных волн 
вблизи свободной границы в неоднородных средах, однородных и неоднородных телах с криволинейной 
границей [5–14], в том числе с учетом поверхностного натяжения [15; 16] и при наличии поверхностного 
покрытия [17]. 

Как известно, поверхностная волна Рэлея, распространяющаяся вдоль свободной поверхности, яв-
ляется суперпозицией падающей и отраженной неоднородных волн, поэтому проблема дифракции волн 
на неровных поверхностях представляет интерес и в случае распространения поверхностных волн вбли-
зи шероховатых поверхностей [18–21].

Многообразие различных топографий поверхностей обусловливает многообразие методов решения 
задач в зависимости от соотношения между длиной волны и масштабом неровности. Наиболее известны 
метод малых возмущений рельефа поверхности (далее – метод малых возмущений) и метод Кирхго-
фа [18; 19]. Метод малых возмущений применяется для исследования распространения волн в случае, 
когда величина флуктуации поверхности, характеризуемая модулем градиента функции, описывающей 
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поверхность рельефа, значительно меньше единицы. Это позволяет ввести малый безразмерный пара-
метр, по которому проводится разложение всех полевых величин. Для эффективной среды с плоской 
в среднем границей формулируются преобразованные граничные условия. Для случая статистически 
однородной квазиплоской поверхности выводится обобщенное уравнение Рэлея.

Метод Кирхгофа [19] позволяет получить приближенные решения для поверхностей, у которых ра-
диусы кривизны неровностей значительно больше длины волны. 

Отметим, что метод малых возмущений использовался Дж. У. Рэлеем и в дальнейшем совершенст-
вовался в разных исследованиях. Метод Кирхгофа широко применялся в задачах рассеяния волн на 
шероховатых поверхностях. В случае слабошероховатой поверхности приближение Кирхгофа дает та-
кой же результат, как и метод малых возмущений [19].

Материалы и методы исследования
Рассмотрим упругое полупространство такое, что в системе координат Oxyz (рис. 1) свободная гра-

ница описывается выражением
 z h x x h z h= ( ) −∞ < < +∞ ≤ ≤, , .min max  (1)

Это означает, что распространение поверхностной волны происходит в упругой полуплоскости xOz, 
свободный край которой согласно выражению (1) является неровным. Как обычно, вводятся потенциа-
лы j и y, через которые по известным формулам находятся все полевые величины.

В области z h x< ( ) имеют место следующие уравнения для потенциалов j x z,( ) и y x z,( ) [2; 4]:
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где λ, µ – коэффициенты Ламе; kl – волновое число продольной волны; cl – скорость продольной волны; 
kt – волновое число поперечной волны; ct – скорость поперечной волны; w – частота; ρ – плотность.

Рис. 1. Упругое полупространство со свободной  
шероховатой поверхностью (профилограмма в плоскости Оhx) 

(n – нормаль к неровной поверхности; n(0) – нормаль к плоскости z = 0)
Fig. 1. Elastic half-space with free rough surface (profilogram in the Ohx plane)  

(n – normal to rough surface; n(0) – normal to surface z = 0)
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В уравнениях (2) учтено, что зависимость полевых величин от времени, как правило, определяется мно-
жителем exp .i tw( )  Обычно это означает рассмотрение гармонической волны. Напряжения выражаются 
через j x z,( ) и y x z,( ) по формулам
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xz x z x z
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Условия на граничной поверхности z h x= ( ) имеют вид

 sij jn = 0, i,  j = 1, 2, 3, (4)
где n  – вектор нормали к свободной поверхности; s11 = sxx , s22 = syy , s33 = szz, s12 = sxy , s13 = sxz, s23 = syz.

Из уравнений (2) и (4) следует, что в случае задачи Рэлея для плоской свободной границы обобщение 
для неровной свободной границы является задачей о свободных колебаниях полупространства. 

Рассмотрим случай, когда h x( ) – случайная функция, представимая в виде
 h x h h( ) = + ,  
где h  – средняя поверхность; h – случайная флуктуация от h . Положим, что h = 0 (плоскость z = 0), 
тогда двухточечная корреляционная функция для h x( ) имеет вид (в корреляционном приближении)

 R x x h x h x1 2 1 2, ,( ) = ( ) ( )   (5)
где x1, x2 – произвольные точки на оси x.

Предположим, что шероховатая поверхность описывается статистически однородной случайной 
функцией, тогда в формуле (5) имеем
 R x x R x x1 2 2 1, ,( ) = −( )  
где R 0( ) – дисперсия (среднеквадратичная амплитуда шероховатости), являющаяся постоянной вели-
чиной. Геометрически эти условия задают квазиплоскую поверхность, т. е. h x( ) – статистически одно-
родная функция, характеризующая изменение h x( ) в направлении оси z.

Представим вектор n в следующем виде [22]:
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в предположении, что dh
dx






2

1 .

В рассматриваемом случае граничные условия (4) записываются в виде
 s sxx x xz zn n+ = 0,  

(7)
s szx x zz zn n+ = 0.

Представим все величины в уравнениях (7) следующим образом:

 n n n= + = + =( ) ( ) ( ) ( )0 1 0 1
1 2, , , , .s s sij ij ij i j  (8)

Выпишем уравнения (7) для приближений по параметру dh
dx

. Для нулевого приближения из уравне-
ний (7) с учетом выражений (8) получаем
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 s sxx x xz zn n0 0 0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )+ = ,  

s szx x zz zn n0 0 0 0
0

( ) ( ) ( ) ( )+ = .

Для первого приближения имеем

 s s s sxx x xx x xz z xz zn n n n0 1 1 0 0 1 1 0
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + + = ,  
(9)

s s s szx x zx x zz z zz zn n n n0 1 1 0 0 1 1 0
0

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )+ + + = .

С учетом формулы (6) из уравнений (9) следуют уравнения 
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0.

Из уравнений (10) выражаем приближения первого порядка для sij
1( ) через sij

0( ) при малой величине 

параметра dh
dx

:
 s sxz xx

dh
dx

1 0( ) ( )= ,  
(11)

s szz zx
dh
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1 0( ) ( )= .

С учетом приближений (11) граничные условия (7) имеют вид эффективных граничных условий на 
плоскости z = 0:
 s sxz xx

dh
dx

0 0 0( ) ( )+ =  при z = 0, 
(12)

s szz zx
dh
dx

0 0 0( ) ( )+ =  при z = 0.

Граничные условия (12) представляют собой приближение дейст вительных граничных условий 
sij jn = 0 на границе z h x= ( ), перенесенных на среднюю границу z = 0. Это приближение имеет место 

при выполнении условия dh
dx
1.

В силу линейности уравнений (2) для приближений j 0( )
, y 0( )
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, y 1( ) записываются несвязанные 

сис темы уравнений
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а также соответствующие напряжения (3) для приближений, уравнения для которых будут несвязанными:
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Решение уравнений (13) для нулевого приближения ищем в виде

 j n0 0

1
( ) ( )= +( )A ikx zexp ,  

(15)y n0 0

2
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n n1
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где A 0( )
, B 0( ) – постоянные амплитуды; k c= w  – волновое число поверхностной волны; c – скорость по-

верхностной волны.
Подставляя уравнения (14) в граничные условия (12), получаем
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После подстановки выражений (15) в формулы (16) и (17) имеем систему алгебраических уравнений 
относительно A 0( )

,  B 0( )  вида 
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Система (18) является результатом применения метода характеристического уравнения к уравне-
ниям (13), (14) и граничным условиям (12).

Условия существования ненулевых решений уравнений (18) приводят к обобщенному уравнению 

Рэлея, которое в случае шероховатой границы содержит малые безразмерные параметры dh
dx

, dh
dx






2

, 

представляющие собой случайные функции. Осредняя определитель системы уравнений (18) с учетом 
условий 

h dh
dx

dh
dx

D= = 





=0 0

2

, , ,

находим осредненное уравнение Рэлея для множества возможных реализаций шероховатости поверх-
ности, получаемых геометрическим или топологическим деформированием:

 
F D

D

η n η η θη

η η η η θη

, ,( ) = −( ) − −( ) −( ) +

+ −( ) + −( ) + −( ) −( )
2 4 1 1

2 2 2 4 1 1

2

2{{ } = 0,
 

(19)

где безразмерные параметр θ и искомая величина η определяются по формулам

η θ=






=






c
c

c
ct

t

l

2 2

, ,

здесь c – искомая скорость волны Рэлея; cl – скорость продольной волны; ct – скорость поперечной волны. 
При D = 0 уравнение (19) преобразуется в классическое уравнение Рэлея.
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Отметим, что если не проводить осреднение определителя системы уравнений (18), а выписать его 
в явном виде, то получим уравнение

 R dh
dx
R dh

dx
R0 1

2

2
0

( ) ( ) ( )+ + 





= ,  (20)

где
R k ik ikl t
0 2
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2 2

1

2 2

2

2
4 2
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2 1

2 2
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2
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R ik ik ik ik ik2 2 2 2 2 2

2
2 2 2

( ) = ( ) + ( ) +( )



 ( ) −



 − ( ) ⋅ (µ λ n µ n µ n µ ))n

1
.

Уравнение (20) устанавливает связь между η и h x( ), которая имеет место, если возможна функцио-

нальная зависимость cl, ct от x. Это можно реализовать, если решать уравнение (20) относительно dh
dx

. 

Осреднение целесообразно осуществлять на множестве возможных реализаций случайной функции h x( ), 
что дает уравнение (19), в котором все величины не зависят от х. 

Отметим, что выбор малого безразмерного параметра dh
dx

 не единствен.

Результаты и их обсуждение
Уравнение (19) решалось численно при различных значениях параметров ν и D. Результаты пред-

ставлены в таблице. 

Корни обобщенного уравнения Рэлея в зависимости от значений параметров νν и D
Roots of the generalised Rayleigh equation depending on the values of the parameters νν and D

D n = 0
(θ = 0,5)

n = 0,1
(θ = 0,444)

n = 0,3
(θ = 0,286)

n = 0,4
(θ = 0,166 7)

n = 0,5
(θ = 0)

0 η1 = 0
η2 = 0,764

η1 = 0
η2 = 0,798

η1 = 0
η2 = 0,86

η1 = 0
η2 = 0,888

η1 = 0
η2 = 0,913

0,01 η1 = 0,086
η2 = 0,723

η1 = 0,076
η2 = 0,765

η1 = 0,058
η2 = 0,841

η1 = 0,049
η2 = 0,874

η1 = 0,041
η2 = 0,903

0,05 η1 = 2
η2 = 5,425

η1 = 2,25
η2 = 5,148

η1 = 0,366
η2 = 0,695

η1 = 0,286
η2 = 0,783

η1 = 0,227
η2 = 0,844

0,06 η1 = 2
η2 = 5,466 η = 5,189

Нет 
вещественных 

корней

η1 = 0,367
η2 = 0,74

η1 = 0,283
η2 = 0,822

0,08 η1 = 2
η2 = 5,55 η = 5,276

Нет 
вещественных 

корней

Нет 
вещественных 

корней

η1 = 0,42
η2 = 0,753

0,09 η1 = 2
η2 = 5,593 η = 5,321

Нет 
вещественных 

корней

Нет 
вещественных 

корней

η1 = 0,53
η2 = 0,676

П р и м е ч а н и е. Линия синего цвета отделяет множество действительных корней от корней, не имею-
щих физического смысла.

Из таблицы видно, что нулевой корень уравнения Рэлея при D = 0 трансформируется в ненулевой, 
который перемещается влево вдоль оси η при росте D.

Действительные корни существуют для значений коэффициента Пуассона 0 ≤ n ≤ 0,5 и дисперсии 
0 ≤ D ≤ 0,09. Таким образом, при D ≤ 0,01 существуют два физически допустимых корня. Это сви-
детельствует о возможности существования двух поверхностных волн, скорости которых при n = 0 
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различаются на порядок. Скорость более быстрой волны на порядок больше скорос ти медленной волны 
и на порядок меньше скорости поверхностной волны, распространяющейся около свободной поверх-
ности без шероховатости. Из таблицы следует, что существование поверхностных волн зависит от ве-
личины дисперсии D, рост которой до 0,09 совместно с ростом n до 0,5 свидетельст вует о наличии двух 
поверхностных волн. Таким образом, около шероховатой границы распространяются две волны (быстрая 
и медленная), которые затухают с глубиной.

На рис. 2 представлена зависимость функции F F D= ( )η n, ,  в плоскости O η	F от величины 0 ≤ η ≤ 1 
при n = 0,1, n = 0,3, n = 0,4, n = 0,5 и D = 0,01, демонстрирующая сближение корней с ростом n при 
D = 0,01. На рис. 3 изображена та же зависимость при D = 0,05. 

При D = 0,09 и n = 0,5 существуют две поверхностные волны с близкими скоростями. При дальней-
шем росте D, начиная с D = 0,1, действительных и физически допустимых корней не существует. Точки 
пересечения кривых с осью η определяют корни обобщенного уравнения Рэлея.

На рис. 4 изображена зависимость η от n при D = 0, D = 0,01, D = 0,05. 

Рис. 2. Зависимость функции F Dη n, ,( ) от η  
при D = 0,01 и различных значениях коэффициента Пуассона

Fig. 2. Function F Dη n, ,( ) versus η  
for D = 0.01 and different values of Poisson’s ratio

Рис. 3. Зависимость функции F Dη n, ,( ) от η  
при D = 0,05 и различных значениях коэффициента Пуассона 

Fig. 3. Function F Dη n, ,( ) versus η  
for D = 0.05 and different values of Poisson’s ratio
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Видно, что с ростом D зависимость η от n при конкретном n уменьшается. При D = 0,05 зависи-
мость η от n начинается с n = 0,3, что свидетельствует о существовании зоны нечувствительности, 
когда корни не имеют физического смысла.

Заключение
В ходе исследования получены следующие результаты.
1. Разработан подход к решению задачи о распространении поверхностных волн рэлеевского типа 

около свободной шероховатой границы, основанный на использовании эффективных граничных усло-
вий в сочетании с методом последовательных приближений по абсолютной величине градиента к поверх-
ности. Существуют и другие подходы к исследованию волн Рэлея, использующие иные методы после-
довательных приближений.

2. Обобщен подход Рэлея к получению уравнения для скорости поверхностной волны, в которое 

входят безразмерный параметр D (дисперсия случайной функции dh
dx

 эффективной поверхности, опи-

сывающей неровность поверхности) и параметр материала n (коэффициент Пуассона).
3. Исследовано влияние свойств материала и геометрии поверхности на вид решения уравнения Рэлея, 

что выражается в появлении двух ненулевых корней обобщенного уравнения Рэлея, удовлетворяющих 
физическим требованиям. Больший корень соответствует скорости быстрой волны за счет неровности 
свободной поверхности, а меньший корень в случае материалов с коэффициентом Пуассона 0 ≤ n ≤ 0,5 
и границы с дисперсией 0,01 ≤ D ≤ 0,09 определяет скорость медленной волны, которая отличается на 
порядок. При росте D до 0,09 корни (скорости) сближаются. Меньший корень трансформируется из 
нулевого корня уравнения Рэлея.

4. Получено решение задачи о собственных колебаниях упругого полупространства с неровной сво-
бодной границей методом последовательных приближений.
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