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В статье рассматривается метод конечных элементов CutFEM для решения трех-

мерной задачи магнитостатики в двухфазной области с использованием сетки, не со-

гласованной с поверхностью раздела двух сред внутри расчетной области. Анализи-

руются точность и порядок сходимости численного решения, построенного с помо-

щью линейных и квадратичных конечных элементов на тетраэдрах. 
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ВВЕДЕНИЕ 

Используя классический метод конечных элементов для численного 

решения эллиптической задачи с разрывом на гладкой внутренней гра-

нице раздела, разрывность данных обычно учитывают путем согласова-

ния сетки с границей раздела. Однако, использование такой сетки может 

быть затруднительно в случае более сложных задач, при которых грани-

ца раздела перемещается. Тогда полезно использовать одну и ту же сет-

ку в расчетной области для разных положений границы раздела.  

Будем рассматривать метод CutFEM [1]. В расчетной области строит-

ся тетраэдральная фоновая сетка, не зависящая от положения границы 

раздела. Фоновая сетка используется для построения решения с исполь-

зованием кусочно-полиномиальных конечных элементов. Граница раз-

дела задается с помощью функции уровня. CutFEM рассматривается в 

сочетании с вариантом метода Нитше, который учитывает в аппрокси-

мации через границу раздела разрывы, внутренние по отношению к ко-

нечным элементам. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Полагаем, что область 1  с магнитной проницаемостью 1 0const    

имеет форму шара с радиусом R и центром в начале координат. Поверх-

ность шара Г будем задавать множеством уровня: 
2 2 2 }{ , 0( , ) :x yy z x z R    . Область 2  вне шара аппроксимируется 
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кубической областью 3( 5 ,5 )R R  с магнитной проницаемостью 

2 0const   . Так, 1 2:    , 1 2   , а функция магнитной 

проницаемости  : 
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Для каждой достаточно регулярной функции u в 1 2   определим 

скачок u на Γ как  1 2|[ ] |u u u   , где |
iiu u  . Обратно, для iu , опреде-

ленного на i , отождествляется пара 1 2{ , }u u  с функцией u, которая рав-

на iu  на i .  

Рассмотрим стационарную задачу магнитостатики с разрывной прони-

цаемостью на Γ и неоднородным условием Дирихле на внешней границе: 
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 (1) 

где u u  n n , n – вектор единичной внешней нормали к 1 . В удале-

нии от 1  магнитное поле полагается вертикально-направленным вдоль 

оси Oz с постоянной интенсивностью 0H . Можно сформулировать усло-

вие Дирихле как 0u zH  на  . 

С помощью замены переменной ˆ
D

u u u   (далее просто u) можно 

привести задачу (1) к следующей задаче с однородным условием Дирих-

ле и неоднородным условием на границе раздела: 
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где 2 1 0( ) zg H n  . Полагаем, что 2( )f L  , 1/2( )g H  .  

Вариационная формулировка задачи имеет следующий вид: необхо-

димо найти 1
0( )u H   такую, что ( , ) ( , ) ( , )a u v f v g v    1

0( )v H   , где 

, )( , ) (a u v u v   . Будем искать дискретное решение 1 2, )(U UU   в про-

странстве 1 2
h h hVV V  , где 1 а{ ( ) : }|  линейн я |, 0h

i i i i iKi
V v H v v     , 

i iK K   часть элемента K в i . 
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Функции в 
hV  могут быть разрывными на границе раздела . Так как 

 может пересекать элемент K произвольно, размеры частей iK  не могут 

быть полностью характеризованы параметрами размера сетки. Чтобы 

гарантировать стабильность метода, накладываются условия на комби-

нации числовых потоков путем выбора подходящих весов, зависящих от 

геометрии [1]. Введем понятие среднего числового потока 

1 2 21 1 2{ : ( |} )v vv        n n n , где | /i iK K K  , :  K meas K . 

Метод определяется вариационной задачей нахождения hU V  такой, 

что ( , ) ( ), h

ha U v L v v V   , где 
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  – параметр стабилизации. 

Для задачи (1) с условием 0u zH  на бесконечности известно точное 

решение, см. [2, с. 94] 
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ЧИСЛЕННЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ 

Для расчетов полагаем 0 1H  , радиус шара 1R  , 1 10  , 2 1  , па-

раметр дискретизации сетки 1h  , параметр стабилизации 

1 220( )    . Решение строится с помощью конечно-элементного па-

кета Netgen/NGsolve и библиотеки расширения ngsxfem. 

При условии Дирихле 0u H z  на внешней границе   получаем, что 

не наблюдается уменьшения ошибки при измельчении сетки и метод не 

сходится к точному решению задачи (см. рис. 1). Для дальнейших вы-

числений условие Дирихле на внешней границе полагается равным 
3 2 2 2 3/2

0 2 1 1 2( )  / (( ) )2 ) а( н  1 (u H x yz R z         . Построив числен-

ные решения с помощью линейного CutFEM для данного условия и  

значений параметра дискретизации h, h/2 и h/4 и рассчитав для них 

ошибки в норме пространства 2L  получаем, что при измельчении сетки 

ошибка уменьшается (см. рис. 1). 
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Рис. 1. Зависимость ошибки решения от параметра дискретизации 

Рассчитаем экспериментальный порядок сходимости 

, 1 2 10, 0,
( / )log ii i ir e e  

 , где ie  – ошибка для конечно-элементного ре-

шения, построенного на сетке с параметром дискретизации h, а 1ie   – с 

параметром h/2. 

Таблица 

Экспериментальный порядок сходимости CutFEM 

Параметр 

дискретизации 

Ошибка 

линейного 

CutFEM 

Порядок 

сходимости 

линейного 

CutFEM 

Ошибка 

квадратичного 

CutFEM 

Порядок  

сходимости 

квадратичного 

CutFEM 

1,0 0,29275   0,52072  

0,5 0,11060 1,40434 0,07981 2,70591 

0,25 0,03314 1,73867   

Экспериментальный порядок сходимости в норме 2L  стремится к 

двум в случае кусочно-линейной аппроксимации неизвестного решения, 

к трем для кусочно-квадратичной аппроксимации (см. табл.) и совпадает 

с порядком сходимости, доказанным теоретически [3, с. 46, лемма 3.22].   
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