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Данная работа посвящена численному моделированию сферического магнито-

жидкостного экрана. Объектом исследования является задача об экранировании 

внешнего однородного магнитного поля слоем магнитной жидкости, покрывающим 

сферу. Математическая модель представляет собой уравнения Максвелла для струк-

туры магнитного поля внутри магнитожидкостного слоя и в окружающей воздушной 

среде. Математическая модель численно решается с помощью метода конечных эле-

ментов средствами PDEToolbox MATLAB. Вычисление коэффициента эффективно-

сти экранирования осуществляется для различных параметров магнитной жидкости. 
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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Пусть 𝐷1 обозначает внутреннюю шарообразную область с центром в 

начале системы координат, заполненную воздухом, 𝐷2 – область магни-

тожидкостного экрана, покрывающего 𝐷1, 𝐷3 – внешнюю область, за-

полненную воздухом. Определим расчетную область 𝐷 = �̅�1 ∪ �̅�2 ∪ �̅�3, 

где 𝐷𝑖 ∩ 𝐷𝑗 = ∅ ∀𝑖, 𝑗 = 1,3,  𝑖 ≠ 𝑗. Определим размер экранирующего 

слоя как δ = 𝑅2/𝑅1, где 𝑅1 и 𝑅2 – внутренний и внешний радиусы обла-

сти 𝐷2, соответственно. 

Уравнения Максвелла для непроводящих сред в стационарном случае 

имеют вид: ∇ × 𝑯 = 𝟎, ∇ ⋅ 𝑩 = 0  в 𝐷, где 𝑯 и 𝑩 – векторы магнитного 

поля и магнитной индукции, соответственно, см. [1]. Магнитная индук-

ция 𝑩 связана с магнитным полем 𝑯 и вектором намагниченности 𝑴 со-

отношением 𝑩 = μ0(𝑯 + 𝑴), где μ0 – константа проводимости в возду-

хе. Намагниченность магнитной жидкости 𝑴 параллельна магнитному 

полю 𝑯: 𝑴 = 𝑀(𝐻)
𝑯

𝐻
, где 𝑀(𝐻) задает закон намагничивания и 𝐻 = |𝐻|. 

Закон намагничивания определяем соотношением Ланжевена 

𝑀(𝐻) = 𝑀𝑠 (coth(γ𝐻) −
1

γ𝐻
) , γ =

3χ𝐿

𝑀𝑠
, 

где χ𝐿 – начальная восприимчивость Ланжевена, 𝑀𝑠 – намагниченность 

насыщения магнитной жидкости. Намагниченность воздуха равна 0. 
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Магнитное поле 𝑯 выразим в терминах магнитостатического потенциала 

𝑢 соотношением 𝑯 = −∇𝑢 как внутри магнитной жидкости, так и вне ее. 

Так как области 𝐷𝑖 инвариантны относительно вращения вокруг оси 

𝑂𝑧, опишем их двухмерными меридиональными областями Ω𝑖:  

𝐷𝑖 = {(𝑟, θ, 𝑧) | (𝑟, 𝑧) ∈ Ω𝑖 ,  0 ≤ θ < 2π}, ∀𝑖 = 1,3, где (𝑟, θ, 𝑧) – цилин-

дрические координаты. Обозначим через γ1 и γ2, внутреннюю и внеш-

нюю границы области экрана Ω2, соответственно. В силу осевой сим-

метрии относительно оси 𝑂𝑧 и симметрии относительно плоскости 𝑧 = 0 

трехмерная расчетная область 𝐷 может быть описана как двухмерная 

при 𝑟 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0. Введем безразмерные переменные 

�̃� =
𝑟

𝑅1
, �̃� =

𝑧

𝑅1
, �̃� =

𝐻

𝐻0
;  ∇̃= 𝑅1∇, �̃� =

𝑢

𝐻0𝑅1
, 

где 𝐻0 – интенсивность приложенного на бесконечности магнитного по-

ля, направленного вдоль оси 𝑂𝑧. Геометрия задачи в безразмерных пе-

ременных (опустим тильду в обозначениях) представлена на рисунке 1.  

 
Рис. 1. Геометрия расчетной области 

Обезразмеренные уравнения Максвелла в терминах магнитостатиче-

ского потенциала запишутся в виде (опустим тильду в обозначениях) 

 −∇ ⋅ (𝜇𝑖(|∇𝑢𝑖|)∇𝑢𝑖) = 0     в Ω𝑖, (1) 

 𝜇1 = 𝜇3 = 1 , 𝜇2(|∇𝑢2|) = 1 + 3χ𝐿

(coth(γ|∇𝑢2|)−
1

γ|∇𝑢2|
)

γ|∇𝑢2|
 , γ =

3χ𝐿𝐻0

𝑀𝑠
. 

Условия перехода, граничные условия симметрии относительно оси 𝑧 

и плоскости 𝑧 = 0 и условие на бесконечности записываются в виде 

 𝑢1 = 𝑢2 ,   
𝜕𝑢1

𝜕𝑛
= 𝜇2

𝜕𝑢2

𝜕𝑛
 на γ1, 𝑢2 = 𝑢3,    𝜇2

𝜕𝑢2

𝜕𝑛
=

𝜕𝑢3

𝜕𝑛
 на γ2; (2) 

 
∂𝑢𝑖

∂𝑛
= 0, ∀𝑖 = 1,3 для 𝑟 = 0;   𝑢𝑖 = 0, ∀𝑖 = 1,3 для 𝑧 = 0; (3) 
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 lim𝑟→∞𝑢3 = 𝑧 . (4) 

Задача (1)–(4) решается для магнитостатического потенциала внутри 

и вне магнитной жидкости, при различных значениях безразмерного 

приложенного магнитного поля γ, начальной восприимчивости Ланже-

вена 𝜒𝐿 и размера экрана δ. 

ЧИСЛЕННАЯ РЕАЛИЗАЦИЯ 

С помощью метода конечных элементов осуществлялось численное 

решение математической модели (1)–(4) для ограниченной области  

Ω3 = (0,5) × (0,5)\(Ω̅1 ∪ Ω̅2) средствами библиотеки PDE Toolbox в 

MATLAB. В результате итерационного решения нелинейных уравнений 

была построена кусочно-линейная аппроксимация для магнитостатиче-

ского потенциала на треугольной сетке (рис. 2). В области сферического 

экрана наблюдается искривление контурных линий для потенциала и 

изменение вертикального направления магнитного поля.  

   
Рис. 2. Графики изолиний магнитостатического потенциала (слева) и градиента от 

потенциала (справа), для параметров 𝛾 = 0.01, 𝜒𝐿 = 4.06, 𝛿 = 1.1 

РАСЧЕТ КОЭФФИЦИЕНТА ЭФФЕКТИВНОСТИ ЭКРАНИРОВАНИЯ 

Для оценки эффективности экранирования сферическим слоем маг-

нитной жидкости вычисляется коэффициент эффективности экраниро-

вания 𝐾𝑒𝑓, который оценивает уменьшение интенсивности приложенно-

го магнитного поля 𝐻0 при переходе во внутреннюю область, ограни-

ченную сферическим экраном: 𝐾𝑒𝑓 = 1/|∇𝑢1(0,0)|. 

Были проведены расчеты коэффициента 𝐾𝑒𝑓 при различных значени-

ях параметров. Проверка вычислений осуществлялась сравнением с ре-

зультатом из [2], соответствующим линейной модели при μ2 = 1 + χ𝐿: 
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 𝐾𝑒𝑓,𝑙𝑖𝑛𝑒𝑎𝑟 =
1

9μ2
((2μ2 + 1)(μ2 + 2) −

2

δ3
(μ2 − 1)2).  (5) 

В таблице 1 приведена относительная ошибка для коэффициента эффек-

тивности экранирования при сравнении (5) с результатами расчетов для 

нелинейной модели (1)–(4). Отметим, что с ростом приложенного поля 𝛾 

ошибка растет из-за влияния нелинейности модели. 

Таблица 1 

Величина относительной ошибки для 

различных значений параметров 𝝌𝑳 и 𝜸 

𝛾    
   𝜒𝐿 

1 10 100 

4,06 0,008 0,124 0,152 

7,61 0,010 0,202 0,270 

9,97 0,011 0,239 0,332 

На рисунке 3 видно, что наилучшая эффективность экранирования 

наблюдается в слабых магнитных полях. Отметим, что качественное по-

ведение зависимости 𝐾𝑒𝑓 от приложенного поля для сферического экра-

на аналогично соответствующим результатам для цилиндрического 

экрана [3]. 

 
Рис. 3. Зависимость коэффициента эффективности экранирования от безразмерного 

приложенного поля 𝛾 и начальной восприимчивости Ланжевена 𝜒𝐿 
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