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�� ������������ �� � ���������� �� �� �� ��� �� ���� �������������� ���� ��
������ ��� �� ����� ������ ���  ����! �� �� ������� �� ���������� �� �����
��� P(x) = ax2+bx+ c! �� "��� �� �� ������������ D = b2− 4ac �� �������
��� ����������� �����! ��������� #���� ��� �� ��� �� ����

��� �� �#� #��� �� �$� �� ������������ D(P) �� �� ����������

P(x) = anxn + an−1x
n−1 + · · · + a1x + a0

#��� ����� H = max0�j�n |aj| ��� ����� α1! α2! � � � !αn�
D(P) ��� � �$�� �� � ���������

D(P) = (−1)n(n−1)/2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 an−1 an−2 . . . a0 0 . . .

0 an an−1 . . . a1 a0 . . .

. . .

0 . . . 0 an . . . a1 a0

n (n − 1)an−1 (n − 2)an−2 . . . a1 0 . . .

0 nan (n − 1)an−1 . . . 2a2 a1 . . .

. . .

0 . . . 0 nan . . . 2a2 a1
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�� �� �� ���������� ������� �� ����� ��6����

D(P) = a2n−2
n

∏
1�i<j�n

(αi − αj)
2. %7&

(� �� �����#��� # ������� ����������� #��� ����� �������� ��8����� �����
*�� ���� %�& # ������! ���� �� D(P) �= 0 ���

|D(P)| � 1. %	&

���� %7& �� ��"������ �����#� ���� D(P) �= 0 �� ��� ���� �� P(x) ��� �� ������� ������
0�# $ n ∈ N� '� 9 � � ��8������ ���� �����! Q > Q0(n)� :� Pn(Q)

# ���� �� ����� �� ����������� P(x) #��� deg P � n ��� H(P) � Q� :� c(n)!
cj(n) # ���� ��������� ������� �� n ����� ; ����� �� 4��������"<� �������=
A � B ����� ���� A � c1B! ��� A � B ����� B � A � B� ���� %�& # ������
���� |D(P)| < c1(n)Q2n−2 ��� �� D(P) �= 0! �� %	& # ��"

1 � |D(P)| < c1(n)Q2n−2. %5&

���� �� ����������� �� ��� ��� ����� �� ����������� # ������ ����

#Pn(Q) = (2Q + 1)n+1 < 3n+1Qn+1. %�&

��� n � 4 %5& ��� %�& ���� ��  ����� �� ����"��� �� [1, c1(n)Q2n−2]! �� �����
Q! ���� ���� # ���<� $�� � ���������� #��� ������������ ���� ��� ����"����

�� ���� �� �"��� �� �� ����� �� �� ������������ �� ������������� ��� ������
����������� �� Pn(Q) �� �� ����"�� [1, c1(n)Q2n−2]�

�� �����	
���� �� ���������������� ������

(� ���� ��������� # ���# � #�� �� ������������ ��� ��� ����"�� I ⊂ R �� ��
�� ������ B ⊂ I �� '���� ����� μB > c2μI = c2|I| #��� ��"� �������� ��
����������� ����� ������� �� �������� ������ �

����� �� ��� I �� �� �����	�
� I ⊂ R� c3 ��� c4 �� �����	� ��������� ����� ����

max(c3, c4) � 1� ��� ��������
� 
���� Q ������ �� L1,Q(c3, c4) ��� ��� �� x ∈ I� ���

����� ��� ������ �� ������
�����{
|qx − p| < c3Q

−1,

1 � q � c4Q,
%
&

��� ��
������ ���� ������ (p, q) ∈ Z × N� ���� ��� c3c4 < λ� 0 < λ < 1
3
� �� ��	�

μL1,Q(c3, c4) < 3λ|I|.
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������ ��� $ � p ��� q �� $��� ��@������ �� %
& ����� ���

x ∈ I(p, q) = (
p

q
− c3Q

−1q−1,
p

q
+ c3Q

−1q−1),

��� |I(p, q)| = 2c3Q
−1q−1� ��� $ � q! ���"��� ���� x ∈ I! �� ��@������ ��� ���

���� ���� ��� ��� ���� q|I| + 2 "���� �� p� ; ������ �� ����� �� ∪pI(p, q)

���� ���" ��

μ
(
∪p I(p, q)

)
� 2c3Q

−1q−1(q|I| + 2) < 3c3Q
−1|I|.

,�"������
L1,Q(c3, c4) ∈ ∪1�q�c4Q ∪p I(p, q),

������
μL1,Q(c3, c4) � 3c3c4|I| < 3λ|I|.

��� (p, q) = 1 �� ����� ��� � �����"��
����� �� ������ �� Mn(Q) ��� ��� �� x ∈ I� ��� ����� ��� ��

����� 2n

������
����� {
Q−1

6i(n+1)i < |qix − pi| <
Q−1

6i−1(n+1)i−1

6i−2(n + 1)i−2Q � qi � 6i−1(n + 1)i−1Q, 1 � i � n

��	� ��
������ �� {(pi, qi)}
n
i=1� ���� μMn(Q) >

|I|
n+1

�

������ :� ��������<� ����� �� �#� ��@�������{
|qx − p| < Q−1,

1 � q � Q

��" ��������� �� ������ p ��� q ��� ��� Q > 1 ��� x ∈ I� ���� �� B1 �� �� ��
x ∈ I! ��� #���� �� �����#��� �#� ��@������� ���� ��� ��� ������ p1 ��� q1{

Q−1

6(n+1)
� |q1x − p1| < Q−1

Q
6(n+1)

< q1 � Q.
%A&

:� '��� � �� ����� �� x! ��� #���� %A& �� "������! ����<�  �� |I|
n+1

� (���!
�� �� A1 �� ������ x �� �� ���� �� �#� ��� E1 ��� F1� �� �� E1 ����� �� ��
�� ��������� �� �� ����� {

|q1x − p1| < Q−1,

q1 < Q
6(n+1)

.

�� �� F1 ����� �� �� �� ��������� �� �� �����{
|q1x − p1| <

1
6Q(n+1)

,

q1 � Q.
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:� '��� � # ��" μE1 � |I|
2(n+1)

! μF1 � |I|
2(n+1)

� .��� A1 ⊂ E1∩F1 # ��" μA1 �
μE1 + μF1 <

|I|
n+1

� ������ μB1 > |I| − 1
n+1

|I| = n
n+1

|I|� ���� Q2 = 6(n + 1)Q�
.��������! �� ��������<� ����� �� �#� ��@�������{

|qx − p| < Q−1
2 ,

1 � q � Q2

%B&

��" ��������� �� (p, q)� ���� �� B2 �� ����� �� I \ B1! ��� #���� �� �����#���
�#� ��@������� ����{

Q−1

62(n+1)2 =
Q−1

2

6(n+1)
� |q2x − p2| < Q−1

2 = Q−1

6(n+1)

Q = Q2

6(n+1)
< q2 � Q2 = 6(n + 1)Q.

/���� �� '��� � �� ����� �� x ��� #���� �� �� ��� ��@������� �� "������
��� ���  �� |I|

n+1
� ������ μB2 > n

n+1
|I| − 1

n+1
|I| = n−1

n+1
|I|�

; ���� �� ������� ������� n − 2 ����� ������� #��� Qn = 6n(n + 1)nQ

# ����� ��������� �� �� Bn #��� ����� μBn > 1
n+1

|I|! ��� #���� n ������ ��
��@������� ����� �� ���� ����� ����{

Q−1

6n(n+1)n = Q−1
n

6(n+1)
� |qix − pi| < Q−1

n = Q−1

6n−1(n+1)n−1

6n−2(n + 1)n−2Q = Qn

6(n+1)
< qi � Qn = 6n−1(n + 1)n−1Q.

%C&

�� ������ �� ��@������� %A& � %C& ���"� '��� 7�
:� '��� 7 �� ��� ���# ���� ��� �� � ��� �� ����������� P(x) ∈ Pn(Q)

#��� ������� "���� �� ������������� ���� �� ����"�� [1, c(n)]�

�� ���" �� �� �� ������� �� Bn ⊂ I �� ����� μBn >
|I|

n+1
! ���������� ��

'��� 7� *�� ��� ��� ����� x �� Bn # ��� ��������� n ����� (pj, qj)! ���� �������
�� �@������� �� '��� 7�

3������ �� ����������

T(x) =

n∏
j=1

(qjx − pj).

���� ρ = 6(n + 1)! αj =
pj

qj
� ��� ���� �� ����� ��@������ �� %C& # ������

ρ
n(n−2)

2 Qn < H(T) < ρ
n(n−1)

2 Qn.

��� i < j # ������

|αi − αj| � |x − αi| + |x − αj| < ρ−(i−1)Q−2 + ρ−(j−1)Q−2 < 2ρ−(i−1)Q−2 %�D&

��� ∏
1�i<j�n

(αi − αj)
2 < 2n(n−1)ρ−(n−2)(n−1)Q−2n(n−1). %��&
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���� %�D& ��� %��& # ��"

D(T) = (
∏n

j=1 qj)
2n−2

∏
1�i<j�n(αi − αj)

2 <

< Q2n(n−1)ρn(n−1)2−(n−2)(n−1)2n(n−1)Q−2n(n−1) =

= ρ(n−1)(n2−2)2n(n−1) = 6(n−1)(n2−2)2n(n−1)(n + 1)(n−1)(n2−2) <

< 6(n−1)(n2+n−2)(n + 1)(n−1)(n2−2) = K.

%�7&

/�� �������� ������ αi ����� �� �� ����"��! ���������� x �� ����� ��� ��� ����
12(n + 1)Q−2� ���� # ��� ����� � ����� x ���� �� ����"��

A1 = [inf{x : x ∈ Bn}, inf{x : x ∈ Bn + 12(n + 1)Q−2}]

��� ���  ���� �� ����"�� A1 ���� �� �� Bn� ���� �� Bn+1 = Bn \ A1 ��

�������� ��! ���� ���� μBn+1 >
|I|

n+1
− 12(n + 1)Q−2� ��� # ����� � �# �����

x ���� �� ����"��

A2 = [inf{x : x ∈ Bn+1}, inf{x : x ∈ Bn+1 + 12(n + 1)Q−2}].

.�������� # ��������� � �# ���������� T1(x) ��� �� ������������ x� �� �������
"��� �� �� ������������ D(T1) #��� � ������ ���� �� �����2���� ��� %�7&� (� ����

� #�� # ��� ��������� ��� ���� [ |I|Q2

12(n+1)2 ] ��6��� ����������� #��� �������
"���� �� ������������� ��� ��� K� ���� ���#�

������� �� ��� ��� ��������
� 
���� M ����� �� 
����
[ |I|Q2

12(n+1)2

]
�
������
�

P(x) ∈ Pn(M) ���� ����
��� 	�
��� �� ������������� ���� ��� �����	�


[1, 6(n−1)(n2+n−2)(n + 1)(n−1)(n2−2)].

�� ��� �������
� �� ��� ����������� ���� ���
��������� ���� ��

��������� ��������

(� ���� ������ # #��� ���# ��# �� �����"��� �� �� ������� ����� ����#�
�� ��������� ����������� #��� ������������� ���� ��� ���� �� �� ������� ����� ;
��������� n − 1 ����� �������� pi

qi
�� �� ����� x �� ����! ��� �� ���� (pn, qn)!

qn > qn−1 #��� � ����� �� � ������ #�� �� ���"�� �� ������� "��� ��� ��
������������� ��� ��� 0 � α < 1

n
! �� "���� qi! 1 � i < n! #��� � ����� �� �

�� �� ��� ���� Qα! ��� qn #��� � �� ���� Q1−(n−1)α� ��� �� ����� ��������
�� �� ����� x �� ��������� αj! 1 � j � n − 1 #��� � ��� �������! ��� �� ����
q−2

j ! ��� �� ����� ������� �� αn #��� � �� �� ����������� ���� Qu(1−(n−1)α)! #��
−2 � u � 0� ; ����� ������ ����������� #��� ������������� ���� ��� �����
����"��� �� ���������� ������ �� �� �������� α ��� u�

3������ � ����� x0 ���� �� Bn ⊂ I� ��� Q > Q0 ��� 0 < α � 1
n
�����

T1 = [Qα]� /� �� '��� 7 # ��������� n − 1 ����� ������� ��������� qjx − pj!
1 � j � n − 1! ���� ����{

T−1
1

6j(n+1)j =
T−1

j

6(n+1)
< |qjx0 − pj| < T−1

j =
T−1

1

6j−1(n+1)j−1 ,

6j−2(n + 1)j−2T1 =
Tj

6(n+1)
� qj � Tj = 6j−1(n + 1)j−1T1.

%�	&
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�� ���� ����� ������� �������� qnx − pn # #��� ��������� �����= Tn = Q1−α(n−1)

{
T−1

n

6(n+1)
< |qnx0 − pn| < T−1

n ,
Tn

6(n+1)
� qn � Tn.

%�5&

��������� # ���E � �����  ������� sx0−t! qn � s < 2qn ����! ���� |sx0−t| �
qn� �� �� �� "���� |sx0 − t| �������� �� ����"�� S = [6−1(n + 1)−1T−1

n , 6−1(n +

1)−1Tn]! ���� �� �� �� �� ������� "���� ��� �� �������� 6−1(n + 1)−1Qu(1−α(n−1))

��� −1 � u � 1� ���� ��# αn = t
s
! �� |x0 − αn| � Qu(1−α(n−1))� '� �� ������ ��

������������ D(A) �� �� ����������

A(x) =

n−1∏
i=1

(qix − pi)(sx − t).

�� ����� �� �� ���������� �����$� �� ��@�������

n∏
i=1

qi � H(A) � 2

n∏
i=1

qi.

���� �� ��@������� %�	&! %�5& # ������

(

n−1∏
j=1

6j−2(n + 1)j−2)Tn−1
1 Tn �

n∏
i=1

qi � 2(

n−1∏
j=1

6j−1(n + 1)j−1)Tn−1
1 Tn,

#���� ��"� �� �� ������ �� �� ����� �� �� ����������� A(x) ��

H(A) � Q. %��&

����� �� ��� �� %�	& �� �� ������ �� ������� "���� �� �� ��6���� ��#�
����� αj =

pj

qj
�� �� ���������� A(x) ��� 1 � i < j � n − 1=

|αi − αj| � |x0 − pi

qi
| + |x0 −

pj

qj
| �

� T−1
1 q−1

i 6−(i−1)(n + 1)−(i−1) + T−1
1 q−1

j 6−(j−1)(n + 1)−(j−1) �
� 2 · 6−(i−1)(n + 1)−(i−1)T−2

1 � Q−2α

%�
&

���

|αi − αj| � |
piqj − pjqi

qiqj

| � 1

qiqj

	 Q−2α. %�A&

�� ��@������� %�
& ��� %�A& ���� �� ������ |αi − αj| � Q−2α� (� �������� #
����� �� ��6���� |αi−αn| ��� ������ |αi−αn| � Qu(1−α)� ���� �� ��� ������∏

1�i<j�n−1

(αi − αj)
2 � Q−2(n−2)(n−1). %�B&
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��� �� ����� ������ �� �� ������������ ��� � ������ "��

n−1∏
k=1

(αk − αn)2 � Q2u(1−α(n−1))(n−1). %�C&

'� �� ����� ��  ������� Q2u(1−α(n−1)) ��

Qv(1−α(n−1)), −2 � v � 0. %7D&

�� �����#��� ���� ������ ��� �� ������������ �����#� ���� %��& � %7D&

|D(A)| � Q2n−2−2α(n−1)(n−2)+2v(1−α(n−1))(n−1) = Q(2n−2)(1−α(n−2)+v(1−α(n−1))).

0�# # ��" �� ���# ���� �� ��������

f(α, v) = 1 − α(n − 2) + v(1 − α(n − 1)),

0 � α � 2

n
, −2 � v � 0 %7�&

��E� ��� "��� ���� �� ����"�� [0, 1]� ; #��� ���" ���� ��� ��� θ ∈ [0, 1] ���
�� α ��� v! ���������� %7�&! ���� ���� f(α, v) = θ� ����

θ = 1 − α(n − 2) + v(1 − α(n − 1))

# ������

α =
v + 1 − θ

(n − 2) + v(n − 1)
. %77&

(�� ���"���"

α ′
v =

θ(n − 1) − 1

((n − 2) + v(n − 1))2

 ���� �� �� #��� ����"�� [−2, 0]  ��� ��� �� ����� v = −n−2
n−1

� (� 1
n−1

< θ � 1

�� �������� α(v) ������� �� �� ����"��� [−2,−n−2
n−1

) ��� (−n−2
n−1

, 0]� �� "����

α(−2) = 1+θ
n

��� α(0) = 1−θ
n−2

��������� ���� ��� 0 < θ � 1 �� @������ %77&

��� ��������� ��� 0 � α � 1
n
���� #�� θ − 1 � v� ��� 1−θ

n−2
� 1

n
! ��� ��� θ � 2

n
! ��

�� ���� �� �������� (� �� ���� ��� �� @���� 1−θ
n−2

�

(� 0 � θ < 1
n−1

�� �������� α(v) ������ �� �� ����"��� [−2,−n−2
n−1

)∪(−n−2
n−1

, 0]

��� ��� ��E ��� "��� θ ��� nθ − 2 � v � θ − 1 ��� max α(v) = 1
n
��� v = nθ − 2�

���� # ��" ���"� ���� �� �� ������������ ��"��"� �� ���������� ��������
f(α, v) ��� ��#���  ��� α ��� v ���� D(A) ∈ (c5(n)Qθ, c6(n)Qθ) ��� ��� 0 � θ �
2n − 2� :�� �� "���� sx − t �� ������� *�#"� ���� �� ����������� �� x #
��� ���" �� ����� �� +��?�������� ��@������ F5G! ���� �� ��� ����"�� I ⊂ [Q−1, Q]

�� �� ����� |I| > Q−1
2 ���  ���� � ����� sx − t ��� ������ ��� ��� θ # ���

$�� s ��� t! ���� ���� �� ������������ #��� ������� �� ��@������

|D(a) − Qθ| < c(n)Qθ.
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���� # ��" ���"�
������� �� ��� ��� θ� 0 � θ � 2n − 2� ����� ����� �
������
� P(x) ∈ Pn(Q)

���� ������������� ���������� ��� ������
�����

c7(n)Qθ < |D(P)| < c8(n)Qθ.

���������
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