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Transcendentnye qisla estestvennym obrazom klassificiru�
�ts� po veliqine znaqeni� celoqislennyh polinomov v �tih qi�
slah �klassifikaci� Malera �	
�� ili po stepeni ih pribli
e�
ni� algebraiqeskimi qislami �klassifikaci� Koksmy ��
��
Pust�

P �x� � anx
n�� � ��a�x�a�� P �x� �Z�x�� H � H�P � � max

��j�n
jajj� �	�

Opredelim � kak toqnu� verhn�� gran� w� dl� kotoryh ne�
ravenstvo

jP �x�j � H�P ��w ���

imeet beskoneqno mnogo rexeni� v P �x� �Z�x�� a �� kak toqnu�
verhn�� gran� w�� dl� kotoryh neravenstvo

jx� �j � H����w��� ���

imeet beskoneqnoe qislo rexeni� v algebraiqeskih qislah �

stepeni ne bolee n� Zdes� H��� � vysota minimal�nogo poli�
noma �� Dlitel�noe vrem� sqitalos�� qto � � ��� odnako Xmidt
pokazal� qto �to ne tak� a Bu
e usilil ego rezul�tat� Podrob�
nee ob �tom napisano v nedavne� monografii Bu
e ��
� Razliqie
veliqin � i �� proishodit v toqkah x� v malo� okrestnosti ko�
toryh est� algebraiqeskie qisla� v kotoryh otnositel�no mala
proizvodna� minimal�nogo polinoma� ili malo znaqenie dis�
kriminanta minimal�nogo polinoma� Dl� takih 
e toqek poka
ne udaets� dokazat� i izvestnu� gipotezu Virzina ��
�
Vse �to delaet zadaqu issledovani� neravenstv ��� i ��� v po�

linomah s malymi diskriminantami ves�ma aktual�no�� V dan�
no� rabote my na�dem raspredelenie takih specifiqeskih al�
gebraiqeskih qisel i uka
em na vozmo
nye primeneni� �togo
rezul�tata�

��
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V� G� Sprind
uk ��
 dokazal� qto mera Lebega mno
estva teh
x� dl� kotoryh neravenstvo ��� pri � � n imeet beskoneqnoe
qislo rexeni�� ravna nul�� Zatem A� Be�ker ��
 usilil ego re�
zul�tat i vyskazal gipotezu� qto v neravenstvah tipa ��� i ���
dol
en de�stvovat� analog teoremy A� �� Hinqina ��
 o pri�
bli
enii de�stvitel�nyh qisel racional�nymi� Sluqa� shodi�
mosti v �to� gipoteze byl dokazan V� I� Bernikom ��
� a ras�
hodimosti � V� V� Beresneviqem ��
� Otnositel�no special�nyh
polinomov izvestno sledu�wee� V� N� Borbat �	�
 dokazal� qto
sistema neravenstv�

jP �x�j � H�n�v

jP ��x�j � H��v��� � � v � �
���

pri l�bom � � � imeet beskoneqnoe qislo rexeni� v P �x� �Z�x�
tol�ko dl� mno
estva nulevo� mery� Iz ego rezul�tata u
e mo
�
no poluqit� informaci� o raspredelenii special�nyh algebra�
iqeskih qisel� odnako ee nedostatoqno dl� poluqeni� analoga
teoremy Hinqina dl� sistem neravenstv vida ����
V danno� rabote my doka
em� qto de�stvitel�nye algebraiqe�

skie qisla s zadannym znaqeniem v nih proizvodno�� obrazu�t
optimal�nu� regul�rnu� sistemu� V konce stat�i my uka
em
vozmo
nye prilo
eni� �togo rezul�tata�

Opredelenie �� Pust� 	 � sqetnoe mno�estvo de�stvitel��
nyh qisel i N 
 	 � R nekotora� polo�itel�na� funkci�� Na�
zovem paru �	� N � regul�rno� sistemo�	 esli suwestvuet posto�
�nna� c� � c��	� N � � � taka�	 qto dl� l
bogo intervala I suwe�
stvuet dostatoqno bol�xoe qislo T� � T��	� N� I� � �	 qto pri
T � T� na�duts� 	�� � � � � 	t iz 	 � I	 dl� kotoryh verny tri nera�
venstva

N �	i� � T� � � i � t�

j	i � 	jj � T��� � � i � j � t�

t � c�jIjT� ���

A� Be�ker i V� Xmidt ��
 dokazali� qto mno
estvo de�stvi�

tel�nyh algebraiqeskih qisel 	 s funkcie� N �	�n���lnH�	����n
�

obrazu�t regul�rnu� sistemu� �tot rezul�tat byl uluqxen
pervym iz avtorov� a V� V� Beresneviq ��
 poluqil regul�rnu�
sistemu s funkcie� N �	� � H�	�n��� Netrudno ubedit�s�� qto
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�tot rezul�tat nailuqxi� iz vozmo
nyh� Regul�rnye sistemy
takogo tipa budem nazyvat� optimal�nymi�

Teorema �� Mno�estvo de�stvitel�nyh algebraiqeskih qisel 		
jP ��	�j � H�	���v	 � � v � �� �	 s funkcie� N �	� � H�	�n����v

obrazu
t optimal�nu
 regul�rnu
 sistemu�

Osnovu dokazatel�stva teoremy 	 sostavl�et nekotoroe utver�

denie� kotoroe my vydel�em v teoremu ��

Teorema �� Pust� I � nekotory� interval	 x � I	 � � v � �� ��
Togda mera mno�estva teh x	 dl� kotoryh sistema neravenstv���

��
jP �x�j � Q�n�v

jP ��x�j � ���n���Q��v� Q � R� Q � Q��I� n�

jajj � Q� � � j � n

���

imeet hot� by odno rexenie v mnogoqlenah P �x�	 udovletvor�
�
wih ���	 ne prevoshodit �� �jIj�

Dokazatel�stvo teoremy �� Pre
de vsego vo vtorom neraven�
stve ��� zamenim P ��x� na P ��	�� gde 	 � bli
a�xi� k x koren��
�to mo
no na osnovanii predstavleni� P ��x� v vide

P ��x� � P ��	� � P �������x� 	�� �� � �	� x�

i izvestnyh ocenok dl� jx� 	j� naprimer

jx� 	j � c�Q
�����v

n �

Po�tomu pri dostatoqno bol�xih Q imeem �� �jP ��x�j � jP ��	�j �
�jP ��x�j i sistemu ��� mo
no perepisat� tak���

��
jP �x�j � Q�n�v

jP ��	�j � ���n���Q��v

jajj � Q�

���

Teper� oboznaqim qerez Ln�v� mno
estvo rexeni� sistemy
���� a qerez L�n�v� � mno
estvo rexeni� sistemy neravenstv���

��
jP �x�j � Q�n�v

Q��v��
� � jP ��	�j � ���n���Q��v

jajj � Q�

���
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Doka
em� qto 
L�n�v� �
�
� jIj� Vospol�zuems� izvestno� ��
 ocenko�

dl� jx� 	j�

jx� 	j � �n��
jP �x�j

jP ��	�j
� �n��Q�n�vjP ��	�j��� ���

Zametim� qto 	 mo
et byt� kompleksnym qislom i mno
estvo
x � I� udovletvor��wih ��� mo
et byt� pustym� Togda ocenko�
mery �vl�ets� nul�� Esli 
e �to mno
estvo nepusto� to obozna�
qim ego qerez ��P � �a �to interval� i qerez j��P �j ego dlinu�
Nar�du s intervalom ��P � rassmotrim interval ���P �� sosto��
wi� iz rexeni� neravenstva

jx� 	j � ��n��Qv��jP ��	�j��� �	��

Oqevidno� qto otnoxenie dlin intervalov ��P � i ���P � udovle�
tvor�et neravenstvu

j��P �jj���P �j�� � ��n��Q�n��� �		�

Esli x � ���P �� to iz zapisi

jP �x�j � jP ��	��x� 	� �
�

�
P �������x � 	��� �� � �	� x�

i ocenok

jP ��	��x� 	�j � ��n��Qv��� j
�

�
P �������x � 	�j�j � c�Q

�v����

pri

v � �� � �	��

i dostatoqno bol�xom Q sleduet

jP �x�j � ��n��Qv��� x � ���P �� �	��

Analogiqno postupim pri x � ���P �� �� � �	� x� i s P ��x�

P ��x� � P ��	� � P �������x� 	�� �	��

Iz �	�� pri vypolnenii neravenstva �	�� sleduet pri Q �

Q��I� n�
�� �jP ��	�j � jP ��x�j � �jP ��	�j� �	��

Dalee zafiksiruem vektor b � �an� � � � � a�� ko�fficientov poli�
noma P �x� i vse polinomy s takim vektorom b ob�edinim v klass
P�b��
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Interval ���P��� P� � P�b� budem nazyvat� nesuwestvennym�
esli suwestvuet interval ���P��� P� � P�b� tako�� qto

j���P�� � ���P��j � �� �j���P��j� �	��

Esli 
e takogo intervala ne na�dets�� t�e� dl� l�bogo interva�
la ���P�� vypoln�ets� neravenstvo

j���P�� � ���P��j � �� �j���P��j� �	��

to interval ���P�� nazovem suwestvennym� Mno
estvo mnogoqle�
nov P �x� � P�b� s suwestvennymi intervalami ���P � oboznaqim
qerez P��b�� a s nesuwestvennymi � P��b��

a�� Rassmotrim klass P��b�� Togda ka
da� toqka x � I mo
et
prinadle
at� ne bolee dvum intervalam ���P �� Po�tomu dl� l��
bogo vektora b X

P�P�	b


j���P �j � �jIj� �	��

Uqityva� �		� iz �	�� poluqaem� oceniva� koliqestvo b kak ��Q�
��n��

X
b�jajj�Q

X
P�P�	b


j��P �j � �jIj��n��Q�n����Q� ��n�� � ���jIj� �	��

b�� Rassmotrim klass P��b�� Na pereseqenii ���P�� P�� inter�
valov ���P�� i ���P�� i dl� P� i dl� P� vypoln��ts� neravenstva
�	�� i �	��

jPj�x�j � ��n��Qv��� j � �� � ����

�� �jP ��	j�j � jP �
j�	j�j � �jP ��	j�j� P��	�� � �� P��	�� � �� ��	�

Togda mnogoqlen K�x� � P��x��P��x�� ne ravny� to
destvenno
nul�� imeet vid K�x� � b�x � b�� S uqetom ���� i ��	� mo
no
zapisat�

jb�x� b�j � ��n��Qv�� ����

jb�j � jK ��x�j � �max�jP �
��	��j� jP

�
��	��j� � ���n���Q��v ����

Pri fiksirovannyh b� i b� mera teh x � I� dl� kotoryh vypoln��
ets� neravenstvo ���� ne prevoshodit ��n��jb�j

��Qv��� Iz x � I i
���� sleduet� qto b� mo
et prinimat� ne bolee �jIjjb�j znaqeni��
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Po�tomu mera vseh x� popada�wih v nesuwestvennye intervaly
ne prevoshodit

�jIjjb�j�
�n��jb�j

��Qv�����n���Q��v � ���jIj� ����

Iz neravenstv �	�� i ���� imeem


L�n�v� �



�
jIj� ����

Oboznaqim qerez L��n�v� mno
estvo Ln�v�nL
�
n�v�� Togda dl� vseh

x � L��n�v� vypoln�ets� sistema neravenstv���
��
jP �x�j � Q�n�v

jP ��x�j � Q��v����

jajj � Q�

Primenim k �to� sisteme teoremu 	�� �		
� Poluqim 
L��n�v� �

c�Q
� ���

n�� jIj� qto pri Q � Q��n� c�� I� ne prevoshodit
�
� jIj� �to ne�

ravenstvo vmeste s ���� dokazyvaet teoremu ��
Dokazatel�stvo teoremy 	 se�qas mo
no provesti kak doka�

zatel�stvo teoremy � v ��
� Voz�mem x � B � I n Ln�v�� Togda
jBj � �

� jIj i dl� l�bogo polinoma P �x�� jP �x�j � Q�n�v u
e

verno jP ��x�j � ���n���Q��v� Primeniv k polinomu P �x� v do�
statoqno malo� okrestnosti x teoremu Lagran
a� poluqim� qto
suwestvuet vewestvenny� koren� 	 polinoma P �x� i tako�� qto
jx � 	j � c�Q

�n����v� Ostaviv tol�ko takie korni 	�� � � � � 	t iz
nih� qto j	i � 	jj � c�Q

�n����v my poluqim optimal�nu� regu�
l�rnu� sistemu special�nyh vewestvennyh algebraiqeskih qi�
sel 	 s funkcie� N �	� � H�	�n����v�
V kaqestve vozmo
nyh prilo
eni� teoremy 	 uka
em dva sle�

du�wih� Po�vidimomu� teoremy 	 vmeste s ��
 dostatoqno� qtoby
obosnovat� sluqa� shodimosti� a vmeste s ��
 sluqa� rashodi�
mosti v sledu�we� zadaqe�
Pust� � � monotonno ubyva�wa� funkci� de�stvitel�nogo ar�

gumenta x � I� Oboznaqim qerez M ��� mno
estvo x � I� dl� ko�
toryh sistema neravenstv�

jP �x�j � H�n���v��H�

jP ��x�j � H��v� � � v � �� �

imeet beskoneqnoe qislo rexeni� v P �x� � Z�x�� Verno li� qto
pri shodimosti r�da

P�
H����H� verno 
M ��� � �� a pri rasho�

dimosti r�da spravedlivo 
M ��� � jIj�
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V kaqestve vtorogo primeneni� teoremy 	 mo
no rassmotret�
sistemu neravenstv ��� pri pokazatele stepeni v pervom nera�
venstve men�xem �n�v� Poskol�ku v �tom sluqae r�d budet sho�
dit�s�� to mera mno
estva x � I� dl� kotoryh nova� sistema
neravenstv budet imet� beskoneqnoe qislo rexeni� ravna nul�
i nado privleq� razmernost� Hausdorfa� Vidimo teoremy 	 do�
statoqno pri � � v � �� � dl� poluqeni� toqnogo rezul�tata� t�e�
toqnogo znaqeni� razmernosti� a ne dvuhstoronnih ocenok� Oba
�tih napravleni� v nasto�wee vrem� razrabatyva�ts� avtora�
mi�
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