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ПРИМЕНЕНИЕ ДЕЙСТВИТЕЛЬНОГО  
ПРОСТРАНСТВА ХАРДИ – СОБОЛЕВА НА ПРЯМОЙ  
ДЛЯ ИССЛЕДОВАНИЯ СКОРОСТИ РАВНОМЕРНЫХ  

РАЦИОНАЛЬНЫХ ПРИБЛИЖЕНИЙ ФУНКЦИЙ

Т. С. МАРДВИЛКО1), А. А. ПЕКАРСКИЙ1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассмотрено действительное пространство Харди – Соболева на прямой, и описаны некоторые достаточные 
условия принадлежности функций данному пространству. Также получены оценки нормы функций из этого про-
странства. Приведены различные примеры функций из пространства Харди – Соболева, и исследованы скорости их 
наилучших равномерных рациональных приближений. Получены оценки наилучших рациональных приближений 
для четного и нечетного продолжений функций с монотонными производными. Исследованы также скорости наи-
лучших рациональных приближений четного и нечетного продолжений функций в общем случае. Оценки приве-
дены как с учетом модуля непрерывности, так и без него. Полученные результаты применяются для изучения 
наилучших рациональных приближений функций с изломом, введенных А. А. Гончаром.

Ключевые слова: пространство Харди; пространство Соболева; пространство Харди – Соболева; равномерные 
рациональные приближения; четное и нечетное продолжения функций.
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APPLICATION OF THE REAL HARDY – SOBOLEV SPACE  
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The real space of Hardy – Sobolev on a straight line is considered and some sufficient conditions for belonging to 
functions to this space are described. Estimates of the norm of functions from this space are also obtained. Various exam-
ples of functions from the Hardy – Sobolev space are given and the order of their best uniform rational approximations are 
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investigated. Estimates of the best rational approximations for even and odd continuations of functions with monotonous 
derivatives are obtained. The order of the best rational approximations of the even and odd continuations of functions in the 
general case have also been studied. Estimates are given both considering the continuity module and without it. The obtained 
results are also used to study the best rational approximations of functions with a kink, introduced by A. A. Gonchar.

Keywords: Hardy space; Sobolev space; Hardy – Sobolev space; uniform rational approximations; even and odd con-
tinuations of functions.
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Введение
Пусть  I – одно из множеств: расширенная числовая ось ^ = −∞ +∞[ ], , отрезок a b,[ ] (a, b ∈  и a < b),  

полуось a, +∞[ ] или полуось −∞[ ], .b  Через C I( ) обозначим множество непрерывных функций f I: .→   
В случае I = ^, a, ,+∞[ ]  −∞[ ], b  предполагается существование конечных пределов lim : ,

x
f x f

→ ∞
( ) = ∞( )  

lim : ,
x

f x f
→ +∞

( ) = +∞( )  lim :
x

f x f
→ −∞

( ) = −∞( ) соответственно. Пространство C I( ) является банаховым от-
носительно стандартной нормы

f f xC I x I( ) ∈
= ( )max .

Пусть n ∈ 0 ( ).: 0 0= ∪ { }  Через n обозначим множество алгебраических рациональных функ-
ций с коэффициентами из  и степени не выше n. Пусть R fn ( ), f C I∈ ( ) и n ∈ 0, – наилучшее равно-
мерное приближение  f  посредством множества n:

R f R f I f r rn n C I n( ) = ( ) = − ∈{ }( ): ; : inf : .

Для R fn n
; ,

^( ){ } =

∞

0
R fn n

; ,
^( ){ } =

∞

0
 f C∈ ( )^ ,f C∈ ( )^ , известны [1] прямая и обратная теоремы, в которых используется дейст-

вительное пространство Харди – Соболева s, s ∈ . Введем пространство s и другие обозначения.
Для измеримого множества I ⊂  через L Ip ( ), 0 < p ≤ ∞, обозначим пространство Лебега функций 

f I: .→   Функционал

f f x dxL I
p

I

p

p ( ) = ( )








∫

1

 при 0 < p < ∞,

f f x x IL I∞ ( ) = ( ) ∈{ }esssup :  при p = ∞

на L Ip ( ) является нормой при 1 ≤ p ≤ ∞ и p-нормой при 0 < p < 1. Последнее означает, что для f g L Ip, ∈ ( ) 
при 0 < p < 1 в качестве неравенства треугольника выступает p-неравенство треугольника, т. е.

f g f gL I
p

L I
p

L I
p

p p p
+ ≤ +( ) ( ) ( ).

В комплексной плоскости  рассмотрим верхнюю полуплоскость Π = ∈ >{ }z z z: , Im . 0  Говорим [2], 
что аналитическая в Π функция  f  принадлежит пространству Харди Hp, 0 < p ≤ ∞, если

f f iyH
y Lp p

: sup .= ⋅ +( ) < ∞
> ( )
0



Как известно, для функции  f ∈ Hp почти для всех x ∈  существуют некасательные предельные значе-
ния, которые обозначим через f x( ). При этом f fH Lp p

= ( ) .
Через H s, s ∈ , обозначим пространство Харди – Соболева аналитических в Π функций. Именно  f  ∈ H s, 

если  f  аналитична в Π, f Hs

s

( ) ∈ 1 и при s ≥ 2 существует lim f z f( ) = ∞( ) ∈ при z ∈ Π и z → ∞. Отметим, 

что последнее условие для  f ∈ H 1 выполняется без дополнительных предположений. Согласно теоре-
ме Харди – Литтлвуда [7, suppl. 3] H Cs

A⊂ ( )Π , т. е. функция  f  ∈ H s аналитична в Π, продолжается по 
непрерывности в замкнутую полуплоскость Π = ∈ ≥{ }z z z: , , Im 0  и существует lim f z f( ) = ∞( ) ∈ 
при z ∈Π и z → ∞.
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Введем сейчас пространство Харди – Соболева s, s ∈ , действительных функций. Пусть g C∈ ( )^g C∈ ( )^  
и u z( ), z ∈Π, есть решение задачи Дирихле, т. е. u непрерывна в Π, u x g x( ) = ( ) для x ∈ , u z( ) гар-
монична и ограничена в Π. Через v z( ) обозначим гармонически сопряженную с u функцию, которая 
однозначно определяется из условия v i( ) = 0. Говорим, что g ∈ s, если функция f z u z iv z( ) = ( ) + ( ):  
принадлежит H s. При этом 1s -норма функции g вводится следующим образом:

 g fs

s

s

H = ( )
1

.  (1)

Функция f z( ) находится с помощью интеграла типа Коши [2, p. 105]:

f z Cg z
i
g t

t z
t

t
dt z( ) = ( )( ) = ( )

−
−

+






∈∫: , .
1 1

1
2π



Π

Значит, для s ∈  имеем

 f z Cg z s
i

g t

t z
dt zs s

s
( ) ( )

+( ) = ( ) ( ) = ( )
−( )

∈∫:
!

, .
π 1



Π   (2)

Из равенства (1) следуют полнота пространства s и 1s -неравенство треугольника:

g h g h g hs s s
s s s s+ ≤ + ∈
  


1 1 1

, , .

Формулу (2) можно применять для вычисления или оценки 1s -нормы g s .

Для пространства s известна еще одна эквивалентная 1
s -норма. Чтобы ее определить, введем до-

полнительные обозначения и понятия. Через C Is ( ), s ∈ , обозначим множество s раз непрерывно диф-
ференцируемых функций f I: .→   Будем считать также, что C I C I0( ) = ( ): . Здесь I – отрезок a b, ,[ ]  
полуось −∞( ], ,b  полуось a, +∞[ ) или числовая ось  = − +( )∞ ∞, . Через W Ip

s ( ) (s ∈ , 1 ≤ p ≤ ∞) обо-

значим пространство Соболева. Функция f W Ip
s∈ ( ), если f C Is∈ ( )− 1

, f s −( )1  абсолютно непрерывна 
на I и f f f f L Is

p, , , , .′ ′′ … ∈ ( )( )

Функцию ϕ ∈ ( )∞W
s   называем s-простой, если она финитна. С s-простой функцией ϕ будем ассоцииро-

вать опорный отрезок J ϕ( ) такой, что suppϕ ⊂ J.  Для s-простой функции ϕ введем характеристику

µ ϕ ϕs
s s

L J
J( ) = ( )

( )∞

,

где J  – длина отрезка J.
Теорема 1. Функция g C∈ ( )^g C∈ ( )^  принадлежит s, s ∈ , в том и только том случае, если существует 

постоянная a и последовательность ϕk k{ } =
∞

1 s-простых функций, удовлетворяющих условиям 

 µ ϕs k
s

k
A( ) = < ∞

=

∞

∑
1

1

: , (3)

 a x g xk
k

+ ( ) = ( )
=

∞

∑ ϕ
1

 при x ∈ . (4)

При этом g As
s


#
: inf : ( ) ( )= { }2K?>; =ONBAOA>>B=>H5=8O 83 4 выполняются соотношения (3) и (4)g As

s

#
: inf : ( ) ( )= { }2K?>; =ONBAOA>>B=>H5=8O 83 4  является 1

s -нормой в s, эквивалент-
ной ⋅ s .

Теорема 1 является следствием результата Р. Койфмана [3; 4] об атомическом представлении функ-
ций класса ReHp при p ≤ 1. Прямые вычисления показывают, что 1s -нормы g s  и g s

#  обладают сле-
дующим интересным и весьма полезным свойством: они инвариантны относительно невырожденных 
линейных преобразований аргумента функции g.
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Имеют место теоремы 2 и 3 – прямая и обратная теоремы рациональной аппроксимации соответ-
ственно (подробнее см. [1]). Здесь и далее через c, c1, c2, … обозначаем некоторые положительные ве-
личины (постоянные). Если они зависят от каких-либо параметров, то эти параметры указываем в скоб-
ках. В пределах одного раздела различные постоянные отмечаем разными индексами.

Теорема 2. Пусть g ∈ s, s ∈ . Тогда

R g
c s
n

g nn s s; .
^R N( ) ≤ ( ) ∈1

 ,R g
c s
n

g nn s s; .
^R N( ) ≤ ( ) ∈1

 ,

Кроме того, при s = 1 имеет место асимптотическое равенство

R g o n nn ; .
^( ) = 





→ ∞1 ,R g o n nn ; .
^( ) = 





→ ∞1 ,

Если же s ≥ 2, то
1 2

1

2

2

n n R g c s gs
n

n
s; .

^( )( ) ≤ ( )
=

∞

∑ 
1 2

1

2

2

n n R g c s gs
n

n
s; .

^( )( ) ≤ ( )
=

∞

∑ 

Теорема 3. Пусть g C∈ ( )^g C∈ ( )^  и s ∈ . Если 

n

s
n

s
n n R g B

=

∞

∑ ( )( ) = < ∞
1

1
1

; :
^ ,

n

s
n

s
n n R g B

=

∞

∑ ( )( ) = < ∞
1

1
1

; :
^ ,

то g ∈ s и g c s Bs
s

 ≤ ( )3
.

В настоящей статье для изучения скорости наилучших рациональных приближений функций будем 
использовать теорему 2. При этом применяем как ⋅ s , так и ⋅ s

#  1
s -нормы. Вследствие теоремы 1 

в дальнейшем используем лишь обозначение ⋅ s � для 1s -нормы. Из контекста будет ясно, когда имеется 
в виду ⋅ s , а когда ⋅ s

#
.

В разделах «Примеры функций класса s: использование s-простых функций» и «Примеры функ-
ций класса s + 1: использование интеграла типа Коши» приводятся различные примеры функций из 
действительного пространства Харди – Соболева. Наилучшие приближения функций с монотонными 
производными и их четных продолжений изучаются в разделе «Аппроксимация функций с монотон-
ными производными и их четных продолжений». В разделе «Аппроксимация нечетного продолжения 
функций с монотонными производными» аналогичная задача рассматривается для нечетных продол-
жений функций.

Примеры функций класса s: использование s-простых функций
Через n, n ∈ 0, обозначим множество алгебраических многочленов с коэффициентами из  и сте-

пени не выше n. Пусть функция f L X∈ ( )∞ , X ⊂ , в частности f C X∈ ( ). Для краткости полагаем, что 
f fX L X: .=

∞ ( )
Лемма 1. Пусть – ∞ < a < b < + ∞, s ∈  и p s∈ −

2 1
. Тогда для l = 0, 1, …, 2s – 1 выполняется неравенство

 p c s b a p a p bl

a b j

s
j l j j( )

[ ] =

−
− ( ) ( )≤ ( ) −( ) ( ) + ( )( )∑

,
.

0

1

 (5)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть случай a b, , .[ ] = [ ]0 1  Общий случай сводится к ука-
занному с помощью линейной замены аргумента x a t b a= + −( ), 0 ≤ t ≤ 1. Хорошо известно, что p

0 1,[ ] 

является нормой в пространстве 2s – 1. Сумма 
j

s
j jp p p

=

−
( ) ( )∑ ( ) + ( )( ) = ( )

0

1

0 1 :S  также есть норма в прост-

ранстве 2s – 1. При проверке аксиом нормы в рассматриваемом случае затруднение может вызвать лишь 
проверка импликации S p p x( ) = ⇒ ( ) =0 0�  для всех x ∈ . Докажем это. Действительно, если S p( ) = 0, 
то точки 0 и 1 являются нулями порядков не ниже s для полинома p ∈ 2s – 1. Значит, с учетом кратности 
полином p имеет не менее 2s нулей. Согласно основной теореме алгебры это возможно лишь в случае, 
когда p x( ) = 0� для всех x ∈ .

Как известно, в конечномерном пространстве любые две нормы эквивалентны. Тогда для каждого 
p ∈ 2s – 1 выполняется неравенство
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 p c s p p
j

s
j j

0 1 1

0

1

0 1
,

.[ ]
=

−
( ) ( )≤ ( ) ( ) + ( )( )∑  (6)

Согласно неравенству А. А. Маркова [5, p. 97] для l = 0, 1, …, 2s – 1 имеем 

p c s pl( )
[ ] [ ]≤ ( )
0 1

2 0 1
,

,
.

Значит, из формулы (6) следует выражение (5) для a b, , .[ ] = [ ]0 1

Лемма 2. Пусть ψ ∈ ( )C ^ ,ψ ∈ ( )C ^ , suppψ ⊂ [ ]a b,  (– ∞ < a < b < + ∞) и ψ a b
sW,[ ] ∞∈ , s ∈ . Тогда ψ ∈ s и 

 ψ ψs c s b a
l

s
l l

a b
≤ ( ) −( )

=

( )
[ ]∑2

1
,
.  (7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Если s = 1, то соотношение (7) очевидно ввиду теоремы 1, поэтому считаем 
s ≥ 2. Кроме того, полагаем, что a b, , ,[ ] = [ ]0 1  так как общий случай выводится отсюда с помощью ли-
нейной замены аргумента.

Для каждого k ∈ 0 введем отрезки Jk
k

0 2 0= − 
−
, , Jk

k
1 1 1 2= + 

−
,  и функцию ψk

sW∈ ( )∞  . Именно 

ψ ψk x x( ) = ( ) при x J Jk k∈ ∪( ) \ ,0 1  а на отрезках Jk 0 и Jk1 функция ψk совпадает с полиномами степе-
ней не выше 2s – 1, которые ввиду условия ψk

sW∈ ( )∞   существуют и являются единственными. Здесь 
воспользуемся решением интерполяционной задачи Эрмита [5, p. 118, theorem 6.1]. Имеем

 ψ ψ ϕx x x xki
ik

( ) = ( ) + ( ) ∈
==

∞

∑∑0

0

1

0

, ,  (8)

где ϕ ψ ψki k kx x x( ) = ( ) − ( )+ 1  при x ∈ Jki и ϕki x( ) = 0 при x ∈ \ Jki. Функции ψ0 и ϕki являются s-простыми 
функциями с опорными отрезками J ψ0 1 2( ) = −[ ],  и J Jki kiϕ( ) = . Следовательно, 

 µ ψ ψ ψ ψ ψs
s s s s s s

0 0
1 2

0
1 0 0 1

0
1 2

3 3( ) = =( )
−[ ]

( )
−[ ]

( )
[ ]

( )
[ ], , , ,

max , ,







.  (9)

Для оценки первого и третьего выражений из фигурных скобок формулы (9) воспользуемся леммой 1. Рас-
смотрим первое выражение. При этом учтем, что ψ

0
1 0

j( ) −( ) =  при  j = 0, 1, …, s – 1; ψ0 0 0( ) =  и ψ ψ0 0 0j j( ) ( )( ) = +( )
ψ ψ0 0 0j j( ) ( )( ) = +( ) при  j = 1, 2, …, s – 1. Следовательно,

ψ ψ ψ0
1 0

3

1

1

0 3

1

1

0 1
0

s

j

s
j

j

s
jc s c s( )

−[ ] =

−
( )

=

−
( )

[ ]
≤ ( ) ( ) ≤ ( )∑ ∑

, ,
.

Ясно, что аналогичная оценка верна и для ψ0
1 2

s( )
[ ],
. Таким образом, с учетом равенства (9) находим

 µ ψ ψs
j

s
jc s0 4

1
0 1

( ) ≤ ( )
=

( )
[ ]∑
,
.  (10)

Ниже покажем, что при i = 0, 1 и k ∈ 0 имеет место неравенство

 µ ϕ ψs ki
k

j

s
jc s( ) ≤ ( ) −

=

( )
[ ]∑5

1
0 1

2
,
.  (11)

Будем считать, например, i = 0. Функция ϕk 0 является s-простой функцией с опорным отрезком Jk
k

0 2 0= − 
−
, ;

Jk
k

0 2 0= − 
−
, ; ϕk k k0 2 2

1− −





− − −
,

 и ϕk k0 2 0
1−





− −
,

 – полиномами степени, не превышающей 2s – 1. Кроме того, 

ϕ ψk kx x0( ) = − ( ) при x k k∈ − − 
− − −
2 2

1
, . Следовательно, используя лемму 1, получим 

 

ϕ ψk
j

k
j

m

s
k m j

k k k
c s0

2 2 2 0
6

1

1

1
2

( )
− −





( )
−



 =

−
− −( )

− − − −
≤ ≤ ( ) ∑

, ,

ψψ

ψ

m

m

s
k m j mc s j s

( )

=

−
− −( ) ( )

[ ]

+( ) ≤

≤ ( ) = …∑

0

2 1 26

1

1

0 1,
, , , , .

 
(12)
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Действуя аналогично, находим, что 

ϕ ϕk
s

j

s
k j s

k
j k

k
c s0

2 0
6

1

1

0

1

1
2 2

( )
−



 =

−
− −( ) ( ) − −

− −
≤ ( ) −( )∑

,

.

Далее используем выражение (12) для оценки ϕk
j k
0

1
2

( ) − −−( ) . Таким образом, получим

 

ϕ ψk
s

j

s
k j s

m

s
k m j m

k
c s0

2 0
7

1

1

1

1

1
2 2

( )
−



 =

−
− −( )

=

−
− −( ) ( )

− −
≤ ( ) ∑ ∑

, 00 1

7

1

1

0 1
1 2

,

,
.

[ ]

=

−
− −( ) ( )

[ ]

=

= −( ) ( ) ∑s c s
m

s
k m s mψ

 
(13)

Поскольку µ ϕ ϕs k
ks

k
s

k0 0
2 0

2( ) = − ( )
−





−
,

, то из формул (12), (13) получим

µ ϕ ψ ψs k
m

s
km m k

j

s
jc s c s0 8

1

1

0 1
8

1
0 1

2 2( ) ≤ ( ) ≤ ( )
=

−
− ( )

[ ]
−

=

( )
[ ]∑ ∑

, ,
.

Таким образом, неравенство (11) доказано для i = 0.
Аналогично рассматривается случай i = 1. Из выражений (8), (10) и (11) следует неравенство (7) для 

a b, , .[ ] = [ ]0 1

Лемма 3. Пусть s ∈  и – ∞ < a < b ≤ u < y < + ∞. Если функция ψ ∈ ( )C ^ ,ψ ∈ ( )C ^ , suppψ ⊂ [ ]a y, , ψ a b
sW,[ ] ∞∈ , 

ψ u y
sW,[ ] ∞∈  и ψ x const( ) =  при x b u∈[ ], , то ψ ∈ s и имеет место соотношение

 ψ ψs c s y a
l

s
l l

a b u y
≤ ( ) −( )

=

( )
[ ] ∪ [ ]∑9

1
, ,

.  (14)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Для s = 1 неравенство (14) выполняется ввиду теоремы 1, так как ψ суть 1-прос-
тая функция с отрезком J a yψ( ) = [ ], . Следовательно, считаем, что s ≥ 2. При этом утверждение леммы 
для s ≥ 2 получим вначале, если выполнено дополнительное условие
 y a u b− ≤ −( )2 .  (15)

Пусть ϕ ∈ ( )C  , suppϕ ⊂ [ ]b u, , ϕ b u s,
,[ ] −∈2 1  и является единственным решением интерполяцион-

ной задачи Эрмита [5, p. 118, theorem 6.1]:

 ϕ ϕ ϕ ψ ϕ ψb u b b u uj j j j( ) = ( ) = +( ) = −( ) −( ) = +( )( ) ( ) ( ) ( )
0 0 0 0 0, , ,  (16)

где j = 1, 2, …, s – 1. Тогда функции ϕ и ψ̂ ψ ϕ:= +  удовлетворяют условиям леммы 2, где в качестве 
отрезка a b,[ ] берутся b u,[ ] и a y,[ ] соответственно. Согласно лемме 1 и условию (16) для l = 1, 2, …, s 
получим

 ϕ ψl

b u j

s
j l j

a b u y
c s u b( )

[ ] =

−
− ( )

[ ] ∪ [ ]
≤ ( ) −( )∑

, , ,
.10

1

1

 (17)

Следовательно, с учетом леммы 2 находим

 ϕ ϕ ψs c s u b c s u b
l

s
l l

b u j

s
j j

a b
≤ ( ) −( ) ≤ ( ) −( )

=

( )
[ ] =

−
( )

[∑ ∑11

1

12

1

1

, , ]] ∪ [ ]u y,
.  (18)

Далее применим лемму 2 к функции ψ̂:

ψ̂ ψ ϕ
s

c s y a
l

s
l l

a b u y

l

b u
≤ ( ) −( ) +






=

( )
[ ] ∪ [ ]

( )
[ ]∑13

1
, , ,

.ψ̂ ψ ϕ
s

c s y a
l

s
l l

a b u y

l

b u
≤ ( ) −( ) +






=

( )
[ ] ∪ [ ]

( )
[ ]∑13

1
, , ,

.

Здесь первое слагаемое из фигурных скобок дает сумму, как требуется в формуле (14). Для второго 
слагаемого с учетом условий (15) и (17) получаем



22

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2022;3:16–36
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2022;3:16–36 

l

s
l l

b u l

s
l

j

s
j l j

a
y a c s y a u b

=

( )
[ ] = =

−
− ( )∑ ∑ ∑−( ) ≤ ( ) −( ) −( )

1

14

1 1

1

ϕ ψ
, ,, ,

,

b u y

l

s

j

s
j

j l
j

a
c s y a u b

y a

[ ] ∪ [ ]

= =

− −
( )

=

= ( ) −( ) −
−





∑∑15

1 1

1

ψ
bb u y

s

j

s
j j

a b u y
s c s y a

[ ] ∪ [ ]

−

=

−
( )

[ ] ∪ [ ]

≤

≤ ( ) −( )∑

,

, ,
.2

1

15

1

1

ψ

Собрав найденные оценки, находим

 ψ̂ ψ
s

c s y a
l

s
l

a b u y≤ ( ) −( )
=

[ ] ∪ [ ]∑16

1
, ,

.ψ̂ ψ
s

c s y a
l

s
l

a b u y≤ ( ) −( )
=

[ ] ∪ [ ]∑16

1
, ,

.  (19)

Поскольку ψ ψ ϕ= −^ ,ψ ψ ϕ= −^ , то, применив 1
s -неравенство треугольника из формул (18) и (19), получим вы-

ражение (14) при условии (15).
Сейчас снимем ограничения (15). Рассмотрим сначала случай b = u. Существует последовательность 
a yk k k
,[ ]{ } =

∞

0
  отрезков, удовлетворяющая следующим условиям: (i) a0 = a, y0 = y; (ii) a y a yk k k k+ +  ⊂ ( )1 1, ,  

при k ∈ 0; (iii) y a y ak k
k− = −( )−2  при k ∈ ; (iv) ψ ψa yk k( ) = ( ) при k ∈ 0; (v) lim lim .

k k k ka y b
→ ∞ → ∞

= =  Оп-
ределим на  вспомогательные функции ψk k{ } =

∞
0
:

ψ ψ

ψ
0

0 0

0 0 1 1

1 1 1

0

x

x a y

x x a y a y

a x a y
( ) =

∈ [ ]
( ) ∈[ ] [ ]
( ) ∈[

, \ , ,

, , \ , ,

, ,



]]









.

Далее для k = 1, 2, … полагаем, что

ψ ψ ψ

ψ

k

k k

k k k k k

k

x

x a y

x a x a y a y

a

( ) =

∈ [ ]
( ) − ( ) ∈[ ]  + +

0

1 1

, \ , ,

, , \ , ,



++ + +( ) − ( ) ∈  








 1 1 1ψ a x a yk k k, , .

Легко заметить, что ψ ψx x
k

k( ) = ( )
=

∞

∑
0

, x ∈ , причем ввиду условия (iii) каждая из функций ψk k{ } =
∞

0 

удовлетворяет рассмотренному частному случаю (15). Следовательно, 

ψ ψ ψ
 s s

k k

s

k
k
s

k l

s

k k
l l

a a
c s y a

1

0

1

17

0 1 1

≤ ≤ ( ) −( )
=

∞

=

∞

=

( )
  ∪

∑ ∑ ∑
+, yy y

s

k

k

l

s
l l

a b

k k

c s y a

+ 

=

∞
−

=

( )












≤

≤ ( ) −( )∑ ∑

1

1

17

0 1

2

,

,
ψ

[[ ] ∪ [ ]

=

( )
[ ] ∪ [ ]












=

= ( ) −( )

∑

u y

s

l

s
l l

a b u y
c s y a

,

, ,

1

17

1

2 ψ









1

s

.

Таким образом, лемма 3 доказана, если b = u. Если же b < u, то в последних рассуждениях будет 
конечное число функций ψk .

Лемма 3 дает наиболее общее достаточное условие принадлежности функции пространству s и оцен-
ку (14) соответствующей 1s -нормы. В лемме 4 получим уточнение оценки (14) для b = u.

Определение 1. Функцию ∆ ∈ ( )C ^∆ ∈ ( )C ^  будем называть треугольной с точками a, b, y и обозначать че-
рез ∆ x a b y; , , ,( )  если supp∆ ∆⊂ [ ] ( ) =a y b, , 1 и на отрезках a b,[ ] и b y,[ ] функция ∆ x( ) линейна.
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Лемма 4. Пусть s ∈ и – ∞ < a < b < y < + ∞. Если функция ψ ∈ ( )C ^ ,ψ ∈ ( )C ^ , suppψ ⊂ [ ]a y, , ψ a b
sW,[ ] ∞∈   

и ψ b y
sW,[ ] ∞∈ , то ψ ∈ s и имеет место неравенство

 
ψ ψ ψs c s b a y b

c s

l

s
l l

a b

l l

b y
≤ ( ) −( ) + −( )








+

+

=

( )
[ ]

( )
[ ]∑18

1

19

, ,

(( ) ( ) −
− −{ }ψ b y a

b a y b
slog
min ,

.2

 
(20)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Имеем ψ ψ ψ ψx b x a b y x x( ) − ( ) ( ) = ( ) + ( )− +∆ ; , , , где функции ψ– и ψ+ удовлет-
воряют условиям леммы 2 с отрезками a b,[ ] и b y,[ ] соответственно. Рассмотрим подробнее, напри-
мер, функцию ψ–. Очевидно, что

ψ
ψ ψ

ψ ψb a b y
b a
b a b a

x dx
a b

a

b

a b( ) ⋅ ′ ⋅( ) =
( ) − ( )

−
≤

−
( ) ≤′ ′[ ] [ ]∫∆ ; , , .

, ,

1

Следовательно,

′ ′ ′≤ + ( ) ⋅ ′ ⋅( ) ≤− [ ] [ ] [ ] [ ]ψ ψ ψ ψa b a b a b a bb a b y
, , , ,

; , , .∆ 2

Аналогично получим, что
′ ′≤+ [ ] [ ]ψ ψb y b y, ,

.2

Отметим также, что в случае s ≥ 2 для  j = 2, 3, …, s имеем ψ ψ−
( ) ( )( ) = ( )j jx x  при x a b∈( ),  и ψ ψ+

( ) ( )( ) = ( )j jx x
ψ ψ+

( ) ( )( ) = ( )j jx x  при x b y∈( ), . Таким образом, используя лемму 2, получим

 ψ ψ−
=

( )
[ ]

≤ ( ) −( )∑s c s b a
l

s
l l

a b17

1
,
,  (21)

 ψ ψ+
=

( )
[ ]

≤ ( ) −( )∑s c s y b
l

s
l l

b y17

1
,
.  (22)

Поскольку ψ ψ ψ ψx b x a b y x x( ) = ( ) ( ) + ( ) + ( )− +∆ ; , , ,  x ∈, то из соотношений (21) и (22) видно, что для 
доказательства выражения (20) достаточно получить неравенство

 ∆ ⋅( ) ≤ ( ) −
− −{ }; , , log

min ,
.a b y c s y a

b a y bs
s

 18 2  (23)

Пусть, например, b – a ≤ y – b. Если при этом y b b a− ≤ −( )4 ,  то формула (23) вытекает из леммы 3. 
В случае y b b a− > −( )4  воспользуемся свойством инвариантности 1s -нормы пространства s относи-
тельно невырожденных линейных преобразований аргумента функции (см. раздел «Введение»). Перей-
дем к новой переменной t с помощью замены x b t b a= + −( ).  При этом функция ∆ x a b y; , ,( ) перей дет 

в треугольную функцию ∆ t A; , , ,−( )1 0  где A y b
b a

= −
−

> 4.

Введем положительную строго убывающую функцию ω q A
q

( ) =
log

log
,2

2

 q > 1. Имеем ω ω2 4
1

2
12( ) − ( ) = >log .A

ω ω2 4
1

2
12( ) − ( ) = >log .A  Следовательно, существует q0 2 4∈[ ],  такое, что ω q m

0
1( ) = ∈ { }: .\  Полагая, что λk

kq A= −( )∆ 0 1 0; , , ,

λk
kq A= −( )∆ 0 1 0; , , , k = 1, 2, …, m – 1, замечаем, что λk ∈( )0 1,  и имеет место равенство

∆ ∆ ∆

∆

t A t q t q q

t q q q

; , , ; , , ; , ,

; , ,

−( ) = −( ) + ( ) +

+ (
1 0 1 0 00 1 0 0

2

2 0 0

2

0

3

λ

λ )) + … + ( ) ∈−
− −λm

m m mt q q q t1 0

2

0

1

0∆ ; , , , .

Каждая из треугольных функций в правой части этого равенства удовлетворяет рассмотренному выше 
условию типа b a y b b a− ≤ − ≤ −( )4 . Тогда, применив 1s -неравенство треугольника и лемму 3, получим
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∆ ⋅ −( ) ≤ ( ) ≤ ( ) −
−

; , , .1 0

1

19 19 2A c s m c s y b
b as

s


log

Таким образом, неравенство (23) и лемма 4 доказаны.
Лемма 5. Пусть s, k ∈  и – ∞ < a < b < y < + ∞. Если функция ψ ∈ ( )C ^ ,ψ ∈ ( )C ^ , suppψ ⊂ [ ]a y, , ψ a b k,[ ] ∈   

и ψ b y k,[ ] ∈ , то ψ ∈ s и имеет место соотношение

ψ ψs c s k y a
b a y ba y

s≤ ( ) −
− −{ }[ ]20 2, log

min ,
.

,

Д о к а з а т е л ь с т в о. Согласно неравенству А. А. Маркова [5, p. 97] для l = 1, 2, …, s имеют место 
соотношения

b a c s kl l

a b a b−( ) ≤ ( )( )
[ ] [ ]ψ ψ
,

,
, ,21

y b c s kl l

b y b y−( ) ≤ ( )( )
[ ] [ ]ψ ψ
,

,
, .21

Остается воспользоваться леммой 4.
Лемма, аналогичная лемме 5, получена в работе [6, лемма 1] для пространства Бесова B

1

α

α
. Чтобы до-

казать результаты, представленные в публикации [6], пространство Бесова B1
α

α и лемму 1 из источника [6] 
можно заменить на пространство s и лемму 5 соответственно.

Ниже приводится пример 1, где используются теорема 2 и лемма 2. При этом запись a bn n , n ∈ , 
для положительных последовательностей an n{ } =

∞
1 и bn n{ } =

∞
1 означает, что c22an ≤ bn ≤ c23an для всех 

n ∈ , где c23 ≥ c22 > 0.
Пример 1. Пусть α > 0, β > 0, g x x xαβ

α βπ( ) = ( )−
sin  при x ∈( ]0 1,  и gαβ 0 0( ) = . Тогда

 R g n nn αβ

α
β

; , , ,0 1[ ]( ) ∈
−

   (24)
где постоянные, скрытые символом , зависят лишь от α и β.

Получим сначала верхнюю оценку из выражения (24). С этой целью введем последовательность 
ψk k{ } =

∞
1
 функций

 ψ

πα β β β

k x

x x x k k

x k

( ) =

( ) ∈ +( )












∈ +( )

− − −
sin , ,при

\

1

0 1

1
1

^R −− −
























1
1

β β, .kпри

 (25)

Эти функции удовлетворяют лемме 2 при любом s ∈ . Полагаем, что s =








 +α

β
1. Используя лемму 2, 

получим

ψ α β
α
β

k s c k


≤ ( )
−

24 , .

Следовательно, согласно теоремам 1 и 2 для функции Λn n= + + … +ψ ψ ψ
1 2

 получаем

R
c s
n

c
n

kn n s
k

n

k
s

s

s
s

k

n

sΛ ;
,^( ) ≤ ( ) 







 ≤ ( ) 

=

−

=
∑ ∑25

1

1

26

1

ψ
α β α

β










≤ ( )
−

s

c n27 α β
α
β

, .R
c s
n

c
n

kn n s
k

n

k
s

s

s
s

k

n

sΛ ;
,^( ) ≤ ( ) 







 ≤ ( ) 

=

−

=
∑ ∑25

1

1

26

1

ψ
α β α

β










≤ ( )
−

s

c n27 α β
α
β

, .

Поскольку g nnαβ

α
β− ≤

[ ]

−
Λ

0 1,
,  то считаем, что верхняя оценка из формулы (24) доказана.

Для доказательства нижней оценки из выражения (24) воспользуемся теоремой Валле-Пуссена 

[7, p. 214]. Введем последовательность xm m{ } =
∞

1
,  где x kk2 1

1

−

−
= β  и x kk2

1

1

2
= +





−
β
 при k ∈ . Ясно, что 

1 = x1 > x2 > x3 > … . Для каждого n ∈  обозначим n n= 





+





2
2

2 .  Функция h x g x
n

( ) = ( ) −
+







: αβ

α
β1

2

2

5
 при 

k n= …1 2
2

, , ,
  удовлетворяет соотношениям
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h x
n

h x
nk k2 1 2

1

2

2

5

1

2

2

5
−( ) = −

+






( ) ≥
+







α
β

α
β

, .

Поскольку n n≥ + 3, то, используя теорему Валле-Пуссена, получим

R g h x m n
nn mαβ

α
β

; , min : , , , .0 1 1 2
1

2

2

5
[ ]( ) ≥ ( ) = …{ } =

+








Таким образом, нижняя оценка из выражения (24) доказана.
Отметим, что исследованием наилучших равномерных рациональных приближений функции g xαα ( ) 

для α ∈( ]0 1,  занимался Е. А. Ровба [8]. Для n ≥ 2 он получил оценки 

R g O n
nn αα; ,
ln

0 1

2

[ ]( ) =






 при 0 < α < 1 и R g O n
nn 11 0 1; ,
ln

.[ ]( ) = 





Несложно заметить, что справедливо следующее обобщение примера 1.
Пример 2. Пусть ξ ξ ξ ξ= … …( )1 2, , , ,k  – случайная последовательность, состоящая из 1 и –1. Ис-

пользуя функции (25), полагаем, что

g x x
k

k kαβ ξ ξ ψ, .( ) = ( )
=

∞

∑
1Тогда 

R g n nn αβ

α
βξ⋅( ) [ ]( ) ∈

−
, ; , , ,0 1  

где постоянные, скрытые символом , зависят лишь от α и β.

Примеры функций класса s + 1:  
использование интеграла типа Коши

Пусть I a b= [ ], � – отрезок числовой оси , I b a= −  – длина I. Через V V I= ( ) � обозначим множество 
функций f I: ,→   которые имеют ограниченное полное изменение, выраженное через v v f I= ( ), . В даль-
нейшем счи таем, что если f V I∈ ( ), то функция  f  непрерывна справа и слева в точках a и b соответственно. 

Если же x a b0 ∈( ),  и является точкой разрыва функции  f,  то полагаем, что f x
f x f x

0

0 0
0 0

2
( ) =

−( ) + +( )
. 

Через V V Is s= ( ), s ∈ , обозначим подмножество функций f W Is∈ ( )∞  таких, что f V Is( ) ∈ ( ).
Лемма 6. Пусть ψ ∈ ( )C ^ ,ψ ∈ ( )C ^ , suppψ ⊂ = [ ]I I a b( ),  и ψ I

sV∈ , s ∈ . Тогда ψ ∈ s + 1 и справедливы 
неравенства
 ψ ψ2 ≤ ( )′c I v I,  при s = 1, (26)

 ψ ψ ψs c s I c s I v I
l

s
l l

I

s s
+ ≤ ( ) + ( ) ( )

=

−
( ) ( )∑1 1

1

1

2 ,  при s ≥ 2. (27)

Д о к а з а т е л ь с т в о. Используя сдвиг аргумента функции ψ, можем убедиться, что достаточно рас-
смотреть случай I h h= −[ ], , где h b a= −

2
. Полагаем также, что 2 2 2I h h= −[ ], . Получим сначала оцен-

ку (26). Согласно формуле (2) имеем

 C z
i

t

t z
dt z I

I

ψ
π

ψ( )′′( ) = ( )
−( )

∈∫2 3
, .\  (28)

Применив дважды интегрирование по частям к интегралу из выражения (28), находим

 C z
h

i h z
h

i h z i
d t
t zh

h

ψ
ψ
π

ψ
π π

ψ( )′′( ) =
′ −( )

−( ) +
′ − +( )

+( ) −
′( )

−−
∫

0 0 1
, zz I∈\ .  (29)

Из формулы (28) видно, что функция C zψ( )′′( ) аналитична в  \ I и бесконечность для нее является ну-
лем не ниже третьего порядка. Далее из равенства (29) и свойств преобразований Коши – Стилтьеса 
и Гильберта – Стилтьеса [9, p. 231] следует, что Cψ( )′′ принадлежит пространству Харди H Ip

^\( )H Ip
^\( ) при 
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1

3
1< <p .  Значит, C zψ( )′′ ( ), z ∈ Π, принадлежит пространству Харди �Hp Π( ) при 1

3
1< <p .  Таким об-

разом, для получения неравенства (26) нам необходимо доказать, что

 C x dx c I v Iψ ψ( )′′( ) ≤ ′( )∫
1

2

3

1

2

1

2



, .  (30)

С этой целью оценим соответствующие вклады в интеграл (30) по \ 2I и 2I. Но прежде всего докажем 
следующие два свойства функции ψ x( ):
 ′ − +( ) + −( ) ≤ ( )′ ′ψ ψ ψh h v I0 0 , ,  (31)

 ψ ψx dx I v I
I

( ) ≤ ( )′∫
1

2

2
, .  (32)

Докажем неравенство (31). Если ′ − +( ) −( ) ≤′ψ ψh h0 0 0,  то

′ − +( ) + −( ) = − +( ) − −( ) ≤ ( )′ ′ ′ ′ψ ψ ψ ψ ψh h h h v I0 0 0 0 , .

Если же ′ − +( ) −( ) >′ψ ψh h0 0 0, например ′ − +( ) >ψ h 0 0 и ′ −( ) >ψ h 0 0, то существует точка x h h0 ∈ −( ), , 

для которой ′( ) <ψ x
0

0. В противном случае приходим к противоречию:

0 0= ( ) − −( ) = ( ) >′
−
∫ψ ψ ψh h t dt
h

h

.

Следовательно, 
′ ′ ′ ′ ′ ′

′

− +( ) + −( ) < − +( ) − ( )( ) + +( ) − ( )( ) ≤

≤ +

ψ ψ ψ ψ ψ ψ

ψ

h h h x h x

h

0 0 0 0

0

0 0

(( ) − ( ) + ( ) − − +( ) ≤ ( )′ ′ ′ ′ψ ψ ψ ψx x h v I0 0 0 ,

и неравенство (31) доказано.
Для доказательства соотношения (32) напомним, что ψ ψ−( ) = ( ) =h h 0.  Поэтому, используя дважды 

интегрирование по частям и формулу (31), получим

ψ ψ ψ ψ

ψ ψ

x dx x x x dx h x dx

h h h
I I I

( ) = − ( ) ( ) ≤ ( ) ≤

≤ −( ) + − +(

′ ′

′ ′

∫ ∫ ∫sign

2 0 0))( ) − ( ) ≤

≤ ( ) + ( ) ≤ ( )

′

′ ′ ′

∫h xd x

h v I h v I I v I

I

ψ

ψ ψ ψ2 2 21

2
, , , .

Таким образом, неравенство (32) доказано.
Применяя формулы (28) и (32), находим, что

C x
I v I

x
x Iψ π

ψ( )′′( ) ≤ ( ) ∈
′16

2

2

3

,
, ,\

 C x dx I v I
I

ψ ψ( )′′ ( ) ≤ ′( )∫
1

2
1

2

1

2

2

8 , .

\

 (33)

Далее для получения оценки вклада в интеграл (30) по отрезку 2I слагаемые из правой части равен-
ства (29) обозначим через u z1( ), u z2( ) и u z3( )  соответственно. Применив формулу (31), получим

 u x u x dx c I v I
I

1 2

2

4

1

2

1

2

1

2

1

2( ) + ( )





≤ ′( )∫ ψ , .  (34)

Через u x3( ) *  обозначим симметрическую относительно точки x = 0 не возрастающую на полуоси 
0, +∞( ) перестановку функции u x3( ) , x ∈ . Из свойств преобразования Коши – Стилтьеса и Гильберта – 

Стилтьеса [9, p. 231] получаем неравенство
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u x
c v I

x
x3

5
0( ) ≤

′( ) ∈ { }* ψ ,
, .\

Следовательно,

 u x dx c v I x dx c I v I
I

h

3

2

5

0

2

6

1

2

1

2

1

2

1

2

1

22( ) ≤ ( )( ) ≤ ( )′ ′∫ ∫
−

ψ ψ, , .  (35)

Таким образом, из формул (29), (34) и (35) находим

 C x dx c I v I
I

ψ ψ( )′′( ) ≤ ( )′∫
1

2
1

2

1

2

2

7 , .  (36)

Наконец, из соотношений (33) и (36) получаем неравенство (26).
Докажем оценку (27). Пусть ϕ ∈ ( )C  , suppϕ ⊂ I, ϕ I s∈ −2 1, и является единственным решением 

интерполяционной задачи Эрмита [5, p. 118, theorem 6.1]:

 ϕ ϕ ϕ ψ ϕ ψ−( ) = ( ) = − +( ) = − +( ) −( ) = −( )( ) ( ) ( ) ( )h h h h h hj j j j
0 0 0 0 0, , ,  (37)

где  j = 1, 2, …, s – 1. Полагаем, что ψ ψ ϕx x x( ) = ( ) − ( ). Применяя леммы 1 и 2 и теорему 1, получаем

 ϕ ψs c s I
j

s
j j

I
+ ≤ ( )

=

−
( )∑1 8

1

1

.  (38)

Отметим также нужное неравенство

 v I c s I Is s

j

s
j j

I
ϕ ψ( ) −

=

−
( )( ) ≤ ( ) ∑, ,9

1

1

 (39)

которое вытекает из леммы 1.
Поскольку ψ ψ ϕx x x( ) = ( ) + ( )  и имеет место неравенство (38), то для доказательства соотноше-

ния (27) нам достаточно получить оценку

 ψ ψ ψs

l

s
l l

I

s s
s

c s I c s I v I( )

=

−
( ) ( )

+
≤ ( ) + ( ) ( )∑

 1 10

1

1

11 , .  (40)

Заметим, что

 C z
s
i

t

t z
dt zs

s
I





ψ
π

ψ( ) ( ) =
+( ) ( )

−( )
∈+( )

+∫1

2

1 !
, ,Π  (41)

и, следовательно, 

 C x
s

x
t dt x Is

s

s
I

ψ
π

ψ( ) ( ) ≤
+( ) ( ) ∈+( )

+

+ ∫1
2

2

2 1
2

!
, .

 \  (42)

Здесь ψ ∈ ( )V Is  и имеет на концах отрезка I нули не ниже s-го порядка. Поэтому, применяя s + 1 раз 
тот же прием (интегрирование по частям), что и при доказательстве неравенства (32), получим

  ψ ψt dt I v I
I

s
s s( ) ≤ ( )∫ + ( )1

2

1
, .  (43)

Из соотношений (42) и (43) находим, что 

 C x dx c s I v Is s

I

s
s s s� �

�

ψ ψ( ) ( ) ≤ ( ) ( )+( ) + + ( ) +∫ 1

1

1

2

12
1

1

1

\

, .  (44)

Сейчас получим оценку интеграла (44) по отрезку 2I. Поскольку функция ψ I
sV∈  и на концах от-

резка I имеет нули не ниже s-го порядка, то, применяя к равенству (41) интегрирование по частям s + 1 
раз, получим

 C z
h

i h z
h

i h z i
ds

s s s


  

ψ
ψ
π

ψ
π π

ψ( ) ( ) =
−( )

−( ) +
− +( )

+( ) −+( )
( ) ( )

1 0 0 1
(( ) ( )
− ∈∫
t

t z z
I

, .Π  (45)
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Далее, действуя аналогично, как и при доказательстве неравенства (36), находим

 C x dx c s I v Is s

I

s
s s s ψ ψ( ) ( ) ≤ ( ) ( )+( ) + + ( ) +∫ 1

1

1

2

13
1

1

1, .  (46)

Напомним, что ψ ψ ϕt t t t I( ) = ( ) − ( ) ∈, . Поэтому с учетом выражения (39) выполняется неравенство

 v I c s I I v Is s

j

s
j j

I

sψ ψ ψ( ) −

=

−
( ) ( )( ) ≤ ( ) + ( )∑, , .14

1

1

 (47)

Сейчас из соотношений (38), (44), (46) и (47) следует неравенство (27).
Лемма 7 для функции ψ ∈ V  s является аналогом леммы 3 для ψ ∈ ∞W

s.
Лемма 7. Пусть s ∈  и – ∞ < a < b ≤ u < y < + ∞. Если ψ ∈ ( )C ^ ,ψ ∈ ( )C ^ , suppψ ⊂ [ ]a y, , ψ a b

sV,[ ] ∈ , ψ u y
sV,[ ] ∈  

и ψ x( ) = const  при x b u∈[ ], , то ψ ∈ s + 1 и справедливо неравенство

ψ ψ ψs c s y a c s y a v
j

s
j j

a b u y

s s
+ ≤ ( ) −( ) + ( ) −( )

=

−
( )

[ ] ∪ [ ]
( )∑1 15

1

1

16
, ,

,, , , , .a b v u ys[ ]( ) + [ ]( )( )( )ψ

Здесь сумма по  j при s = 1 заменяется нулем.
Д о к а з а т е л ь с т в о. Через λ ∈ ( )C ^λ ∈ ( )C ^  обозначим трапециевидную функцию такую, что suppλ ⊂ [ ]a y, , 

λ λa y( ) = ( ) = 0,  λ λ ψb u b( ) = ( ) = ( ),  а на отрезках a b, ,[ ]  b u,[ ]  и u y,[ ]  она линейна. Тогда ψ ψ λ ψ ψx x x x x( ) = ( ) − ( ) = ( ) + ( )− +: ,

ψ ψ λ ψ ψx x x x x( ) = ( ) − ( ) = ( ) + ( )− +: , где ψ– и ψ+ удовлетворяют условиям леммы 6 с отрезками a b,[ ] и u y,[ ] 
соответственно. Заметим, что ′ ≤ ′[ ] [ ]λ ψa b a b, ,  и ′ ≤ ′[ ] [ ]λ ψu y u y, ,

. Таким образом, используя лемму 3, 
получим

λ ψs c s y a a b u y+ ≤ ( ) −( ) ′ [ ] ∪ [ ]1 17 , ,
.

Согласно лемме 6 для функций ψ– и ψ+ выполняются неравенства

ψ ψ ψ−
=

−
( )

[ ]
( )

+ ≤ ( ) −( ) + ( ) −( ) [∑s c s b a c s b a v a b
j

s
j j

a b

s s
1 18

1

1

19
,

, , ]]( ),

ψ ψ ψ+
=

−
( )

[ ]
( )

+ ≤ ( ) −( ) + ( ) −( ) [∑s c s y u c s y u v u y
j

s
j j

u y

s s
1 18

1

1

19
,

, , ]]( ).
Поскольку ψ λ ψ ψ= + +− + , то лемма 7 доказана.

Аппроксимация функций  
с монотонными производными и их четных продолжений

Среди результатов о скорости наилучших равномерных рациональных приближений функций, полу-
ченных элементарными методами, т. е. посредством конструкций аппроксимирующих рациональных дро-
бей, основанных на рациональной функции, хорошо приближающей sign  x на − −[ ] ∪ [ ] ∈( )1 1 0 1, , , , ,δ δ δ  
наиболее сложным результатом является теорема 1 из источника [10] о приближении функций с монотон-
ными производными. В настоящем разделе, используя теорему 2 и лемму 7, получим основной результат 
работы [10] в усиленном виде (см. ниже теоремы 5 и 6 и ср. их с результатами из публикации [10]).

Определение 2. Пусть s ∈  и b ∈ +∞( )0, . Через M bs 0,[ ]( ) обозначим множество функций w C b∈ [ ]( )0, , 

удовлетворяющих следующим условиям: (i) w 0 0( ) = ; (ii) w Wa b
s

,[ ] ∞∈  для любого a b∈( )0, ; (iii) для каж-
дого  j = 1, 2, …, s функция g x w xj

j j( ) = −( ) ( )− ( )
: 1

1  неотрицательна и не возрастает на 0, .b( ]
Лемма 8. Пусть w M bs∈ [ ]( )0, . Тогда для x b∈( ]0,  выполняются неравенства

 xw x w x s′( ) ≤ ( ) ≥, ,1  (48)

 x w x w x j s sj j j
j

− ( ) −
−( ) ≤ 





= … ≥( )′1 1

1
2

2
2 3 2, , , , .  (49)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. Неравенство (48) немедленно следует из выкладки

w x w t dt w x dt xw x
x x

( ) = ( ) ≥ ( ) = ( )′ ′ ′∫ ∫
0 0

.

Пусть теперь s ≥ 2 и 2 ≤ j ≤ s. Из свойств функций gj и gj – 1 находим

0
2 2

2

1

2

1 1
≤ ( ) ≤ ( ) = − ′ ( ) = 





− ( )∫ ∫ − − −
x g x g t dt g t dt g x g xj j

x

x

j
x

x

j j ≤≤ 



−g
x

j 1
2
.

Следовательно,

x w x w xj j( ) −( )( ) ≤ 





2
2

1  при x b∈( ]0,  и  j = 2, 3, …, s.

Таким образом, неравенство (49) доказано.
Для функции g C b∈ [ ]( )0, ,  b > 0, через g+ обозначим ее продолжение на ^, выполненное следую-

щим образом: g x g x+ ( ) = ( ) при x b≤  и g x g b+ ( ) = ( ) при x b> .
Теорема 4. Пусть s ∈ , b > 0 и w M bs∈ [ ]( )0, . Тогда (i) w+ ∈ 1 и w c w b+ ≤ ( )

1 1 ; (ii) если дополни-

тельно сходится интеграл 
0

1

b
s

sxw x dxx A w∫ ′( ) = ( )+
: , то w+ ∈ s + 1 и w c s A ws s

s+ +
+ ≤ ( ) ( )

 1 1

1
.

Д о к а з а т е л ь с т в о. Достаточно рассмотреть случай b = 1. Случай b > 0 следует отсюда с помощью 
замены переменной x = bt, 0 ≤ t ≤ 1. Для каждого k ∈ 0 введем функцию

ψk

k k k

k k kx

w w x

w w x x( ) =

( ) − ( ) ≤

( ) − ( ) < ≤

− − − − −

− − − −

2 2 2

2 2 2

1 1

1

при

при

,

,

00 2при
− < < +∞









 k x .

Очевидно, что

 w x w x x
k

k
+

=

+∞

( ) = ( ) − ( ) ∈∑1

0

ψ , .  (50)

Функции удовлетворяют условиям леммы 3 при s = 1. Следовательно, 

ψk
k kc w k

1 1

2 1

02 2≤ ′( ) ∈− − − −
, .

Используя равенство (50), получаем утверждение (i):

w c w c w t dt
k

k
k

k k

k k

k

+

=

∞

=

∞
− − −

=

∞
≤ ≤ ( ) ≤ ( )′ ′∑ ∑ ∑ ∫

− −

−

 1 1

10

1

1

1

1

12

2

2 2ψ ≤≤ ( ) = ( )′∫c w t dt c w
1 1

0

1

1 .

Предположив, что A ws ( ) < ∞, докажем утверждение (ii). Согласно лемме 7, находим

ψk
kl l k

l

s

s c s w
 + ≤ ( ) ( )− ( ) −

=
∑1 2

1

2 2 .

Используя лемму 8, упростим правую часть последнего неравенства:

ψk
k k s

s c s w
 + ≤ ( ) ( )′− − − +

1 3

1
2 2 .

Следовательно, 

w c s w c s A ws
s

k

k k s s
s

+ +

=

∞
− − − + +

+ ≤ ( ) ( )( ) ≤ ( ) ( )′∑ 1

1

1

4

0

1

1

1

5
2 2 .

Теорема 4 доказана.
Из теорем 2 и 4 немедленно вытекает следующая теорема.
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Теорема 5. Пусть s ∈ , b > 0 и w M bs∈ [ ]( )0, . Тогдa 

(i) R w
c
n w b nn

+( ) ≤ ( ) ∈;
^R N6 , ,R w

c
n w b nn

+( ) ≤ ( ) ∈;
^R N6 , , и R w o n nn

+( ) = 





→ ∞;
^ 1 , ;R w o n nn

+( ) = 





→ ∞;
^ 1 , ; 

(ii) если дополнительно A ws ( ) < ∞, то R w
c s
n

A w nn s s
s+

+
+( ) ≤ ( ) ( ) ∈;

^R N7

1

1 , ,R w
c s
n

A w nn s s
s+

+
+( ) ≤ ( ) ( ) ∈;

^R N7

1

1 , , и справедливо неравенство

n

s
n s

s
n n R w c s A w

=

∞
+ + +( )∑ ( )( ) ≤ ( ) ( )

1

1
2

8

2 11
; .

^
n

s
n s

s
n n R w c s A w

=

∞
+ + +( )∑ ( )( ) ≤ ( ) ( )

1

1
2

8

2 11
; .

^

Отметим, что ранее пространства Харди – Соболева для изучения скорости наилучших рациональ-
ных приближений в круге, на окружности и на отрезке применялись в работах [7; 11; 12]. В частности, 
идея доказательства теоремы, подобной теореме 5 (утверждение (i)), в периодическом случае приме-
нялась в монографии [7, p. 330].

Далее докажем теорему 6, дополняющую теорему 5 в случае A ws ( ) = ∞.
Теорема 6. Пусть s ∈ , b > 0 и w M bs∈ [ ]( )0, . Тогдa

R w
c s
n

w x
b
x

dx
xn s

b

b

s

s

n

+
+ +( ) ≤ ( ) ( )

























−
∫;

ln

^R 9

1

2

1

++

∈

1

, n N.R w
c s
n

w x
b
x

dx
xn s

b

b

s

s

n

+
+ +( ) ≤ ( ) ( )

























−
∫;

ln

^R 9

1

2

1

++

∈

1

, n N.

Для доказательства теоремы 6 нам понадобится следующая лемма.

Лемма 9 [13, с. 422]. Пусть ϕ ∈ [ ]( )∞L 0 1, , ϕ x( ) ≥ 0 на 0 1,[ ], Φ x t dt
x

( ) = ( )∫
0

ϕ  и p ∈( )0 1, . Тогда 

0

1

0

1
1

1
∫ ∫( )( ) ≤ −





( )






















x x dx
x

p
p

x

x

dxp
p

p

ϕ
Φ

ln
xx .

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы 6. Как и при доказательстве теоремы 4, можем считать, что b = 1. 

Предполагая, что n ≥ 2s, обозначим m n= 



2
. Используя равенство (50), получаем

 w x w x xm m
+ ( ) = ( ) − ( ) − ( )1 θ η ,  (51)

где

θ ψ η ψm
k

m

k m
k m

k

m m

x x x x
w w x x

( ) = ( ) ( ) = ( ) =
( ) − ( ) ≤

=

−

=

∞ − −

∑ ∑
0

1 2 2

0
,

,при

при x m>






−
2 .

Из теоремы 5 (утверждение (i)) получаем

 R
c
m wm m

mη ; .( ) ≤ ( )−6 2  (52)

Действуя аналогично, как и при доказательстве теоремы 4 (утверждение (ii)), находим, что

 θm
s s
s

m s

c s xw x dxx +
− − +

+ +≤ ( ) ( )′∫1

1

1

1

10

2

1

1
.  (53)

Теперь воспользуемся леммой 9. В ней получаем ϕ x( ) = 0 при x m s∈ 
− − +

0 2
1

,  и ϕ x w x( ) = ( )′  при 

x p
s

m s∈(  =
+

− − +
2 1

1

1

1
, ; .  Тогда

 
2

1

1 1

2

1

1
1 1 1− − + − − +

∫ ∫′( ) ≤ ( )






+ +
+

m s m s

xw x dxx s
w x

x

dx
x

s s
s
ln

.  (54)
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Далее применим теорему 5 (утверждение (ii)), а также неравенства (53) и (54). В итоге получим

 R
c s
m

w x

x

dx
xm m s s

m s

ϕ ;

ln

^( ) ≤ ( ) ( )




















+ +

− − +
∫11

1

2

1

1
1 1





+s 1

.R
c s
m

w x

x

dx
xm m s s

m s

ϕ ;

ln

^( ) ≤ ( ) ( )




















+ +

− − +
∫11

1

2

1

1
1 1





+s 1

.  (55)

Заметим, что w x w m s( ) ≥ ( )− − +
2

1  при x m s∈  
− − +
2 1

1
,  и w wm s s m

2 2 2
1 1− − + − + −( ) ≥ ( ).  Следовательно,

 1

1
2

1

2

1

1

1

12

1m
w x

x

dx
x c s ws s

s

m s
+ +

+

− − +
∫

( )
























≥ ( )
ln

−−( )m .  (56)

Поскольку R w R Rn m m m m
+( ) ≤ ( ) + ( ); ; ; ,

^ ^ ^  θ ηR w R Rn m m m m
+( ) ≤ ( ) + ( ); ; ; ,

^ ^ ^  θ ηR w R Rn m m m m
+( ) ≤ ( ) + ( ); ; ; ,

^ ^ ^  θ ηR w R Rn m m m m
+( ) ≤ ( ) + ( ); ; ; ,

^ ^ ^  θ η  то из соотношений (52), (55) и (56) получим

 R w
c s
m

w x

x

dx
xn s s

m s

+
+ +( ) ≤ ( ) ( )






















− − +
∫;

ln

^ 13

1

2

1

1
1 1





+s 1

.R w
c s
m

w x

x

dx
xn s s

m s

+
+ +( ) ≤ ( ) ( )






















− − +
∫;

ln

^ 13

1

2

1

1
1 1





+s 1

.  (57)

Ввиду предположения, что n ≥ 2s, имеем m + s – 1 ≤ n. Поэтому из неравенства (57) следует теорема 6 
для n ≥ 2s. Чтобы доказать теорему 6 для всех n ≥ 1, возможно, понадобится увеличить постоянную c s

9( ).
В теоремах 5 и 6 получены оценки наилучших равномерных рациональных приближений не только 

функций класса M bs 0, ,[ ]( )  но и их четных продолжений. Оказывается, что это не случайность, а про-
явление общей закономерности, сформулированной в следующей теореме.

Теорема 7. Пусть s ∈  и b ∈ +∞( ]0, . Тогда для любой функции f C b∈ [ ]( )0,  и любого n ∈  выпол-
няется неравенство

 R f b b
c s
n

R f bn s
k

n

k
s

s

2

14

0

0⋅( ) −[ ]( ) ≤ ( ) [ ]( )










=

∑; , ; , .  (58)

Эта теорема для отрезка 0 1,[ ] ранее была приведена без доказательства вторым автором настоящей 
статьи в монографии [7, p. 341]. Для доказательства теоремы 7 понадобится следующая теорема.

Теорема 8 [1]. Пусть s ∈ , γ > 0 и b = 1 или b = + ∞. Тогда для любой функции f C b∈ [ ]( )0, . и f x f xγ
γ( ) = ( ), 

x b∈[ ]0, , выполняется неравенство

R f b
c s
n

R f bn s
k

n

k
s

s

γ
γ

; ,
,

; , .0 0
15

0

[ ]( ) ≤ ( ) [ ]( )










=

∑

Д о к а з а т е л ь с т в о  т е о р е м ы 7. Через rn n
* ∈  обозначим элемент наилучшего приближения функ-

ции f x f x1

2

( ) = ( ),  x b∈[ ]0, , т. е.

 f r R f bn
b

n1

2 0

1

2

0− = [ ]








*

[ ],
; , .  (59)

Из теоремы Чебышева об альтернансе (см., например, [7, p. 214]) следует, что r xn n
*( ) ∈2

2  – элемент 
наилучшего приближения функции f x f x x b b1

2

2( ) = ( ) ∈ −[ ], , .  Таким образом, из равенства (59) получаем

R f b b R f bn n2 1

2

0⋅( ) −[ ]( ) = [ ]








; , ; , .

Теперь из последнего равенства и теоремы 8 следует теорема 7.
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Следствие 1. Пусть f C b∈ [ ]( )0, , b∈ +∞( ]0, , и α ∈ +∞( )0, . Тогда для n ∈  равносильны следую-

щие условия: (i) R f b O nn ; ,0[ ]( ) = ( )−α ;  (ii) R f b b O nn ⋅( ) −[ ]( ) = ( )−
; , .

α

Рассмотрим примеры функций, принадлежащих классу M bs 0, .[ ]( )  Очевидно, что функция x M bs
α ∈ [ ]( )0,  

при всех α ∈( ]0 1,  и b > 0. Однако наилучшие рациональные приближения функции xα хорошо изуче-
ны [7; 14], и в данном случае применение теорем 5 и 6 практически ничего нового не дает. Наиболее 
содержательными примерами являются функции с логарифмическими особенностями, именно функции 
вида

h x a
x x hνβ ν

β

νβ( ) = 





< ≤ ( ) =( )

−

ln , ; .0 1 0 0

Здесь ν ∈  означает порядок итерации логарифма, т. е. ln ln
1( ) ⋅ ⋅( ) = ( ) и ln ln lnν ν( ) −( )⋅ ⋅( ) = ( )( )1

 при ν ≥ 2. 

Число β > 0, а a > 1 и достаточно большое, чтобы функция ln ν( )
a
x  была положительная при x ∈( ]0 1, . 

Именно a > 1 при ν = 1, a > e при ν = 2, a > ee при ν = 3 и т. д.
Следствие 2. При указанных выше условиях на ν, β и a справедливы соотношения 

 R h
n

nn 1 1

1
1β β

+
+( ) ≥;

^  , ;R h
n

nn 1 1

1
1β β

+
+( ) ≥;

^  , ; при n ≥ 1, (60)

 R h
n n

n νβ

ν

β
+

−( )
( ) ( )

;

ln

^ 
1

1

R h
n n

n νβ

ν

β
+

−( )
( ) ( )

;

ln

^ 
1

1

 при ν ≥ 2 и n n≥ ( )ν . (61)

Изучением наилучших рациональных приближений функции hνβ на отрезке 0 1,[ ] занимались А. А. Гон-
чар [15], А. П. Буланов [16], А. А. Пекарский [10; 12] и другие авторы (см. [10; 12; 15]). В работах [10; 12] 
получены точные порядковые оценки для R hn νβ ; , .0 1[ ]( )  Из них вытекают нижние оценки в соотноше-
ниях (60) и (61). Отметим еще публикацию [17], в которой найдена сильная асимптотика наилучших 
рациональных приближений функций с логарифмическими особенностями в BMOA – пространстве 
аналитических функций ограниченной средней осцилляции.

Для доказательства верхних оценок из соотношений (60) и (61) заметим, что h Mνβ ∈ [ ]( )1 0 1,  при всех 
ν ∈  и β > 0. Поэтому, применяя теорему 6 при s = 1, получим выражение (61) для всех ν ≥ 2 и β > 0, 
а также формулу (60) в случае β ∈( )0 1, . Чтобы получить соотношение (60) для β ≥ 1 естественно вос-
пользоваться теоремой 6 при s = [ ] +β 2. К сожалению, в этом случае включение h Ms1 0 1β ∈ [ ]( ),  может 
не выполняться для малых a. Однако легко заметить, что существует b b a= ( ) ∈( )β, , ,0 1  удовлетворяю-
щее условию h M b

b s1
0

0β
,

, ,
[ ]

∈ [ ]( )  поэтому функцию h1β
+  представим в виде

 h x g x b q x b b x1β λ+ ( ) = ( ) + ( ) + ( ) ∈; ; , ,
^  (62)

где g x b h x h b; min , ,( ) = ( ) ( ){ }+ +
1 1β β  q x b h x g x b b; ; ,( ) = ( ) − ( ) − ( )1β λ  λ β βb h h b( ) = ( ) − ( )1 1

1 .

Для n ∈ { } \ 1  полагаем, что m n= 



2
. Из равенства (62) находим 

R h R g b R q bn m m1β
+( ) ≤ ⋅( )( ) + ⋅( )( ); ; ; ; ; .

^ ^ ^  R h R g b R q bn m m1β
+( ) ≤ ⋅( )( ) + ⋅( )( ); ; ; ; ; .

^ ^ ^  R h R g b R q bn m m1β
+( ) ≤ ⋅( )( ) + ⋅( )( ); ; ; ; ; .

^ ^ ^  R h R g b R q bn m m1β
+( ) ≤ ⋅( )( ) + ⋅( )( ); ; ; ; ; .

^ ^ ^  
Далее к первому слагаемому правой части последнего неравенства следует применить теорему 6, а ко 
второму – лемму3 и теорему 2. Тогда соотношение (60) будет доказано для β ≥ 1. 

Аппроксимация нечетного  
продолжения функций с монотонными производными

Пусть f C∈ [ ]( )0 1,  и f 0 0( ) = . В этом случае непрерывны на отрезке −[ ]1 1,  как четное, так и нечет-
ное продолжение функции  f, т. е. f x f x+ ( ) = ( ) и f x f x x− ( ) = ( ) ⋅ sign . Очевидно, что

 R f R f nn n
± −[ ]( ) ≥ [ ]( ) ∈; , ; , , .1 1 0 1 0  (63)
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Согласно теореме 7 неравенство (63) можно обратить для функции  f  +, если последовательность 
R fn n

; ,0 1
1

[ ]( ){ } =

∞
 имеет порядок стремления к нулю не выше степенного. Естественно возникает вопрос: 

«Можно ли аналогично обратить неравенство (63) для функции  f  – ?» Из полученного ниже следствия 3 
видно, что обращение неравенства (63) для функции  f  – невозможно без потери скорости стремления 
к нулю последовательности R fn n

−

=

∞
−[ ]( ){ }; ,1 1

1
 по сравнению с последовательностью R fn n

; , .0 1
1

[ ]( ){ } =

∞
 

При этом потеря скорости составляет один порядок, т. е. 1
1

n
n







 =

∞

.

Используя лемму 5.4 монографии [14, p. 112], обращение неравенства (63) можно получить в следую-
щем виде:
 R f R f e f e f nn n

n n±






− −
[ ]−[ ]( ) ≤ [ ]( ) + ( ) + ∈; , ; , ; , ,
,

1 1 0 1 4

8

0 1
ω    (64)

где a[ ] – целая часть числа a;  ∈





0
1

2
,  – абсолютная постоянная; ω ⋅( ); f  – модуль непрерывности 

функции  f. 
Заметим, что функция hνβ из следствия 2 является модулем непрерывности самой себя. Применив 

неравенство (64) к функции hνβ, легко убедимся, что для R hn νβ
+ −[ ]( ); ,1 1  будем иметь весьма грубую 

оценку. В то же время из полученного ниже следствия 3 видно, что для R hn νβ
− −[ ]( ); ,1 1  с ν ≥ 2 при n → ∞ 

будем иметь точный порядок стремления к нулю. 
Для f C∈ [ ]( )0 1,  с f 0 0( ) =  А. А. Гончар [15] изучал наилучшие равномерные рациональные при-

ближения функций с изломом, т. е. функций вида

f x
x

f x x
⊥ ( ) =

∈ −[ )
( ) ∈[ ]







0 1 0
0 1

при
при

, ,
, .

При дополнительном условии, что f x( ) возрастает на отрезке 0 1, ,[ ]  в работе [15] получена следующая 
нижняя оценка:

 R f f n
n

⊥

∈( )
−[ ]( ) ≥ ( ) +























; , max exp

ln
,

1 1 1
10 1

2

δ
δ π

δ



















∈

−1

, .n   (65)

Для некоторых функций  f  в публикации [15] найдены также верхние оценки R fn
⊥ −[ ]( ); , .1 1

Например, для функции h x1β ( ) из следствия 1 (см. раздел «Аппроксимация функций с монотонными 
производными и их четных продолжений») в работе [15] получены соотношения

 c
n

R h c n
n nn1 1 2

1
1 1 2β ββ β

β

( ) ≤ −[ ]( ) ≤ ( )





≥⊥
; ,

ln
, .  (66)

Ясно, что левое неравенство в формуле (66) вытекает из выражения (65). Далее в следствии 3 покажем, 
что ln n в правой части соотношения (66) можно опустить. 

Теорема 9. Пусть s ∈  и w Ms∈ [ ]( )0 1, . Тогда
(i)

 R w
c s
n

w x dxx nn s
s

s

n

⊥
+

+

+

−[ ]( ) ≤ ( ) ( )








 ∈

−
∫; , , ;1 1

3

1

2

1

1

1

  (67)

(ii) если дополнительно сходится интеграл 
0

1

1∫ ( ) = ( )+ w x dxx B ws
s: ,  то

 
n

s
n s

s
n n R w c s B w

=

+ ⊥ +( )∑ −[ ]( )( ) ≤ ( ) ( )
1

1
2

4

2 11
1 1

∞
; , .  (68)
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Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Для k = 0, 1, …, n построим (см. определение 1) треугольные функции 
∆ ∆k

k k kx x( ) = ( )− − − − +
: ; , , .2 2 2

1 1  Заметим, что 

 ∆k
k

n

n

n n n

x

x

x x
( ) =

∈ −∞(  ∪ + ∞[ )
− ∈(

=

− −

+ − − −

∑
0

1

1 1

0 2 2

2 1 2 2

при

при

, , ,

, 
∈( 

− ∈( )














−

,

, ,

, .

1 2 1

2 1 2

при x

x x

n

при

 (69)

Доопределим функцию w x⊥ ( ) на , полагая, что w x⊥ ( ) = 0 при x < –1 и w x w⊥ ( ) = ( )1  при x > 1. Введем 
функции λk kx x w x( ) = ( ) ( )⊥∆  (x ∈ , k = 0, 1, …, n) и 

 Λn
k

n

kx x x( ) = ( ) ∈
=
∑: , .

0

λ   (70)

Из формулы (69) следует, что

 0 2≤ ( ) − ( ) ≤ ( )⊥ −w x x wn
nΛ  при x ∈ −[ ]1 1, .  (71)

Каждая функция λk x( ) удовлетворяет условиям леммы 7 с a = 2– k – 1, b = u = 2– k и y = 2– k + 1. Следовательно,

λk
s k s
s c s w

 +
+ − +≤ ( ) ( )( )1

1

1

6

1

12 .

Применив к выражению (70) 1
1s +

-неравенство треугольника с учетом последнего неравенства, получим

 Λn
s

k

n
k s ss

n

c s w c s w x dx
x +

−

+

=

− + +≤ ( ) ( )( ) ≤ ( ) ( )( )∑ ∫1

1

1

7

0

1

1

8

2

1 1

12 .  (72)

Из соотношений (71) и (72) и теоремы 2 следует, что

R w w
c s
n

w x dxxn
n

s
s

s

n

⊥ −
+

+

+

−[ ]( ) ≤ ( ) + ( ) ( )










−
∫; , .1 1 2

9

1

2

1

1

1

Для завершения доказательства теоремы 9 (утверждение (i)) остается заметить, что первое слагаемое 
правой части последнего неравенства «поглощается» вторым слагаемым.

(ii) В этом случае вместо формулы (70) следует использовать равенство

 Λ∞
=

∞

( ) = ( ) =

∈ −∞[ ] ∪ +∞[ ]
( ) ∈( ]
−( )

∑x x

x

w x x
xk

k:
, , ,
, ,

0

0 0 2
0 1

2
λ

при
при
ww x1 1 2( ) ∈( )







 при , ,

 (73)

где функции λk x( ) для k ≥ n + 1 определяются аналогично, как и для k ≤ n. Действуя так же, как и при 
доказательстве неравенства (72), получим

 Λ∞
+

+ ≤ ( ) ( )s
s

sc s B w1

1

1

10
.  (74)

Из формул (73) и (74) и теоремы 2 следует соотношение (68).

Теорема 10. Пусть s ∈  и w Ms∈ [ ]( )0 1, . Тогда (i) R w
c s
n

w x dxx nn s
s

s

n

−
+

+

+

−[ ]( ) ≤ ( ) ( )








 ∈

−
∫; ,1 1

11

1

2

1

1

1

, ;  

(ii) если дополнительно B ws ( ) < ∞, то 1
1 1

1
2

1

12

2 1

n n R w c s B ws
n

n
s
s+ −

=

∞
+( )−[ ]( )( ) ≤ ( ) ( )∑ ; , .

Д о к а з а т е л ь с т в о. (i) Можем считать, что n ≥ 2. Полагаем, что m n= 



2
. Поскольку w x w x w x− ⊥ ⊥( ) = ( ) − −( )

w x w x w x− ⊥ ⊥( ) = ( ) − −( ) при x ∈ −[ ]1 1, ,  то
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 R w R wn m
− ⊥−[ ]( ) ≤ −[ ]( ); , ; , .1 1 2 1 1  (75)

Остается воспользоваться теоремой 9 (утверждение (i)).
(ii) В этом случае следует применить формулу (75) и теорему 9 (утверждение (ii)).
Теорема 11. Пусть функции s ∈  и w Ms∈ [ ]( )0 1,  такие, что

 
t
s

sw x

x

dx
x o w t t

1

1

1

1

1∫
( )






= ( ) 









+

+

ln

ln  при t → + 0. (76)

Тогда при n n s w≥ ( ),  выполняется неравенство

 R w c wn
n− −−[ ]( ) ≥ ( ); ,1 1 20 ,  (77)

где c0
2

1

1
2

2
= +



















−

exp
ln

.
π

Д о к а з а т е л ь с т в о. Очевидно, что 2w x w x w x⊥ − +( ) = ( ) + ( ), x ∈ −[ ]1 1, . Следовательно, для n ∈  
выполняются неравенства 

2 1 1 1 1 1 12R w R w R wn n n
⊥ − +−[ ]( ) ≤ −[ ]( ) + −[ ]( ); , ; , ; , ,

 R w R w R wn n n
− ⊥ +−[ ]( ) ≥ −[ ]( ) − −[ ]( ); , ; , ; , .1 1 2 1 1 1 12  (78)

Для нижней оценки R wn2 1 1
⊥ −[ ]( ); ,  воспользуемся неравенством (65) с 2n вместо n и с δ = 2–n, а для 

верхней оценки R wn
+ −[ ]( ); ,1 1  – теоремой 6. В итоге из соотношения (78) получим

R w c w
c s
n

w x

x

dx
n

n
s s

n

− −
+ +

−[ ]( ) ≥ ( ) − ( ) ( )






−
∫; ,

ln

1 1 2 2
1

0
13

1

2

1

1 xx

s

















+ 1

.

Неравенство (77) доказано.
Из теорем 9 –11 и неравенства (65) для функций h xνβ ( ) (см. раздел «Аппроксимация функций с моно-

тонными производными и их четных продолжений») получаем следствие 3 (ср. со следствием 2).
Следствие 3. При указанных в разделе «Аппроксимация функций с монотонными производными и их 

четных продолжений» условиях на параметры ν, β, a для функций hνβ выполняются эквивалентности

R h
nn 1 1 1
1

β β
− −[ ]( ); ,   при n ≥ 1,

R h
n

n νβ

ν

β
−

−( )

−[ ]( ) ( )
; ,

ln

1 1
1

1

  при ν ≥ 2 и n n≥ ( )ν .

Такие же эквивалентности справедливы и для R hn νβ
⊥ −[ ]( ); , .1 1

Заключение
Для исследования скорости наилучших равномерных приближений функций в настоящей работе 

применяется действительное пространство Харди – Соболева на прямой. Рассмотрены примеры функ-
ций и скорости их наилучших равномерных рациональных приближений. Изучены скорости наилуч-
ших приближений функций с монотонными производными, также приближения их четного и нечетного 
продолжений. Улучшены оценки наилучших рациональных приближений таких функций, полученные 
ранее с помощью конструкции аппроксимирующих дробей, хорошо приближающих функцию sign x на 
отрезке − −[ ] ∪ [ ] ∈( )1 1 0 1, , , , .δ δ δ  Оценки наилучшего рационального приближения даны как с учетом 
модуля непрерывности, так и без него. Найдены также оценки наилучших рациональных приближений 
функций с изломом. В частности, полученные результаты улучшают оценки А. А. Гончара для рацио-
нальных приближений функций с изломом и с логарифмическими особенностями. 
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