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Введение. Теория p-комплексных (дуальных) чисел и функций p-комплексных переменных 
в математической литературе освещена недостаточно. Имеющиеся результаты, приведенные 
в [1–3], касаются в основном алгебраических свойств кольца p-комплексных чисел, а также не-
прерывности, дифференцируемости и интегрируемости p-комплексных функций. В работе [4] 
исследованы некоторые свойства p-комплексных степенных рядов. Дуальные числа находят при-
менение в различных областях математики и физики, поэтому актуальным является дальнейшее 
изучение свойств p-комплексных функций. В статье рассмотрены некоторые свойства p-голо-
морфных и p-аналитических функций, а также изучены вопросы их локальной обратимости, до-
казаны принципы сохранения области и максимума нормы, а также теорема единственности.

О p-голоморфных и p-аналитических функциях. Пусть p  – кольцо p-комплексных чисел: 
чисел вида ,z x jy= +  где 2, ,  = 0,  0.x y j j∈ ≠  В кольце p  имеются делители нуля вида jy и толь-
ко они. Топология на p  порождается следующей нормой: = = max{| |,| |}.z x jy x y+     Эту нор-
му будем называть параболической. Модулем p-комплексного числа называется 2 2| | = .z x y+  
(Более подробно с p-комплексными числами можно ознакомиться в работах [1] и [4].) Пусть 

pD ⊂  – область.
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Рассмотрим p-комплексную в области D функцию ( ) = ( , ) ( , ),f z u x y jv x y+  где функции u(x,y) 
и v(x,y) дифференцируемы в области * 2= {( , ) : = }.D x y z x jy D∈ + ∈

Определение 1. Говорят, что функция : p pf D ⊂ → 

 имеет производную в точке ,pz ∈  
если существует конечный предел 

0,
Re 0

( ) ( )( ) = ,lim
h

h

f z h f zf z
h→

≠

+ -′

число fʹ(z) называется производной в точке z.
Определение 2. Функция : p pf D ⊂ →   называется p-дифференцируемой в ,pz ∈  ес-

ли pA∃ ∈  такое, что

( ) ( ) = ( ),f z h f z Ah o h+ - +  

при 0,  Re 0.h h→ ≠ 

Нетрудно проверить, что p-дифференцируемость в точке равносильна существованию про-
изводной в ней.

Теорема 1. Функция ( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y+  имеет производную в pD ⊂  тогда и только 
тогда, когда u(x,y) и v(x,y) дифференцируемы в * 2D ⊂   и выполнены следующие аналоги условий 
Коши – Римана 

 

( , ) = ( , ),
( , ) = 0,
 

 

x y

y

u x y v x y
u x y  

(1)

причем ( ) = ( ) = ( , ) ( , ).x xf z f x jy u x y jv x y′ ′ ′ ′+ +
Доказательство. Допустим f(z) имеет производную в точке .z D∈  Возьмем =z x jy+  

и = .h λ ∈  Тогда 

( ) ( )
0 0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )( , ) ( , )( ) = = =lim lim
u x y jv x y u x y jv x yf x y f x yf z

λ→ λ→

+ λ + + λ - ++ λ -′
λ λ  

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )= = .lim


            
x x

u x y u x y v x y v x yj u jv

Теперь пусть = .h jλ + λ  Тогда

0

( , ) ( , )( ) = =lim (1 )
f x y f x yf z

jλ→

+ λ + λ -′
λ +  

0

( , ) ( , ) ( , ) ( , )= (1 ) =lim
u x y u x y v x y v x yj j

λ→

+ λ + λ - + λ + λ - - + λ λ   

0

( ) ( ) ( ) ( )
= (1 ) =lim

x y x yu u v v
j j

λ→

′ ′ ′ ′λ + λ + α λ λ λ + λ + β λ λ 
- + λ λ   

( )= (1 ) ( ) ,x y x yj u u j v v′ ′ ′ ′- + + +

где 
0
 ( ) = 0lim

λ→
α λ  и 

0
( ) = 0.lim  

λ→
β λ

Сравнивая два выражения для fʹ(z), получаем

( )= (1 ) ( ) = ( ),x x x y x y x y x y x yu jv j u u j v v u u j v v u u′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ - + + + + + + - -

откуда и следует, что =x yu v′ ′  и = 0.yu′
Теперь, пусть u(x,y) и v(x,y) дифференцируемы в точке *( , )x y D∈  и удовлетворяют равенствам 

=x yu v′ ′  и = 0.yu′  Тогда, при =h s jt+

( ) ( )( ) ( ) = ( , ) ( , ) ( , ) ( , ) =f z h f z u x s y t u x y j v x s y t v x y+ - + + - + + + -  
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= ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ( ) =x y x y x x xu s u t h h j v s v t h h u jv s ju t h h h h′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+ + α + + + β + + + α + β  

( )= ( ) ( ) ( ) =
2 2x x x

h h h hu jv u h h h
   + −′ ′ ′+ + + α + β   
     

( )= ( ) ( ) =
2 2 2 2x x x x x x
h h h hu h jv h jv jv u u h h h′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + + − + α + β

 

( )= ( ) ( ) ( ) =
2 2x x x x

s jt s jtu jv h jv jv h h h+ −′ ′ ′ ′+ − + + α + β
 

( )= ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ,
2 2x x x x x x
s su jv h jv jv h h h u jv h h h′ ′ ′ ′ ′ ′+ − + + α + β + + ν

где ( )
0 0

( ) = ( ) ( ) = 0.lim  lim
h h

h h h
→ →

ν α + β  Отсюда следует, что 

0,
Re 0

( ) ( )( ) = = .lim x x
h

h

f z h f zf z u jv
h→

≠

+ −′ ′ ′+

Таким образом, f(z) имеет производную в области, где выполнены условия (1). Теорема 1 доказана.
Определение 3. Функция ( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y+  называется p-голоморфной в 0 0 0 ,pz x jy= + ∈ 

∈ р, если в некоторой окрестности точки (x0,y0) функции u(x,y) и v(x,y) дифференцируемы и вы-
полнены условия (1).

Замечание 1.  Термин «p-голоморфность» объясняется тем, что функции ( , )u x y , ( , )v x y  яв-
ляются решениями параболической системы уравнений (1).

Лемма 1.  Если ( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y+  удовлетворяет равенствам =x yu v′ ′  и = 0yu′  в неко-
торой области, то она представима в виде ( )( ) = ( ) ( ) ( ) ,f z u x j yu x x′+ + ϕ  где функция :u →  
дифференцируема, а :   непрерывна.

Доказательство. Поскольку = 0,yu′  тогда ( , ) = ( ).u x y u x  Таким образом, получаем, что 
( ) = = ,x yu x u v′ ′ ′  интегрируя по y получаем ( , ) = ( ) ( ).v x y yu x x′ + ϕ  Лемма 1 доказана.

Очевидно, что функции данного вида p-голоморфны при условии, что φ(x) дифференцируе-
ма, а u(x) дважды дифференцируема.

Теорема 2. Функция f(z) p-голоморфна в z тогда и только тогда, когда представима в виде 

 ( ) = ( )  ( ) .f z f x j f x y′+  (2)

Доказательство. Пусть функция ( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y+  p-голоморфна в = .z x jy+  
Тогда ( )( ) = ( ) ( ) ( ) .f z u x j yu x x′+ + ϕ  При y = 0 получаем, что ( ) = ( ) ( ),f x u x j x+ ϕ  а значит, 

( ) = ( ) ( )u x f x j x− ϕ  и ( ) = ( ) ( ),u x f x j x′ ′ ′− ϕ  следовательно, 

( ) ( )( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) =f z f x j x j yu x x f x j x jyu x j x′ ′− ϕ + + ϕ − ϕ + + ϕ  
( )= ( ) ( ) ( ) = ( ) ( ),f x jy f x j x f x jyf x′ ′ ′+ − ϕ +

что и требовалось получить.
Теперь пусть ( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y+  представима в виде (2).
При y = 0 получаем, что ( ) = ( ,0) ( ,0),f x u x jv x+  а ( ) = ( ,0) ( ,0).x xf x u x jv x′ ′ ′+  Тогда по формуле (2) 

( ) ( )( ) = ( ,0) ( ,0) ( ,0) ( ,0) =x xf z u x jv x jy u x jv x′ ′+ + +  
( )= ( ,0) ( ,0) ( ,0) .xu x j yu x v x′+ +

Очевидно, что данная функция удовлетворяет условиям (1). Теорема 2 доказана.
Далее нам понадобится следующая теорема из вещественного анализа, доказательство кото-

рой вытекает из [5, теорема 15.18, с. 261] и которое мы не приводим.
Теорема 3. Пусть 2 2:F D ⊂ → 

 дифференцируема в окрестности точки ( , ) .a b D∈  Тогда

 0< <1
| ( , ) ( , ) | sup  ( , )  .

s
F a s b t F a b F a s b t

tθ

 ′+ + − ≤ + θ + θ  
   

(3)
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Поставим в соответствие функции f(z) отображение 
( , )

( , ) = ,
( , )

u x y
F x y

v x y
 
 
 

 будем называть его 
сопутствующим. Его матрица Якоби

( , ) ( , )
( , ) = .

( , ) ( , )
x y

x y

u x y u x y
F x y

v x y v x y
′ ′ 

′  ′ ′ 

Из неравенства Коши – Буняковского и теоремы 3 получим 

( , ) ( , )
| ( , ) ( , ) | =   =   

( , ) ( , )
u a s b t u a b u

F a s b t F a b
v a s b t v a b v

+ + - D   
+ + - =   + + - D     

2 2 2 2

0< <1
= ( ) ( ) sup ( ) ( )x y x yu v u s u t v s v t

θ
′ ′ ′ ′D + D ≤ + + + ≤

 

( )2 2 2 2 2 2

0< < 1
sup ( ) ( ) ( ) ( ) ( ),x y x yu u v v s t

θ
′ ′ ′ ′≤ + + + +

где все производные вычислены в точке ( , ).a s b t+ θ + θ
Таким образом, из (3) следует 

 
( )2 2 2 2 2 2

0< < 1
| ( , ) ( , ) | sup ( ) ( ) ( ) ( ) ( ).x y x yF a s b t F a b u u v v s t

θ
′ ′ ′ ′+ + - ≤ + + + +

 
(4)

Пусть ( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y+  p-голоморфна в области .pD ⊂
А значит, = 0,  = , ( ) = , ( ) = max{| |,| |}.y x y x x x xu u v f z u jv f z u v′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′ ′+  

 Тогда | | ( ) ,  | | ( ) ,x xu f z v f z′ ′ ′ ′≤ ≤    
| | ( ) ,  | | ( ) ,x xu f z v f z′ ′ ′ ′≤ ≤     | | = | | ( ) .y xv u f z′ ′ ′≤   Заметим, что

2 2( ) ( ) = = max{| |,| |} | | | | ,f z h f z u j v u v u v+ - D + D D D ≤ D + D   

и 
2 2| | = | | = 2 max{| |,| |} = 2 .h s jt s t s t h+ + ≤  

Теорема 4. Пусть f(z) p-голоморфна в области .pD ⊂  Тогда

[ , ]
( ) ( ) 6 max ( ) .

z z h
f z h f z f h

t∈ +
′+ - ≤ t    

Доказательство. Пусть отрезок [ , ] .z z h D+ ⊂  В силу теоремы 3 и следующего из него нера-
венства (4), а также приведенных выше рассуждений 

( )2 2 2 2 2 2 2 2
[ , ]

( ) ( ) | | | | max ( ) ( ) ( ) ( ) ( )x y x y
z z h

f z h f z u v u u v v s t
t∈ +

′ ′ ′ ′+ - ≤ D + D ≤ + + + + ≤ 

 

( )2 2 2 2
[ , ]
max ( ) ( ) ( ) | |

z z h
f f f h

t∈ +
′ ′ ′≤ t + t + t ≤     

 
2 2

[ , ] [ , ]
max 3 ( ) 2 = 6 max ( ) .

z z h z z h
f h f h

t∈ + t∈ +
′ ′≤ t t      

Что и требовалось доказать.
Определение 4. Функция f(z) называется p-аналитической в точке a, если существует ее 

окрестность U(a) такая, что для любой точки ( )z U a∈

 =0
( ) = ( ) ,k

k
k

f z c z a
∞

-∑
 

(5)

где , 0, 1, ... .k pc k∈ =

Теорема 5. Пусть функция f бесконечно p-дифференцируема в ,pD ⊂  и ( ) ( ) !nf z Mn≤   
при любых ,n∈  где ( ) = { },   < 1,z U a z a R R∈ - ≤   достаточно мало так, что ( ) .U a D⊂  Тогда f 
разлагается в ряд (5), равномерно сходящийся в U(a). 
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Доказательство. Пусть ( ).z U a∈  Перепишем f(z) в следующем виде: 
( )

2( ) ( ) ( )( ) = ( ) ( ) ( ) ... ( ) ( ) =
1! 2! !

n
n

n
f a f a f af z f a z a z a z a r z

n
′ ′′

+ - + - + + - +
 

( )

=0

( )= ( ) ( ) = ( , ) ( ).
!

kn k
n n n

k

f a z a r z T z a r z
k

- + +∑

Т. е. ( ) = ( ) ( , ).n nr z f z T z a-

Рассмотрим функцию 
( )

=0

( )( ) = ( ) ( , ) = ( ) ( ) .
!

kn k
n

k

f tF t f z T z t f z z t
k

- - -∑  Очевидно, что она p-

голоморфна. Кроме того, ( ) = 0F z  и ( ) = ( ),nF a r z  а ее производная
( 1) ( )( ) = ( ) .

!

n
nf tF t z t

n

+
′ - -

В силу теоремы 4 и условия ( ) ( ) !nf z Mn≤   при ,z a R- ≤   где < 1R  достаточно мало, и учиты-
вая ( ) ,n nz t n z t- ≤ -     получаем 

[ , ]
( ) = ( ) ( ) 6 max ( )n

a z
r z F z F a F z a

t∈
′- ≤ t - ≤      

 
1( 1)!2 6 2 6 ( 1) 0.

!

n
n

n

n nRM z a Mn n R
n

+

→∞

+
≤ - ≤ + → 

Таким образом, f p-аналитична в точке a D∈  и 
( )

=0

( )( ) = ( ) ,
!

k
k

k

f af z z a
k

∞
-∑

причем ряд сходится равномерно в U(a). Теорема 5 доказана.
Замечание 2. Из теоремы 5 следует, что ряд (5) есть ряд Тейлора своей суммы.
Теорема 6. Пусть функция f бесконечно p-дифференцируема в ,pD ⊂  и ( ) ( )

mn ARf z Me≤ 
 

при любых ,n∈  где ( ) = { } .z U a z a R D∈ - ≤ ⊂   Тогда f разлагается в ряд (5), равномерно схо-
дящийся в U(a).

Доказательство аналогично доказательству предыдущей теоремы. В силу теоремы 4 
и ( ) ( )

mn ARf z Me≤   при z a R- ≤ 
 и учитывая ( ) ,n nz t n z t- ≤ -   

 получаем 

[ , ]
( ) = ( ) ( ) 6 max ( )n

a z
r z F z F a F z a

t∈
′- ≤ t - ≤      

 
1

2 6 2 6 0.
! ( 1)!

m mAR n AR n

n

e nR e RM z a M
n n

+

→∞
≤ - ≤ →

-
 

Таким образом, f p-аналитична в точке a D∈  и 
( )

=0

( )( ) = ( ) ,
!

k
k

k

f af z z a
k

∞
-∑

причем ряд сходится равномерно в U(a). Теорема 6 доказана.
О локальной обратимости p-голоморфных функций. Пусть функция ( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y+  

p-голоморфна в области .pD ⊂  В отличие от классических голоморфных функций условие 
( ) 0f z′ ≠  не является достаточным даже для локальной обратимости p-голоморфных функций. 

Например, для функции ( ) = =f z jz jx производная ( ) =f z j′  всюду в ,p  однако эта функция не 
обратима ни в одной точке, так как j делитель нуля. При более сильных ограничениях локальная 
обратимость p-голоморфных функций имеет место.

Теорема 7. Пусть функция ( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y+  p-голоморфна в области pD ⊂  
и = .a j Dα + β∈  Если ( , ) 0,xu′ α β ≠  то существуют открытая окрестность A точки a и откры-
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тая окрестность B точки = ( )b f a  такие, что функция :f A B→  имеет обратную 1 : ,f B A- →  
которая непрерывно p-дифференцируема в B, и

 
1 1{ } ( ) = ,

( )
f w

f z
- ′

′  
(6)

где = ( ).w f z  Если же ( , ) 0xu x y′ ≡  в некоторой окрестности точки 2( , ) ,α β ∈  то f не обратима 
в соответствующей окрестности точки a.

Доказательство. Поставим функции f в соответствие непрерывно дифференцируемое 

в окрестности точки 2( , )α β ∈  сопутствующее отображение 
( , )

( , ) = .
( , )

u x y
F x y

v x y
 
 
 

 Его якобиан 

20
= det ( , ) = = = ( ) ,x y x

x
x y x x

u u u
J F x y u

v v v u
′ ′ ′

′ ′
′ ′ ′ ′

( , ) = det ( , ) 0.J F ′α β α β ≠  В силу теоремы об обратном отображении существуют открытая окрест-
ность A* точки 2( , )α β ∈  и открытая окрестность B* точки 2( , )F α β ∈  такие, что отображение 

* *:F A B→  имеет обратное 1 * *: .F B A- →  Это отображение также непрерывно дифференцируемо и 

 
1 1{ } ( , ) = { ( , )} .F u v F x y- -′ ′  (7)

Отображению 1 ( , )
( , ) =

( , )
x u v

F u v
y u v

-  
 
 

 поставим в соответствие функцию 

1= ( ) = ( , ) ( , ).z f w x u v jy u v- +

Окрестностям A* и B* соответствуют окрестности A и B точек =a jα + β и = ( ).b f a  Тогда функ-
ции :f A B→  и 1 :f B A- →  являются обратными друг к другу.

Теперь докажем (6). Имеем: 

0
( , ) = = .x y x

x y x x

u u u
F x y

v v v u
′ ′ ′   ′    ′ ′ ′ ′  

Тогда 

1 / 0
{ ( , )} = ,

/ /
x

x x

u J
F x y

v J u J
- ′ ′  ′ ′- 

1{ } ( , ) = .u v

u v

x x
F u v

y y
- ′ ′ ′  ′ ′ 

Из (7) получим, что 

= ,    = 0,     = ,     = .x x x
u v u v

u v ux x y y
J J J
′ ′ ′-′ ′ ′ ′

Для функции 1= ( ) = ( , ) ( , )z f w x u v jy u v- +  имеем 

= = ,     = 0.x
u v v

ux y x
J
′

′ ′ ′

Следовательно, f–1 – p-голоморфна в B, тогда 

1 1 1{ } ( ) = = = = .
( )

x x
u u

x x

u jvf w x jy
J u jv f z

- ′ ′-′ ′ ′+
′ ′ ′+
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Пусть теперь ( , ) 0xu x y′ ≡  в некоторой окрестности A* точки (α,β). Функция f в соответству-
ющей окрестности A точки a имеет вид ( ) = ( ).f z c jv x+  Рассмотрим произвольный интервал 

0= { = } .Y z x jy A+ ⊂  Его образом является точка 0 0= ( ).w c jv x+  Таким образом, функция f не 
обратима в A, что и требовалось доказать.

Принцип сохранения области. Для p-голоморфных функций классический принцип сохра-
нения области из комплексного анализа не имеет места. Например, образом области 

= { = : < < ; < < }pD z x jy x y+ ∈ α β µ ν

при отображении ( ) = =f z jz jx будет интервал { : < < },pjy y∈ α β  который не является обла-
стью в .p  Тем не менее верна 

Теорема 8. Пусть функция ( ) = ( , ) ( , )f z u x y jv x y+  p-голоморфна в области pD ⊂  
и ( , ) 0xu x y′ ≠  в области D*. Тогда множество = ( )E f D  также является областью. Если 
же ( , ) 0xu x y′ ≡  в области D*, то f(D) – интервал вида = { = : < < },z c jy m y Mg +  где 

= inf ( ),  = sup ( ).
z D z D

m v x M v x
∈ ∈

Доказательство. Пусть ( , ) 0xu x y′ ≠  для любой точки *( , ) .x y D∈  Сперва докажем, 
что = ( )E f D  открытое множество. Выберем произвольную точку 0 0= ( ) ,w f z E∈  где 

0 0 0= .z x jy D+ ∈  В силу теоремы 7 найдутся открытые окрестности A и B точек z0 и w0 соответ-
ственно такие, что функция :f A B→  имеет обратную 1 : .f B A- →  Тогда для любой 1w B∈  суще-
ствует единственная 1z A∈  такая, что 1

1 1= ( )z f w-  и 1 1= ( ) .w f z E∈  Следовательно E – открытое 
множество.

Теперь докажем, что E – связное множество. Для открытых множеств связность эквивалент-
на линейной связности [6, с. 24]. Пусть 1 2 1, ,  w w E z D∈ ∈  – один из прообразов w1, 2z D∈  – один 
из прообразов w2. Найдется путь : = ( ),  [0,1],z z t tg ∈  связывающий в D точки z1 и z2. Из непре-
рывности f вытекает, что образ * : = [ ( )],  [0,1],z f z t tg ∈  будет путем, связывающим в E точки w1 
и w2. Очевидно, что * .Eg ⊂  Следовательно, E – связное множество.

Таким образом, при ( , ) 0xu x y′ ≠  в области D* множество = ( )E f D  является областью.
Пусть теперь ( , ) 0xu x y′ ≡  во всей D*. Тогда функция f имеет вид ( ) = ( ).f z c jv x+  

Обозначим = inf ( )
z D

m v x
∈

 и = sup ( ).
z D

M v x
∈

 Пусть 0 0 0=z x jy+  – произвольная точка из D. Тогда

0 0 0= ( ) = ( ).w f z c jv x+  Следовательно, при этом отображении образом области D будет интер-
вал = { = : < < },z c jy m y Mg +  который не является областью в .p  Теорема 8 доказана.

Принцип максимума нормы. Теорема 9. Пусть функция = ( ) = ( , ) ( , )w f z u x y jv x y+  p-го-
ломорфна в области pD ⊂  и ( , ) 0xu x y′ ≠  в области D*. Тогда функция ( )f z  не может дости-
гать максимума во внутренней точке области D.

Доказательство. В силу теоремы 8 множество = ( )E f D  является областью. Пусть ( )f z 
 

достигает максимума в 0 .z D∈  Обозначим 0 0= ( ) .w f z E∈  Найдутся открытые окрестности A 
и B точек z0 и w0 соответственно такие, что функция :f A B→  имеет обратную. Очевидно, что 
в окрестности B найдется сколько угодно близкая к w0 точка w1 такая, что 1 0> .w w     Тогда в A 
найдется точка z1 такая, что 1 1= ( ).w f z  Это противоречит тому, что ( )f z  достигает максимума 
в z0. Что и требовалось доказать.

Следствие 1. Если в условиях теоремы 9 функция ( ),f C D∈  то ( )f z  достигает максиму-
ма на границе .D∂

Следствие 2. Если в условиях теоремы 9 функция 0f ≠  для любой ,z D∈  то ( )f z  не мо-
жет достигать минимума внутри D.

Нули аналитических функций и теорема единственности. В отличие от классических го-
ломорфных функций, нули которых всегда изолированы, если функция не тождественный нуль, 
нули p-голомофной функции могут быть не изолированы. Например, функции z2 и z3 имеют 
кратный корень 0, а следовательно, и вертикальную прямую нулей = { = : }.I z jy y ∈

Для p-аналитических функций не будет выполняться теорема единственности в классиче-
ской формулировке из комплексного анализа, что видно из примера выше. Действительно, обе 
функции равны на прямой I, однако ни в одной области они не будут совпадать. Тем не менее 
аналог теоремы единственности будет выполняться при более сильных ограничениях.
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Сначала докажем следующее.
Лемма 2. Пусть функция :f →  аналитична на интервале ,I ⊂   а точка 0x I∈  – 

нуль этой функции. Если в некоторой окрестности точки x0 функция f отлична от тожде-
ственного нуля, то существует проколотая окрестность 0 0( ) \{ }U x x  такая, что для любой 

0 0( ) \{ }: ( ) 0.x U x x f x∈ ≠
Доказательство. Функция f – аналитична, поэтому разложим ее в ряд

0
=0

( ) = ( ) ,k
k

k
f x a x x

∞
-∑

сходящийся в некоторой окрестности 1 0( ).U x  Заметим, что 0 0= ( ) = 0.a f x  Так как f отлична от 
тождественного нуля в 1 0( ),U x  то среди остальных коэффициентов есть отличные от нуля. Пусть 

0,na ≠  а 0 1 1... 0.na a a -= = = =  Тогда 
1 2

0 1 0 2 0 0( ) = ( ) ( ) ( ) ... = ( ) ( ),n n n n
n n nf x a x x a x x a x x x x x+ +

+ +- + - + - + - ϕ

где 
2

1 0 2 0( ) = ( ) ( ) ...,n n nx a a x x a x x+ +ϕ + - + - +

причем этот ряд сходится в той же окрестности 1 0( ).U x  Так как φ(x) – аналитична и 0( ) = ,nx aϕ  то 
существует такая окрестность 0 1 0( ) ( ),U x U x⊂  что в любой ее точке ( ) 0.xϕ ≠  Лемма 2 доказана.

Теорема 10. Пусть функции f1 и f2 p-аналитичны в области pD ⊂ . Также пусть 
1 2( ) = ( ),n nf z f z  где последовательность , 0, 1, ...nz D n∈ =  и 0= .lim n

n
z z D

→∞
∈  Если :n∀ ∈

0Re Re ,nz z≠  то 1 2f f≡  всюду в D.
Доказательство. Достаточно доказать, что 1 2:= = 0f f f-  всюду в D. Введем в рассмотре-

ние множество := { : ( ) = 0}.z D f zΦ ∈  Покажем, что Φ = D. Рассмотрим его внутренность int Ф ⊂ Ф.  
Пусть 0 0 0,  ,  .k k kc a jb z x jy z x jy= + = + = +  Нетрудно убедиться, что

 
1

0 0 0 0 0
=0 =0 =1 =0

( ) = ( ) = ( ) ( ) ( ) ( ) .k k k k
k k k k

k k k k
f z c z z a x x j y y a k x x b x x

∞ ∞ ∞ ∞
- 

- - + - - + - 
 

∑ ∑ ∑ ∑
 

(8)

В силу непрерывности p-аналитической функции 0( ) 0,f z =  так как для любого :n∈  ( ) = 0.nf z  

Тогда из (8) и леммы 2 следует, что сумма ряда 0
=0

( ) k
k

k
a x x

∞
-∑  тождественно равна нулю на неко-

тором интервале 0( ) ,I x ⊂   где 0 0 0Re ( ),z x I x= ∈  так как в любой проколотой окрестности точки 
x0 найдутся нули указанной суммы. А значит, в этом же интервале будет равна нулю сумма ряда 

1
0

=1
( ) .k

k
k

a k x x
∞

--∑  В силу вышесказанного из леммы 2 и равенства (8) вытекает, что найдется со-

держащий x0 интервал 1 0 0( ) ( )I x I x⊂  такой, что в нем 0
=0

( ) 0k
k

k
b x x

∞
- ≡∑ . Отсюда и следует, что

существует окрестность U(z0), в которой ( ) 0.f z ≡  Поэтому 0 int ,z ∈ Φ  а значит, int .Φ ≠ ∅  Если 
int = ,DΦ  то теорема доказана. Если int ,DΦ ⊂  но int ,DΦ ≠  то найдется граничная точка d мно-
жества int ,Φ  которая является внутренней точкой D. Тогда найдется последовательность 

=1{ } intn nd ∞ ⊂ Φ такая, что =lim n
n

d d D
→∞

∈  и :n∀ ∈  Re Re .nd d≠  Заметим, что ( ) = ( ) 0.lim n
n

f d f d
→∞

=  

Учитывая рассуждения, приведенные выше, заключаем, что найдется окрестность U(d) такая, 
что в ней ( ) 0.f z ≡  Однако это противоречит тому, что d – граничная точка int Ф, а значит, 
int = .DΦ  В силу включений int DΦ ⊂ Φ ⊂  имеем Φ = D. Теорема 10 доказана.

Заключение. Рассмотрены условия p-дифференцируемости, p-голоморфности и существо-
вания производной функции p-комплексного переменного. Найден общий вид p-голоморфной 
функции. Получены условия p-аналитичности и локальной обратимости. Доказаны принципы 
сохранения области и максимума нормы для p-голоморфной функции и теорема единствен-
ности.
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