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УДК 519.872

СИСТЕМА МАССОВОГО ОБСЛУЖИВАНИЯ  
С ГРУППОВЫМ МАРКОВСКИМ ПОТОКОМ  

И МЕНЯЮЩИМИСЯ ПРИОРИТЕТАМИ 

В. И. КЛИМЕНОК1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Рассматривается однолинейная система массового обслуживания с конечным буфером и групповым марков-
ским потоком. Запросы, принятые в буфер, могут иметь низший или высший приоритет. Сразу после поступле-
ния каждому из запросов назначается низший приоритет и для него устанавливается таймер, который задается 
случайной величиной, распределенной по фазовому закону и имеющей два поглощающих состояния. После по-
падания таймера в одно из поглощающих состояний запрос может уйти из системы навсегда (потеряться) или из-
менить свой приоритет на высший. При попадании таймера в другое поглощающее состояние запрос с некоторой 
вероятностью теряется и с дополнительной вероятностью таймер устанавливается заново. Если запрос поступает 
в полностью заполненную систему, он теряется. Такого типа системы могут служить математическими моделями 
многих реальных систем оказания медицинской помощи, контакт-центров, систем хранения скоропортящихся 
продуктов и т. д. Функционирование системы описывается в терминах многомерной цепи Маркова, вычисляется 
стационарное распределение и ряд важных характеристик производительности системы. Отличие данной работы 
от имеющихся литературных источников заключается в формулировке модели, в более общем и реалистичном 
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характере распределений, описывающих происходящие в системе процессы, а также в исчерпывающих результа-
тах, включающих формулы и алгоритмы для вычисления стационарного распределения и характеристик произ-
водительности системы.

Ключевые слова: система массового обслуживания; конечный буфер; групповой марковский поток; меняю-
щиеся приоритеты; стационарное распределение; характеристики производительности.

A QUEUEING SYSTEM WITH A BATCH MARKOVIAN  
ARRIVAL PROCESS AND VARYING PRIORITIES 

V. I. KLIMENOK a

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

We consider herein a single-server queueing system with a finite buffer and a batch Markovian arrival process. Cus-
tomers staying in the buffer may have a lower or higher priority. Immediately after arrival each of the customer is assigned 
the lowest priority and a timer is set for it, which is defined as a random variable distributed according to the phase law and 
having two absorbing states. After the timer enters one of the absorbing states, the customer may leave the system forever 
(get lost) or change its priority to the highest. When the timer enters another absorbing state, the customer is lost with 
some probability and the timer is set again with an additional probability. If a customer enters a completely full system, 
it is lost. Systems of this type can serve as mathematical models of many real-life medical care systems, contact centers, 
perishable food storage systems, etc. The operation of the system is described in terms of a multidimensional Markov 
chain, the stationary distribution and a number of performance characteristics of the system are calculated.

Keywords: queueing system; finite buffer; batch Markovian arrival process; changing priorities; stationary distribu-
tion; performance characteristics.

Введение
Важная ветвь теории массового обслуживания – исследование приоритетных систем с потоком за-

просов, приоритеты которых могут меняться в процессе ожидания обслуживания. Существует обширная 
классификация приоритетов, согласно которой выделяются классы относительных, абсолютных, стати-
ческих, динамических и ряда других приоритетов. Сравнивая статические и динамические прио ритеты, 
можно заметить, что динамические приоритеты, смена которых зависит от длины очереди, эффективнее 
статических, однако имеют более узкую область применения, поскольку иногда длины очередей не пол-
ностью наблюдаемы, а управление приоритетами обходится дорого. Поэтому статические приоритеты 
по-прежнему популярны во многих реальных системах. Основным недостатком классических статиче-
ских приоритетов являются их негибкость и возможная несправедливость по отношению к низкоприо-
ритетным клиентам. Для преодоления этой несправедливости могут быть предложены различные улуч-
шения статических приоритетов, например ограничение слишком быстрого доступа приоритетных 
запросов или обязательное обслуживание неприоритетного запроса после обслуживания фиксирован-
ного числа приоритетных запросов. Еще одно популярное улучшение состоит в возможности повы-
сить приоритет запроса во время его нахождения в очереди. Есть работы (см., например, [1–5]), где 
запрос за время пребывания в системе накапливает приоритет от начального значения, зависящего от 
приоритета запроса, в соответствии с некоторой линейной или нелинейной функцией. Другая группа 
работ предполагает, что повышение приоритета происходит не детерминированно, а через случайное 
время. Поскольку в настоящей статье делается аналогичное предположение, чтобы прояснить новизну 
представленных в ней модели и результатов, кратко опишем соответствующие результаты, имеющиеся 
в литературе.

В публикациях [6; 7] рассматриваются несколько приоритетных классов запросов, поступающих 
в маркированном марковском потоке. Времена обслуживания имеют распределения фазового типа, 
времена до повышения приоритета распределены по закону Кокса. В результате получено условие эрго-
дичности цепи Маркова, описывающей функционирование системы. Более полно система с маркирован-
ным марковским потоком и двумя приоритетами исследована в статье [8]. Для этой системы вычислены 
стационарное распределение и характеристики производительности, включая распределение времени 
обслуживания приоритетных запросов. В остальных известных автору работах [9 –13] предполагаются  



49

Теория вероятностей и математическая статистика
Probability Theory and Mathematical Statistics

стационарный пуассоновский поток и экспоненциальное распределение времени обслуживания, а также 
времени до повышения приоритета. Результатом этих исследований в зависимости от статьи являются 
условия эргодичности, численная оптимизация и анализ асимптотического поведения соответствую-
щих систем.

В данной работе рассматривается однолинейная система с групповым марковским потоком (batch 
Markovian arrival process, BMAP). Времена обслуживания, как и времена до повышения приоритета, 
распределены по фазовому закону ( phase type distribution, PH). Процесс обслуживания имеет одно по-
глощающее состояние, переход в которое означает окончание обслуживания, а время до повышения 
приоритета имеет два поглощающих состояния, переход в которые влечет за собой изменение приори-
тета запроса на высший либо уход необслуженного запроса из системы. В статье построена и исследо-
вана многомерная цепь Маркова, которая описывает функционирование системы, и получено ее стацио-
нарное распределение. Таким образом, преимущество настоящей работы заключается в более общем 
и реалистичном характере распределений, описывающих происходящие в системе процессы, а также 
в исчерпывающих результатах, включающих формулы и алгоритмы для вычисления стационарного 
распределения и характеристик производительности системы. Стоит отметить, что выбор более реа-
листичных, чем экспоненциальное, распределений, описывающих процессы поступления и обслужи-
вания запросов и смену приоритетов, очень важен для потенциальных реальных приложений. Одним 
из наиболее популярных приложений такого рода моделей является здравоохранение (упоминается 
практически во всех цитируемых выше публикациях). Например, рассматриваемая система массового 
обслуживания подходит для описания работы отделения неотложной помощи в больнице, имеющей 
операционную и бригаду необходимых врачей и медсестер. В эту больницу доставляют пациентов, 
пострадавших в результате несчастного случая. В процессе сортировки и предварительной обработки 
пациент может быть выписан в удовлетворительном состоянии, либо оставлен для дальнейшей обра-
ботки, либо отправлен на срочное лечение (в этом случае он становится высокоприоритетным пациен-
том). Понятно, что групповое поступление больных характерно для ситуаций, связанных с дорожными 
или другими инцидентами (см. [14]), а распределение фазового типа намного лучше, чем экспоненциаль-
ное распределение, подходит для описания времени, пока пациент не покинет больницу (например, уйдет 
удовлетворенный предварительной обработкой, или переведется в другую больницу, или умрет), либо 
пока будет продолжена его предварительная обработка, либо пока он станет приоритетным пациентом.

Рассмотренная в данной статье модель также может быть использована для описания работы кон-
такт-центра. Как отмечается в литературе, телефонные звонки имеют высокий приоритет, в то время 
как запросы, отправленные по электронной почте или через мессенджер, имеют низкий приоритет, 
но клиент, который воспользовался мессенджером для получения информации, может сделать теле-
фонный звонок, если он слишком долго ждет ответа. Заметим, что в работе [15] поясняется, что экспо-
ненциальные допущения могут быть совершенно неадекватными, и для моделирования контакт-центра 
следует использовать более общие распределения или потоки, как это сделано в настоящей статье.

Описание системы
Рассматривается система массового обслуживания с конечным буфером размера N и BMAP-потоком 

запросов. В этом потоке группы запросов случайного размера поступают под управлением неприво-
димой цепи Маркова с непрерывным временем nt , t ≥ 0, которая принимает значения в множестве 
0 1 2, , , ,…{ }W  и называется управляющим процессом BMAP. Процесс nt пребывает в состоянии n в те-

чение экспоненциально распределенного времени с параметром λ nn, , ,= 0 W  после чего с вероятностью 
pk n n, ′( ) переходит в состояние n′ с генерацией группы запросов размера k, k ≥ 1, или с вероятностью 
p0 n n, ′( ) цепь переходит в состояние n′ без генерации запросов, причем p0 0n n, .( ) =  Для указанных 

вероятностей выполняются естественные ограничения p Wk
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Из формул видно, что элементами матриц Dk , k ≥ 1, являются интенсивности переходов процесса nt , 
сопровождающихся генерацией группы запросов размера k. Аналогичный смысл имеют недиагональные 



50

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2022;2:47–56
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2022;2:47–56 

элементы матрицы D0, а диагональные элементы этой матрицы есть взятые с противоположным зна-
ком интенсивности выхода процесса nt из своих состояний. Матрицы Dk , k ≥ 0, можно задавать их мат-
ричной производящей функцией D z D z zk

k

k
( ) = <

=

∞

∑
0

1, . Значение этой функции в точке z = 1 является 

инфинитезимальным генератором управляющего процесса nt , t ≥ 0. Стационарное распределение дан-
ного процесса, представленное в виде вектор-строки θθ, определяется как решение системы линейных 
алгебраических уравнений θθD 1( ) = 0, θθe = 1. Здесь и далее 0 – вектор-строка, состоящая из нулей, e – вектор-
столбец, состоящий из единиц. Средняя интенсивность поступления запросов в BMAP-потоке задается 

формулой λ θ=
=

∞

∑ kDk
k

e
1

.θθλ θ=
=

∞

∑ kDk
k

e
1

. Более подробное описание BMAP, включающее формулы для дисперсии длин 

интервалов между моментами поступления групп запросов и коэффициентов корреляции длин двух 
соседних интервалов между моментами поступления групп запросов, можно найти, например, в рабо-
тах [16; 17].

Времена обслуживания запросов имеют PH-распределение с неприводимым представлением 
( )ββ, S  и управляющим процессом (цепью Маркова) mt , t ≥ 0, принимающим значения в множестве 
1 1, , , ,… +{ }M M  где состояние M + 1 является поглощающим. Первоначальное состояние процесса mt 

определяется в множестве несущественных состояний 1, ,…{ }M  в соответствии со стохастической вектор-
строкой ββ. Интенсивности переходов в множестве несущественных состояний задаются M M×( )-матри-
цей S, интенсивности переходов в поглощающее состояние определяются вектор-столбцом S0 =  − Se. Более 
подробную информацию о PH-распределении и его свойствах можно найти, например, в работах [17; 18].

Предполагается, что новый запрос, поступивший в систему, обладает низшим приоритетом. Для 
каждого такого запроса устанавливается таймер, который задается PH-распределением с управляющим 
процессом (цепью Маркова) rt , t ≥ 0, имеющим множество несущественных состояний 1 2, , , R{ } 
и два поглощающих состояния – состояние ∗ и состояние ∗∗. Интенсивности переходов управляюще-
го процесса в множестве несущественных состояний задаются R R×( )-матрицей Γ. Интенсивности 
переходов в поглощаю щие состояния определяются вектор-столбцом Г0 = −Γе. Интенсивности пере-
ходов в поглощающее состояние ∗ и поглощающее состояние ∗∗ задаются вектор-столбцами Г0 0

∗( ) = æГ  
и ( )Г0 0

∗∗ = −( )1 æ ,Г  где 0 < æ < 1. Когда таймер достигает состояния ∗, запрос с вероятностью p уходит 
из системы необслуженным и с дополнительной вероятностью p p= −1  остается в очереди неприори-
тетных запросов. В последнем случае таймер для него устанавливается заново. Когда таймер достигает 
состояния ∗∗, запрос с вероятностью q уходит из системы необслуженным и с дополнительной вероят-
ностью q q= −1  приобретает высший приоритет. Во втором случае таймер сворачивается и запрос 
становится впереди всех неприоритетных запросов и в конце очереди приоритетных запросов.

Цепь Маркова, описывающая процесс  
функционирования системы

Положим в момент времени t:
 • it – число заявок в очереди, i Nt = 0, ; 
 • jt – число неприоритетных заявок в очереди, j it t= 0, ;
 • nt = 0, если прибор свободен, и nt = 1, если прибор обслуживает запрос;
 • mt – состояние управляющего процесса PH-обслуживания на приборе, m Mt = 1, ;  
 • rt
n( ) – состояние управляющего процесса PH-таймера для n-й неприоритетной заявки, стоящей в оче-

реди, r R n jn( ) = =1 1, , , ;  
 • nt – состояние управляющего процесса BMAP-потока, nt W= 0, .

Процесс функционирования системы описывается неприводимой цепью Маркова ξt t, ,≥ 0  с про-
странством состояний 

0 0 0 1 0

0 0
1

, , , , , ; ,

, , , , , , , , ,

n i n W

i j m r r i N jj

n n

n

( ) = = ={ }
( ) = =( ) ( )

∪

∪ … ,, , , , , , , , , .i W m M r R n jnn = = = ={ }( )
0 1 1 1

Упорядочим состояния цепи при каждом фиксированном значении компоненты it в лексикографи-
ческом порядке и образуем матрицы Qi, l интенсивностей переходов из множества состояний, соответ-
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ствующих значению it = i, в состояния, соответствующие значению it = l. Тогда инфинитезимальный 
генератор Q рассматриваемой цепи формируется как Q Qi l i l N

= ( ) =,
, ,

.
0Введем обозначения:

 •W W= + 1;  
 • O – матрица, состоящая из нулей, I – тождественная матрица (при необходимости порядок матрицы 

определяется нижним индексом);
 • ⊗ (⊕) – символ кронекерова произведения (кронекеровой суммы) матриц (см., например, [19]);
 • diag a a an1 2, , ,{ } – диагональная блочная матрица, у которой диагональные блоки равны элемен-

там, перечисленным в скобках, а остальные блоки являются нулевыми;
 • diag− { }a a an1 2, , ,  – квадратная блочная матрица, у которой поддиагональные блоки равны эле-

ментам, перечисленным в скобках, а остальные блоки являются нулевыми.
Справедливо следующее утверждение.
Лемма 1. Инфинитезимальный генератор цепи Маркова ξt , t ≥ 0, имеет блочную структуру 
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где ненулевые блоки описываются следующим образом: 
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k = N − i.
Доказательство леммы проводится путем анализа поведения цепи Маркова ξt , t ≥ 0, на бесконечно 

малом интервале времени. Опишем кратко вероятностный смысл ненулевых блоков генератора. Блок 
Qi, i – 1, i ≥ 1, состоит из интенсивностей переходов рассматриваемой цепи Маркова, в результате которых 
число запросов в буфере уменьшается с i до i − 1. Если в буфере находится  j неприоритетных запросов, то 
такие переходы могут быть вызваны либо окончанием текущего обслуживания и занятием прибора прио-
ритетным запросом (соответствующие интенсивности задаются матрицей I IW R j⊗ ⊗S0β ),ββI IW R j⊗ ⊗S0β ), либо окон-
чанием обслуживания и занятием прибора неприоритетным запросом, если в буфере нет прио ритетных 
запросов (матрица I IW R R i⊗ ⊗ ⊗ −S e0 1),��  либо уходом из системы одного из неприоритетных запросов 
вследствие попадания установленного для него таймера в одно из поглощающих состояний (матрица 

I p qWM

j j
⊗ ( ) + ( )
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).Г0 Г0

Блок Qi, i + k , i ≥ 0, k ≥ 1, состоит из интенсивностей переходов, сопровождающихся поступлением 
группы запросов. Если размер группы не превышает числа N − i свободных мест в буфере, то вся груп-
па принимается в буфер (соответствующие интенсивности задаются матрицами D I Ik M R

k
j⊗ ⊗ ⊗ ⊕γ ).γγ  D I Ik M R

k
j⊗ ⊗ ⊗ ⊕γ ). 

В противном случае в буфер принимается только N − i запросов группы, а остальные запросы теряются 
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Блок Qi, i состоит из интенсивностей переходов, не влекущих за собой изменения числа i запросов в бу-

фере. Поддиагональные блоки I qWM

j
⊗ ( )∗∗( ) ⊕

Г0  описывают интенсивности переходов таймера какого-то 
из  j неприоритетных запросов в поглощающее состояние ∗∗, в результате которых этот запрос стано-
вится приоритетным. Недиагональные элементы диагональных блоков матрицы Qi, i описывают ин-
тенсивности переходов управляющих процессов BMAP, таймеров и времени обслуживания, не влеку-
щих изменения числа запросов в системе (матрицы D S I IR WM

j
j⊕( ) ⊗ + ⊗ ⊕Γ ),  либо переход таймера 

какого-то из  j неприоритетных запросов в буфере в поглощающее состояние ∗ (матрицы p
j∗( ) ⊕( ) ),Г0 ��  

после которого запрос не меняет приоритет, а таймер на нем устанавливается заново. Диагональные 
элементы диагональных блоков матрицы Qi, i есть взятые с противоположным знаком интенсивности 
выхода рассматриваемой цепи Маркова ξt , t ≥ 0, из состояний, соответствующих i запросам в буфере.
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Стационарное распределение
Поскольку исследуемая цепь Маркова ξt , t ≥ 0, является неприводимой непериодической цепью с ко-

нечным пространством состояний, то она имеет эргодическое распределение, совпадающее с единствен-
ным стационарным распределением. Пусть pi – вектор-строка стационарных вероятностей состояний, 
имеющих значение i первой компоненты, i N= 0, . Элементы вектора p0 дают стационарные вероят-
ности того, что буфер пуст, прибор простаивает или занят, управляющий процесс BMAP находится 
в любом из W + 1 состояний и, если прибор занят, время обслуживания находится в одной из M фаз. 
Заметим, что  j-й подвектор вектора pi, i N= 1, , дает стационарные вероятности того, что в буфере есть 
i запросов, из них  j неприоритетных, управляющий процесс BMAP находится в любом из W + 1 состоя-
ний, время обслуживания – в одной из M фаз, а процесс таймеров, установленных для неприоритетных 
запросов, стоящих в буфере, – в любом из R j состояний.

Сформируем из этих векторов вектор p p p p= ( )0, , ,i N  стационарных вероятностей рассматривае-
мой цепи. Хорошо известно, что этот вектор является единственным решением следующей системы 
линейных алгебраических уравнений: 
 pQ = 0, pe = 1. (1)

В случае малой размерности система (1) может быть решена на компьютере стандартными методами. 
Однако при более или менее больших значениях N, R порядок этой системы становится настолько боль-
шим, что решить ее напрямую (например, методом обратной матрицы) невозможно. В таком случае 
используется алгоритм, который был разработан в статье [20]. Алгоритм устойчив, учитывает верхнюю 
хессенбергову структуру генератора Q и работает с блоками генератора Qi, l. Размеры этих блоков опре-

деляются значениями N W M
0

1= +( ) при i = 0 и N WM Ri
i

j

i
=

=
∑

0
 при i N= 1, , а размер всей системы (1) 

равен Ni
i

N
.

=
∑
0

 Для удобства читателя приведем принципиальные шаги алгоритма.

Шаг 1. Находим матрицы G G GN N− −1 2 0, , ,  из уравнения обратной рекурсии 

G Q Q G Q i N Ni i i i i i i i= − −( ) = − − …+ + + + +
−

+1 1 1 2 1

1

1 2 1 0, , , , , , , ,

где полагаем, что G Q QN N N N N−
−

−= −( )1

1

1, , .

Шаг 2. Вычисляем матрицы Q Qi i i i, ,, + 1 по формулам 

Q Q Q Q Q G i N Q Q i NN N N N i i i i i i i i i i i, , , , , , ,, , , , , ,= = + = − = = −+ + +1 1 10 1 0 1..

Шаг 3. Находим матрицы Fi из рекуррентных соотношений 

F I F F Q Q i Ni i i i i i0 1 1

1

1= = −( ) =− −
−

, , , ., ,

Шаг 4. Вычисляем вектор p0 как единственное решение системы линейных алгебраических уравнений

p p e0 0 0 0

0

0 1−( ) = =
=

∞

∑Q Fi
i

, , .

Шаг 5. Вычисляем векторы pi по формуле p pi iF i N= =0 1, , .

Стационарные характеристики производительности
Вычислив векторы стационарных вероятностей pi, i N= 0, , можем вычислить ряд представляющих 

интерес характеристик производительности системы. Ниже приведены выражения для наиболее важ-
ных характеристик вместе с краткими пояснениями к нетривиальным формулам.

1. Вероятность того, что система свободна,

p W

WM
T0 0

=






p

e

0
.

2. Вероятность того, что в системе один запрос (обслуживается на приборе),

p W
T

WM
1 0
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p
e
0

.
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3. Вероятность того, что в буфере находится i запросов, 

p i Ni i
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i
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4. Вероятность того, что в буфере находится i запросов, из них  j неприоритетных,
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5. Среднее число запросов в буфере 

L i i
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=
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6. Среднее число неприоритетных запросов в буфере

L jpi j
j

i

i

N
non-prior( )

==
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11

7. Среднее число приоритетных запросов в буфере

L L Lprior non-prior( ) ( )= − .

8. Вероятность того, что произвольный запрос будет потерян либо из-за недостатка мест в буфере, 
либо из-за попадания таймера в поглощающее состояние (далее будем говорить «вследствие нетерпе-
ливости»), 
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Краткое пояснение к формуле (2) состоит в следующем. Выражение p
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∑  

есть интенсивность выходящего потока, а λ – интенсивность входящего потока обслуженных запросов. 
Тогда отношение этих интенсивностей дает вероятность того, что произвольный запрос будет принят 
в буфер и обслужен, а дополнительная вероятность дает искомую вероятность Ploss. 

9. Вероятность того, что произвольный запрос будет потерян из-за недостатка мест в буфере,
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Приведем краткий вывод формулы (3). Согласно формуле полной вероятности P
loss

buff( )  вычисляется как

 P P P Rk i
k

ki

N
i k

loss

buff( ) ( )

=

∞

=

−
( )= − ∑∑1

10

1
,
,  (4)

где Pk – вероятность того, что произвольный запрос поступает в группе размера k; Pi
k( ) – вероятность того, 

что в момент поступления группы размера k в буфере находится i запросов; R i k,( ) – вероятность того, что 
произвольный запрос будет потерян из-за недостатка мест в буфере при условии, что он поступит в со-
ставе группы размера k, которая застанет i запросов в буфере.

Нетрудно видеть, что 
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Подставляя формулы (5) – (7) в выражение (4), после некоторых алгебраических преобразований, учи-

тывающих, что D Dk
k N i

k
k

N i

e e
= − +

∞

=

−

∑ ∑= −
1 0

,  получаем формулу (3). 

10. Вероятность того, что произвольный неприоритетный запрос будет потерян вследствие нетер-
пеливости, 

P P P
loss

imp

loss loss

buff( ) ( )= − .

11. Вероятность того, что произвольный неприоритетный запрос, принятый в буфер, будет потерян 
вследствие нетерпеливости, 

P
P

P
loss

imp loss
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loss

buff

( )
( )

( )=
−1

.

Заключение
В статье исследовано стационарное поведение однолинейной системы массового обслуживания 

с BMAP-потоком, конечным буфером и меняющимся приоритетом. Запрос с низким приоритетом мо-
жет стать запросом с высоким приоритетом после случайного времени нахождения в буфере, имею-
щего PH-распределение. Данная система массового обслуживания может быть полезна для моделиро-
вания работы отделения неотложной помощи в больнице, контакт-центра, а также для моделирования 
инвентаризации скоропортящихся продуктов и т. п. Анализ системы осуществляется при более реали-
стичных, чем в большинстве существующих литературных источников, предположениях о характере 
входного потока, распределениях времени обслуживания и времени до смены приоритета. Приведены 
алгоритм для вычисления стационарного распределения и формулы для характеристик производитель-
ности системы, в том числе таких важных для приложений, как вероятности потерь запросов из-за от-
сутствия свободных мест в буфере и вследствие нетерпеливости.
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