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Аннотация

В работе исследуются многообразия представлений двух классов конечно порожденных
групп. Первый класс состоит из групп с копредставлением

𝐺 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑔 |
𝑎𝑚1
1 = . . . = 𝑎𝑚𝑠

𝑠 = 𝑥21 . . . 𝑥
2
𝑔𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) = 1⟩,

где 𝑔 > 3, 𝑚𝑖 > 2 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑠 и 𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) — элемент в нормальной форме
в свободном произведении циклических групп 𝐻 = ⟨𝑎1 | 𝑎𝑚1

1 ⟩* . . .*⟨𝑎𝑠 | 𝑎𝑚𝑠
𝑠 ⟩*⟨𝑏1⟩* . . .*⟨𝑏𝑘⟩.

Второй класс состоит из групп с копредставлением

𝐺(𝑝, 𝑞) = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑔, 𝑡 | 𝑎𝑚1
1 = . . . = 𝑎𝑚𝑠

𝑠 = 1, 𝑡𝑈𝑝𝑡−1 = 𝑈𝑞⟩,

где 𝑝 и 𝑞 — целые числа, такие, что 𝑝 > |𝑞| ≥ 1, (𝑝, 𝑞) = 1, 𝑚𝑖 > 2 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑠,
𝑔 > 3, 𝑈 = 𝑥21 . . . 𝑥

2
𝑔𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) и 𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) — элемент, определен-

ный выше.
Найдены неприводимые компоненты многообразий представлений 𝑅𝑛(𝐺) и 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)),

вычислены их размерности и доказано, что каждая неприводимая компонента является
рациональным многообразием.

Ключевые слова: копредставление группы, многообразие представлений, размерность
многообразия, рациональное многообразие.
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Abstract

In the paper representation varieties of two classes of finitely generated groups are
investigated. The first class consists of groups with the presentation

𝐺 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑔 |
𝑎𝑚1
1 = . . . = 𝑎𝑚𝑠

𝑠 = 𝑥21 . . . 𝑥
2
𝑔𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) = 1⟩,

where 𝑔 > 3, 𝑚𝑖 > 2 for 𝑖 = 1, . . . , 𝑠 and 𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) is an element in normal form
in the free product of cyclic groups

𝐻 = ⟨𝑎1 | 𝑎𝑚1
1 ⟩ * . . . * ⟨𝑎𝑠 | 𝑎𝑚𝑠

𝑠 ⟩ * ⟨𝑏1⟩ * . . . * ⟨𝑏𝑘⟩.

The second class consists of groups with the presentation

𝐺(𝑝, 𝑞) = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑔, 𝑡 | 𝑎𝑚1
1 = . . . = 𝑎𝑚𝑠

𝑠 = 1, 𝑡𝑈𝑝𝑡−1 = 𝑈𝑞⟩,

where 𝑝 and 𝑞 are integer numbers such that 𝑝 > |𝑞| ≥ 1, (𝑝, 𝑞) = 1, 𝑚𝑖 > 2 for 𝑖 = 1, . . . , 𝑠,
𝑔 > 3, 𝑈 = 𝑥21 . . . 𝑥

2
𝑔𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) and 𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) is an above defined

element.
Irreducible components of representation varieties 𝑅𝑛(𝐺) and 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)) are found, their

dimensions are calculated and it is proved, that every irreducible component is a rational variety.

Keywords: a group presentation; a representation variety; a dimension of a variety; a rational
variety.
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1. Введение

Пусть 𝐺 = ⟨𝑔1, . . . , 𝑔𝑚⟩ — конечно порожденная группа, 𝐻 ⊂ 𝐺𝐿𝑛(𝐾) — связная линейная
алгебраическая группа, определенная над полем 𝐾, которое всюду далее предполагается ал-
гебраически замкнутым и имеющим нулевую характеристику. Тогда любое линейное представ-
ление 𝜌 : 𝐺 → 𝐻 однозначно определяется набором элементов 𝜌(𝑔1), . . . , 𝜌(𝑔𝑚). Эти элементы
удовлетворяют всем определяющим соотношениям группы 𝐺, и, таким образом, имеет место
вложение 𝜌 ↦→ (𝜌(𝑔1), . . . , 𝜌(𝑔𝑚)) множества Hom(𝐺,𝐻) в 𝐻𝑚. Образ множества Hom(𝐺,𝐻)
относительно этого вложения является аффинным 𝐾-многообразием 𝑅𝑛(𝐺,𝐻) ⊂ 𝐻𝑚, и это
многообразие называют многообразием представлений группы 𝐺 в алгебраическую группу 𝐻.
В случае 𝐻 = 𝐺𝐿𝑛(𝐾) мы будем обозначать многообразие 𝑅𝑛(𝐺,𝐺𝐿𝑛(𝐾)) через 𝑅𝑛(𝐺) и на-
зывать многообразием 𝑛-мерных представлений группы 𝐺.

Детально изучены многообразия 𝑅𝑛(𝐺) для конечных групп 𝐺. В этом случае каждое
представление является вполне приводимым и с точностью до эквивалентности существует
лишь конечное число представлений, каждое из которых однозначно определяется своим ха-
рактером. Поэтому каждая неприводимая компонета многообразия 𝑅𝑛(𝐺) является орбитой
некоторого вполне приводимого представления группы 𝐺 и эти компоненты не пересекаются
между собой. Для бесконечных нильпотентных групп большая часть известных результатов
была собрана А. Любоцким и Э. Магидом в работе [1]. В ней были описаны многообразия
характеров для бесконечных нильпотентных групп G. В статье [2] З. Рудник обобщил эти
результаты на разрешимые группы. Кольцо характеров Фрике исследовалось в работе [3].

Однако в общем случае о структуре многообразий 𝑅𝑛(𝐺) известно немного. Такие описа-
ния получены только для некоторых классов групп. В статьях [4] и [5] описаны многообразия
представлений фундаментальных групп компактных ориентируемых и неориентируемых по-
верхностей.

В работе [6] описаны многообразия представлений групп, имеющих копредставление вида:

Γ𝑔 =
⟨︀
𝑥1, . . . 𝑥𝑠, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑔 | 𝑥𝑚1

1 = . . . = 𝑥𝑚𝑠
𝑠 = 𝑥1 . . . 𝑥𝑠𝑦

2
1 . . . 𝑦

2
𝑔 = 1

⟩︀
,

где 𝑚𝑖 > 2 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑠. В статье [7] описаны все неприводимые компоненты многообразий
представлений 𝐹 -групп и их обобщений, т.е. групп, имеющих копредставление вида:

Γ𝑔 = ⟨(𝑥1, . . . 𝑥𝑠, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑔, 𝑧1, . . . , 𝑧𝑔) |
𝑥𝑚1
1 = . . . = 𝑥𝑚𝑠

𝑠 = 𝑊 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘)[𝑦1, 𝑧1], . . . , [𝑦𝑔, 𝑧𝑔] = 1⟩,

где 𝑚𝑖 = 0 или 𝑚𝑖 > 2 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑠, а 𝑊 (𝑥1, . . . , 𝑥𝑠, 𝑡1, . . . , 𝑡𝑘) — элемент в нор-
мальной форме (возможно, равный единице) в свободном произведении циклических групп
𝐻 = ⟨𝑥1 | 𝑥𝑚1

1 ⟩ * . . . * ⟨𝑥𝑠 | 𝑥𝑚𝑠
𝑠 ⟩ * ⟨𝑡1⟩ * . . . * ⟨𝑡𝑘⟩.

В работе [8] исследовано многообразие представлений группы 𝑆𝐿2(Z). В статье [9] бы-
ли описаны многообразия представлений 𝑅𝑛(𝐵𝑆(𝑝, 𝑞)) групп Баумслага-Солитера 𝐵𝑆(𝑝, 𝑞),
т. е. групп, имеющих копредставление вида

𝐵𝑆(𝑝, 𝑞) = ⟨𝑎, 𝑏 | 𝑏𝑎𝑝𝑏−1 = 𝑎𝑞⟩

для взаимно простых показателей 𝑝 и 𝑞, таких, что |𝑝| > 𝑞 > 1. В [10] исследования групп
Баумслага-Солитера были продолжены, и результаты [9] были расширены на случай не вза-
имно простых 𝑝 и 𝑞.

В работе [11] получено описание всех подгрупп конечного индекса групп Баумслага-
Солитера. Установлено, что все подгруппы индекса 𝑚 в группе 𝐵𝑆(𝑝, 𝑞) изоморфны группе
𝐻𝑚, имеющей копредставление

𝐻𝑚 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑚, 𝑏 | 𝑎𝑝𝑖 = 𝑎𝑞𝑖+1, 𝑖 = 1, . . . ,𝑚− 1, 𝑏𝑎𝑝𝑚𝑏
−1 = 𝑎𝑞1⟩.
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В работе [12] найдены все неприводимые представления групп 𝐻𝑚 над полем C. Используя
эти результаты, в [13] получено описание многообразий представлений 𝑅𝑛(𝐻𝑚) подгрупп ко-
нечного индекса групп Баумслага-Солитера.

В [14] были описаны структура и свойства многообразий представлений групп, имеющих
копредставление

𝐻 = ⟨𝑥1, 𝑦1, . . . , 𝑥𝑔, 𝑦𝑔, 𝑡 | 𝑡([𝑥1, 𝑦1] . . . [𝑥𝑔, 𝑦𝑔])𝑝𝑡−1 = ([𝑥1, 𝑦1] . . . [𝑥𝑔, 𝑦𝑔])
𝑞⟩,

где 𝑔 > 2, 𝑝 > |𝑞| ≥ 1, 𝑝 и 𝑞 взаимно просты.
В настоящей статье мы будем рассматривать 2 класса групп. Первый класс — это группы

с копредставлением

𝐺 = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑔 | 𝑎𝑚1
1 = . . . = 𝑎𝑚𝑠

𝑠 = 1, 𝑥21 . . . 𝑥
2
𝑔𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) = 1⟩,

(1)
где 𝑔 > 3, 𝑚𝑖 > 2 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑠 и 𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) — элемент в нормальной форме
(возможно, равный единице) в свободном произведении циклических групп

𝐻 = ⟨𝑎1 | 𝑎𝑚1
1 ⟩ * . . . * ⟨𝑎𝑠 | 𝑎𝑚𝑠

𝑠 ⟩ * ⟨𝑏1⟩ * . . . * ⟨𝑏𝑘⟩.

Отметим, что при этом числа 𝑠 и 𝑘 допускаются равными нулю, и в случае 𝑠 = 0, 𝑘 = 0 такая
группа 𝐺 совпадает с фундаментальной группой компактной неориентируемой поверхности.
Многообразия представлений таких групп рассмотрены в [5].

Второй класс — это группы с копредставлением

𝐺(𝑝, 𝑞) = ⟨𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑔, 𝑦1, . . . , 𝑦𝑔, 𝑡 | 𝑎𝑚1
1 = . . . = 𝑎𝑚𝑠

𝑠 = 1, 𝑡𝑈𝑝𝑡−1 = 𝑈 𝑞⟩, (2)

где 𝑝 и 𝑞 — целые числа, такие, что 𝑝 > |𝑞| ≥ 1, 𝑔 > 3, 𝑚𝑖 > 2 для 𝑖 = 1, . . . , 𝑠,
𝑈 = 𝑥21 . . . 𝑥

2
𝑔𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) и элемент 𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) удовлетворяет услови-

ям, описанным выше. Отметим, что если 𝑠 = 0, 𝑘 = 0, то класс таких групп 𝐺(𝑝, 𝑞) совпадает с
рассмотренным в [15]. Заметим также, что группа 𝐺(𝑝, 𝑞) является HNN-расширением свобод-
ного произведения циклических групп ⟨𝑎1 | 𝑎𝑚1

1 ⟩ * . . .* ⟨𝑎𝑠 | 𝑎𝑚𝑠
𝑠 ⟩ * ⟨𝑏1⟩ * . . .* ⟨𝑏𝑘⟩ * ⟨𝑥1⟩ * . . .* ⟨𝑥𝑔⟩

с проходной буквой 𝑡 и связанными бесконечными циклическими подгруппами ⟨𝑈𝑝⟩ и ⟨𝑈 𝑞⟩.
Группы 𝐺 и 𝐺(𝑝, 𝑞) можно также рассматривать как свободное произведение циклических
групп с одним соотношением. Такие группы изучались в монографии [16].

2. Многообразия представлений групп с копредставлением (1)

Следующее предложение дает описание многообразия представлений конечной цикличе-
ской группы. В дальнейшем через 𝐸𝑛 будем обозначать единичную матрицу порядка 𝑛.

Предложение 1. Пусть 𝐶𝑙 = ⟨𝑎 | 𝑎𝑙 = 1⟩ — циклическая группа порядка 𝑙, 𝛾 — перво-
образный корень из единицы степени 𝑙. Для произвольного разбиения 𝛼 = (𝑘1, . . . , 𝑘𝑙) числа 𝑛
на 𝑙 неотрицательных частей (т.е. 𝑛 = 𝑘1 + . . .+ 𝑘𝑙, 𝑘𝑖 > 0) положим

𝑉𝛼 =
{︀
𝑋𝑍𝛼𝑋

−1 | 𝑋 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾)
}︀
,

где 𝑍𝛼 = diag (𝛾𝐸𝑘1 , 𝛾
2𝐸𝑘2 , . . . , 𝛾

𝑙𝐸𝑘𝑙) (если 𝑘𝑖 = 0, то блок 𝛾𝑖𝐸𝑘𝑖 в матрице 𝑉𝛼 отсутству-
ет). Тогда 𝑉𝛼 является неприводимой компонентой многообразия представлений 𝑅𝑛(𝐶𝑙) раз-
мерности 𝑛2 −

∑︀𝑙
𝑖=1 𝑘

2
𝑖 и 𝑉𝛼 — рациональное многообразие. При этом 𝑉𝛼 ∩ 𝑉𝛽 = ∅ при 𝛼 ̸= 𝛽

и 𝑅𝑛(𝐶𝑙) = ∪𝑉𝛼, где объединение берется по всем возможным разбиениям 𝛼. Общее число
неприводимых компонент 𝑅𝑛(𝐶𝑙) равно числу сочетаний 𝐶

𝑙−1
𝑛+𝑙−1.

Доказательство. 𝑉𝛼 является неприводимым замкнутым множеством, поскольку класс со-
пряженности полупростого элемента в 𝐺𝐿𝑛(𝐾) неприводим и замкнут в топологии Зарисского
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(см., например, [17]). Очевидно, что 𝑌 𝑙
𝛼 = 𝐸𝑛, 𝑉𝛼 ∩ 𝑉𝛽 = ∅ при 𝛼 ̸= 𝛽 и ∪𝛼𝑉𝛼 = 𝑅𝑛(𝐶𝑙), где

объединение берется по всем разбиениям 𝑛 на 𝑙 частей. Таким образом, множества 𝑉𝛼 состав-
ляют полный набор неприводимых компонент 𝑅𝑛(𝐶𝑙). Размерность 𝑉𝛼 равна коразмерности
централизатора 𝑍𝛼 в 𝐺𝐿𝑛(𝐾), т. е. dim𝑉𝛼 = 𝑛2 −

∑︀𝑙
𝑖=1 𝑘

2
𝑖 . Покажем, что 𝑉𝛼 — рациональ-

ное многообразие. Пусть 𝑇 — множество блочных матриц вида (𝑇𝑖𝑗), где 𝑇𝑖𝑖 = 𝐸𝑘𝑖 , и пусть
𝜙 : 𝑇 → 𝑉𝛼 — морфизм, задаваемый формулой 𝜙(𝑡) = 𝑡𝑍𝛼𝑡

−1. Ясно, что dim𝑇 = dim𝑉𝛼,
и непосредственное вычисление показывает, что 𝜙 — инъективный (и, следовательно, доми-
нантный) морфизм. Значит, 𝜙 — бирациональный изоморфизм (см. [18, предложение 3.17]).
Очевидно, что 𝑇 — рациональное многообразие, поэтому и 𝑉𝛼 рационально. Наконец, общее
число неприводимых компонент 𝑅𝑛(𝐶𝑙) совпадает с числом решений в целых неотрицатель-
ных числах уравнения 𝑥1 + · · · + 𝑥𝑙 = 𝑛. В [19, глава 1] показано, что это число равно 𝐶 𝑙−1

𝑛+𝑙−1.
2

Введем следующие обозначения. Пусть 𝑇 — группа, определенная в (1). Для каждого 𝑖,
1 6 𝑖 6 𝑠, обозначим через 𝑛𝑖 сумму всех показателей, с которыми элемент 𝑏𝑖 входит в слово
𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘) (если 𝑏𝑖 не входит в𝑊 (𝑎1, . . . , 𝑎𝑠, 𝑏1, . . . , 𝑏𝑘), то полагаем 𝑛𝑖 = 0). Пусть
𝑑 — наибольший общий делитель чисел 2, 𝑛1, . . . , 𝑛𝑠. Таким образом, 𝑑 = 2, если все 𝑛𝑖 четны,
и 𝑑 = 1 в противном случае. Далее, положим 𝜀𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑠, — первообразный корень из 1
степени 𝑚𝑖. Для каждого 𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑠, выберем разбиение 𝛼𝑖 = (𝑘𝑖,1, . . . , 𝑘𝑖,𝑚𝑖) числа 𝑛 на 𝑚𝑖

неотрицательных слагаемых. Пусть

𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) = 𝑉𝛼1 × . . .× 𝑉𝛼𝑠 ×𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑘

и для фиксированной матрицы 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾) рассмотрим следующее многообразие:

𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) =
{︀

(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔) ∈ 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑔 |
𝑋2

1 . . . 𝑋
2
𝑔𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) = 𝐴

}︀
.

Нам также необходим морфизм

𝑓𝑊 : 𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑠+𝑘 → 𝐺𝐿𝑛(𝐾), 𝑓𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) = 𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘). (3)

Справедлива следующая теорема.
Теорема 1. 1. Предположим, что выполнено одно из условий: 1) пара (𝑛, 𝑔) отлична

от (2, 3); 2) (𝑛, 𝑔) = (2, 3) и 𝐴 — не скалярная матрица; 3) 𝑛 = 2, 𝑔 = 3, 𝐴 = 𝛼𝐸2 и
𝑓𝑊 (𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠)) содержит более одной точки. Тогда многообразие 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) состоит из
𝑑 неприводимых компонент, каждая из которых является рациональным многообразием.

2. Если 𝑛 = 2, 𝑔 = 3, 𝐴 = 𝛼𝐸2 и 𝑓𝑊 (𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠)) состоит из одной точки, то 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴)
состоит из 3 неприводимых компонент, каждая из которых является рациональным мно-
гообразием.

Размерность любой неприводимой компоненты 𝑈 многообразия 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) равна

dim𝑈 = (𝑔 + 𝑘 + 𝑠− 1)𝑛2 −
𝑠∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖∑︁
𝑗=1

(𝑘2𝑖,𝑗). (4)

Легко видеть, что
𝑅𝑛(𝐺) = ∪𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐸𝑛),

где объединение берется по всем наборам разбиений (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠), где 𝛼𝑖 — разбиение 𝑛 на
𝑚𝑖 неотрицительных частей. Из теоремы 1 получаем описание многообразий представлений
𝑅𝑛(𝐺) группы 𝐺, заданной копредставлением (1).
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Теорема 2. 1. Если пара (𝑛, 𝑔) отлична от (2, 3) , то многообразие 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐸𝑛)
состоит из 𝑑 неприводимых компонент многообразия 𝑅𝑛(𝐺), каждая из которых явля-
ется рациональным многообразием. Общее число неприводимых компонент 𝑅𝑛(𝐺) равно
𝑑
∏︀𝑠
𝑖=1𝐶

𝑚𝑖−1
𝑛+𝑚𝑖−1.

2. Если 𝑛 = 2, 𝑔 = 3 и образ 𝑓𝑊 (𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠)) содержит более одной точки, то многообразие
𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐸2) состоит из 𝑑 неприводимых компонент многообразия 𝑅𝑛(𝐺), каждая из
которых является рациональным многообразием.

2. Если 𝑛 = 2, 𝑔 = 3 и образ 𝑓𝑊 (𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠)) состоит из одной точки, то 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐸2)
состоит из 3 неприводимых компонент многообразия 𝑅2(𝐺), каждая из которых является
рациональным многообразием.

В случае 𝑛 = 2, 𝑔 = 3 многообразие 𝑅𝑛(𝐺) состоит из (3−𝑑)𝑓+𝑑
∏︀𝑠
𝑖=1𝐶

𝑚𝑖−1
𝑛+𝑚𝑖−1 компонент,

где 𝑓 — число таких наборов разбиений (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠), что 𝑓𝑊 (𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠)) состоит из одной
точки.

Размерности неприводимых компонент описываются формулой (4).
Для доказательства теоремы 1 нам необходим ряд лемм. Следующая лемма может быть

доказана дословным повторением рассуждений из [5].
Лемма 1. Пусть 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾). Положим

𝑉𝑔(𝐴) = {(𝑦1, . . . , 𝑦𝑔) ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑔 | 𝑦21 . . . 𝑦2𝑔 = 𝐴}.

Пусть 𝑔 > 3. Справедливы следующие утверждения.
1) Если (𝑛, 𝑔) ̸= (2, 3), либо (𝑛, 𝑔) = (2, 3) и 𝐴 не является скалярной матрицей, то 𝑉𝑔(𝐴)

состоит из двух непересекающихся рациональных компонент размерности (𝑔 − 1)𝑛2.
2) Если 𝑛 = 2, 𝑔 = 3, 𝐴 = 𝛽𝐸2, то 𝑉3(𝐴) состоит из трех рациональных компонент

размерности 8.
Лемма 2. Если 𝑈 — неприводимая компонента многообразия 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴), то

dim𝑈 = (𝑔 − 1)𝑛2 + dim𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠).

Доказательство. Так как 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) является подмногообразием в

𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑔,

задаваемым 𝑛2 уравнениями, то

dim𝑈 > dim𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑔 − 𝑛2 = (𝑔 − 1)𝑛2 + dim𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠). (5)

Чтобы доказать противоположное неравенство, рассмотрим морфизм

𝜋 : 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) → 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠),

𝜋(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑔) = (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘). (6)

Пусть 𝜋′ — ограничение 𝜋 на 𝑈 . Для произвольной точки (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) ∈ 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠)

слой

𝜋′−1(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) = {(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑔) |
𝐶1, . . . , 𝐶𝑔 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾), 𝐶2

1 . . . 𝐶
2
𝑔𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) = 𝐴},

можно отождествить с подмногообразием в 𝑉𝑔(𝐷), где 𝐷 = 𝐴𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘)
−1. По-

этому по лемме 1 все слои морфизма 𝜋′ имеют размерность не более чем (𝑔 − 1)𝑛2. Тогда по
теореме о размерности слоев морфизма,

dim𝑈 6 dim𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) + (𝑔 − 1)𝑛2. (7)
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Из неравенств (5), (7) следует требуемое равенство. 2

Лемма 3. Для любой неприводимой компоненты 𝑈 многообразия 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) ограни-
чение 𝜋′ мофизма 𝜋 на 𝑈 является доминантным морфизмом 𝑈 → 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠). При этом все
слои морфизма 𝜋′ имеют размерность (𝑔 − 1)𝑛2.

Доказательство. В самом деле, предположим, что dim𝜋(𝑈) < dim𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠). Для точки
𝑣 = (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) ∈ 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) слой 𝜋

−1(𝑣) можно отождествить с подмногообразием
в 𝑉𝑔(𝐷), где 𝐷 = 𝐴𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘)

−1. Поэтому по лемме 1 все слои морфизма 𝜋′

имеют размерность не более чем (𝑔 − 1)𝑛2. Тогда по теореме о размерности слоев морфизма,

dim𝑈 < dim𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) + (𝑔 − 1)𝑛2. (8)

Получили противоречие, доказывающее доминантность 𝜋′. Для того, чтобы в (8) было равен-
ство, также необходимо, чтобы все слои 𝜋′ имели размерность (𝑔 − 1)𝑛2. Лемма 3 доказана.
2

Лемма 4. Для любой неприводимой компоненты 𝑉 многообразия 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) спра-
ведливы утверждения:

1) множество

𝑈 = {(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑔) ∈ 𝑉 | 𝐶1, . . . , 𝐶𝑔 — регулярные элементы} —

непустое открытое по Зарисскому подмножество в 𝑉 ;

2) если пара (𝑛, 𝑔) отлична от (2, 3), то множество

𝑈 ′ = {(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑔) ∈ 𝑉 | 𝐶2
1 , . . . , 𝐶

2
𝑔 —

регулярные полупростые элементы} —

непустое открытое по Зарисскому подмножество в 𝑉 ;

Лемма доказывается аналогично доказательству предложений 1.1 и 1.3 в [5].
Лемма 5. Если пара (𝑛, 𝑔) отлична от (2, 3), то многообразие 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) имеет не

более двух неприводимых компонент.

Доказательство. Допустим противное, пусть 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) имеет 𝑙 компонент 𝑊𝑖, где
𝑙 > 2. Обозначим через𝑊 ′

𝑖 открытое подмножество в𝑊𝑖, получающееся удалением из𝑊𝑖 всех
пересечений 𝑊𝑖 ∩𝑊𝑗 , 𝑗 ̸= 𝑖. Тогда 𝑊 ′

𝑖 ∩𝑊 ′
𝑗 = ∅ при 𝑖 ̸= 𝑗. Поскольку все множества 𝜋(𝑊 ′

𝑖 )

плотны в 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠), то ∩𝑖𝜋(𝑊 ′
𝑖 ) ̸= ∅. Пусть 𝑥 ∈ ∩𝑖𝜋(𝑊 ′

𝑖 ). В силу леммы 1, слой 𝜋−1(𝑥) состоит
из двух неприводимых непересекающихся компонент 𝑇1 и 𝑇2. Тогда 𝑇1 ⊂ 𝑊𝑖, 𝑇2 ⊂ 𝑊𝑗 для
некоторых индексов 𝑖, 𝑗. При этом 𝑇1 ∩𝑊 ′

𝑖 ̸= ∅, 𝑇2 ∩𝑊 ′
𝑗 ̸= ∅. Но поскольку мы допустили,

что 𝑙 > 3 и по построению 𝑥 ∈ ∩𝑖𝜋(𝑊 ′
𝑖 ), то для любого 𝑘, отличного от 𝑖, 𝑗, мы должны иметь

𝜋−1(𝑥)∩𝑊 ′
𝑘 ̸= ∅. Следовательно, либо 𝑇1∩𝑊 ′

𝑘 ̸= ∅, либо 𝑇2∩𝑊 ′
𝑘 ̸= ∅. В первом случае 𝑇1∩𝑊 ′

𝑘

и 𝑇1 ∩𝑊 ′
𝑖 — два плотных подмножества в 𝑇1. Следовательно, 𝑊 ′

𝑖 ∩𝑊 ′
𝑘 ̸= ∅ — противоречие.

Аналогично получаем противоречие и во втором случае. Лемма 5 доказана. 2

Лемма 6. Если пара (𝑛, 𝑔) отлична от (2, 3) и 𝑑 = 2, то многообразие 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴)
состоит из двух непересекающихся неприводимых компонент.

Доказательство. Пусть

𝑈 = {(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑔) ∈ 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑔 |
det(𝐶2

1 . . . 𝐶
2
𝑔𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘)) = det𝐴}. (9)

Так как 𝑑 = 2, т.е. все 𝑛𝑖 четны, то уравнение, задающее 𝑈 , можно записать в виде

(det𝐶1 . . . det𝐶𝑔(det𝐵1)
𝑛1
2 . . . (det𝐵𝑘)

𝑛𝑘
2 )2 = 𝑏,
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где 𝑏 ∈ 𝐾 — константа, определяемая равенством

𝑏 = det𝐴(det𝐴1)
−𝑝1 . . . (det𝐴𝑠)

−𝑝𝑠 .

Здесь 𝑝𝑖 — сумма показателей, с которыми 𝐴𝑖 входит в слово 𝑊 . Элемент 𝑏 является констан-
той, поскольку каждая матрица 𝐴𝑖 cопряжена с фиксированной матрицей 𝑍𝛼𝑖 , определенной
в предложении 1, и, следовательно, det𝐴𝑖 не зависит от выбора матрицы 𝐴𝑖 ∈ 𝑉𝛼𝑖 . Пусть
𝑏1 ∈ 𝐾 такой элемент, что 𝑏21 = 𝑏. Тогда многообразие 𝑈 является объединением двух замкну-
тых непересекающихся подмножеств 𝑈1 и 𝑈2, задаваемых уравнениями

𝑈1 = {(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑔) ∈ 𝑈 | det(𝐶1 . . . 𝐶𝑔)(det𝐵1)
𝑛1
2 . . . (det𝐵𝑘)

𝑛1
2 = 𝑏1,

𝑈2 = {(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑔) ∈ 𝑈 | det(𝐶1 . . . 𝐶𝑔)(det𝐵1)
𝑛1
2 . . . (det𝐵𝑘)

𝑛1
2 = −𝑏1.

Следовательно, 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) является объединением двух непустых непересекающихся за-
мкнутых подмножеств 𝑇1 = 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) ∩ 𝑈1 и 𝑇2 = 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) ∩ 𝑈2. Значит,
𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) имеет не менеее двух неприводимых компонент. Учитывая лемму 5, получаем,
что 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) имеет ровно две неприводимые компоненты. 2

Лемма 7. Если пара (𝑛, 𝑔) отлична от (2, 3) и 𝑑 = 1, то многообразие 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴)
неприводимо.
Доказательство. Покажем, что в этом случае многообразие 𝑈 , определенное в (9), непри-
водимо. Уравнение, задающее 𝑈 , можно записать в виде

(det𝐶1)
2 . . . (det𝐶𝑔)

2(det𝐵1)
𝑛1 . . . (det𝐵𝑘)

𝑛𝑘 = 𝑏, (10)

где 𝑏 определено в доказательстве леммы 6. По условию леммы существует нечетное 𝑛𝑖. Пусть
для определенности 𝑛1 = 2𝑘 + 1. Сделаем замену переменных

𝐶1 = 𝐶1�̄�
−𝑘
1 , 𝐶𝑖 = 𝐶𝑖, 2 6 𝑖 6 𝑠, 𝐵𝑗 = �̄�𝑗 , 1 6 𝑗 6 𝑘.

Тогда уравнение (10) можно переписать в виде

det �̄�1((det𝐶1)
2 . . . (det𝐶𝑔)

2(det �̄�2)
𝑛2 . . . (det �̄�𝑘)

𝑛𝑘) − 𝑏 = 0.

Нетрудно убедиться, что многочлен в левой части неприводим, поскольку det �̄�1 входит в него
в первой степени.

Многообразие 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) содержится в 𝑈 . Дальнейшее доказательство с незначитель-
ными модификациями повторяет доказательство теоремы из § 3 в [5]. Для произвольной непри-
водимой компоненты 𝑉 ⊂ 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) строится коммутативная диаграмма вида

𝑉
𝜓−→ 𝑊

𝛿↘ ↘𝜙
𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑔−1

где 𝑊 — некоторое неприводимое многообразие размерности (𝑔 − 1)𝑛2, 𝜙,𝜓 — регулярные
морфизмы, а 𝛿 — проекция, задаваемая формулой

𝛿(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐶1, . . . , 𝐶𝑔) = (𝐶2, . . . , 𝐶𝑔).

Доказывается, что морфизмы 𝛿, 𝜙, 𝜓 являются доминантными и

[𝐾(𝑊 ) : 𝛿*(𝐾(𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑔−1))] = 2𝑛.
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Отсюда и из коммутативности диаграммы непосредственно следует, что листность морфизма
𝛿 на некотором открытом множестве не меньше, чем 2𝑛. С другой стороны, легко убедиться,
что слой ̃︀𝛿−1(𝑧) для аналогичной проекции

̃︀𝜋 : 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) → 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑔−1,

где 𝑧 ∈ 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑔−1 — точка "общего"положения, состоит в точности из 2𝑛 элемен-
тов. Это означает, что 𝑉 обязано совпадать с 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴), т.е. 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) — неприво-
димое многообразие. 2

Лемма 8. Пусть 𝑛 = 2, 𝑔 = 3.
1. Если Im 𝑓𝑊 состоит из одной точки 𝐵, то 𝐵 — скалярная матрица.
2. Если Im 𝑓𝑊 содержит более одной точки, то Im 𝑓𝑊 содержит нескалярную матрицу.

Доказательство. 1. Отметим, что если (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) ∈ 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠), то для любой
матрицы 𝐶 ∈ 𝐺𝐿2(𝐾)

(𝐶𝐴1𝐶
−1, . . . , 𝐶𝐴𝑠𝐶

−1, 𝐶𝐵1𝐶
−1, . . . , 𝐶𝐵𝑘𝐶

−1) ∈ 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠).

Поэтому

𝑊 (𝐶𝐴1𝐶
−1, . . . , 𝐶𝐴𝑠𝐶

−1, 𝐶𝐵1𝐶
−1, . . . , 𝐶𝐵𝑘𝐶

−1) =

= 𝐶𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘)𝐶
−1 = 𝐶𝐵𝐶−1 = 𝐵.

Значит, матрица 𝐵 перестановочна со всеми матрицами из 𝐺𝐿2(𝐾) и поэтому 𝐵 — скалярная
матрица.

2. Вначале предположим, что существует 𝑛𝑖 ̸= 0. Положим

𝐵𝑖 = diag(𝑑1, 𝑑2), 𝐵𝑗 = 𝐸2 при 𝑗 ̸= 𝑖, 𝐴𝑟 = 𝑍𝛼𝑟 ,

где диагональные матрицы 𝑍𝛼𝑟 определены в предложении 1. Тогда

𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) =

(︂
𝑑𝑛𝑖
1 𝑏1 0
0 𝑑𝑛𝑖

2 𝑏2

)︂
для некоторых констант 𝑏1, 𝑏2 и поэтому 𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) не скалярная матрица при
подходящем выборе 𝑑1, 𝑑2.

Пусть теперь все 𝑛𝑖 = 0. Тогда для любой точки (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) ∈ 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠)

det𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) = 𝑏

для некоторой константы 𝑏. Допустим, что Im 𝑓𝑊 ⊂ {𝛾𝐸2 | 𝛾 ∈ 𝐾*} = 𝐿. Поскольку
dim Im 𝑓𝑊 > 1, то Im 𝑓𝑊 плотное подмножество в 𝐿, поэтому функция det не может быть
константой на Im 𝑓𝑊 . 2

Лемма 9. Пусть 𝑛 = 2, 𝑔 = 3.
1. Пусть Im 𝑓𝑊 состоит из одной точки. Тогда если 𝐴 — скалярная матрица, то

𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) состоит из 3 неприводимых компонент, а если 𝐴 — не скалярная матри-
ца, то 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) состоит из 2 неприводимых компонент.

2. Пусть Im 𝑓𝑊 — не точка. Тогда 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) состоит из d неприводимых компо-
нент.

Во всех случаях каждая неприводимая компонента является рациональным многообра-
зием размерности 8 + dim𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠).
Доказательство. 1. По лемме 8 𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) = 𝛾𝐸2 для некоторой констан-
ты 𝛾 ∈ 𝐾* и для всех точек (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) ∈ 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠). Поэтому многообразие
𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) задается уравнением

𝐶2
1𝐶

2
2𝐶

2
3 = 𝛾−1𝐴.
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Следовательно,

𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) = 𝑉3(𝛾
−1𝐴) × 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠)

и утверждение пункта 1 следует из леммы 1.
2. Покажем вначале, что 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) имеет не более двух неприводимых компонент.

Пусть 𝐿 = Im 𝑓𝑊 , 𝑀 = {𝛾𝐴 | 𝛾 ∈ 𝐾*}.
Проверим, что 𝐿 ̸⊂ 𝑀 . По лемме 8 Im 𝑓𝑊 содержит нескалярную матрицу 𝐷. Если 𝐴 —

скалярная матрица, то очевидно, что 𝐿 ̸⊂ 𝑀 . Пусть 𝐴 — нескалярная матрица и допустим,
что 𝐿 ̸⊂𝑀 . Тогда 𝐷 = 𝛾𝐴, 𝛾 ∈ 𝐾*. Поскольку 𝐶𝐷𝐶−1 ∈ 𝐿 для любой матрицы 𝐶 ∈ 𝐺𝐿2(𝐾),
то 𝐶𝐷𝐶−1 = 𝛾𝐶𝐴, 𝛾𝐶 ∈ 𝐾*. Следовательно, 𝛾𝐶𝐴𝐶−1 = 𝛾𝐶𝐴 и это равенство выполняется для
всех матриц 𝐶 ∈ 𝐺𝐿2(𝐾), что невозможно для нескалярной матрицы 𝐴.

Таким образом, 𝑈 = 𝐿 ∖𝑀 — открытое по Зарисскому подмножество в 𝐿. Кроме того,
существует открытое подмножество 𝑈1 ⊂ 𝐿 такое, что 𝑈1 ⊂ Im 𝑓𝑊 . Пусть 𝑈2 = 𝑈1 ∩ 𝑈 . Для
любой точки 𝑧 ∈ 𝑈2 по лемме 1 слой 𝜋−1(𝑧) состоит из двух непересекающихся неприводимых
компонент. Рассуждая как при доказательстве леммы 5, получаем, что 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) имеет
не более двух неприводимых компонент.

Пусть теперь 𝑑 = 2. Как и при доказательстве леммы 6, получаем, что 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴)
является объединением двух замкнутых непересекающихся подмножеств. Следовательно, эти
подмножества являются неприводимыми компонентами 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴).

Пусть 𝑑 = 1. Как и при доказательстве леммы 7, можно показать, что существует только
одна неприводимая компонента 𝑆 многообразия 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) такая, что открытое подмно-
жество

𝑈 = {(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3) ∈ 𝑆 | 𝐶2
1 , 𝐶

2
2 , 𝐶

2
3 — регулярные полупростые}

непусто. Таким образом, объединение 𝑆1 оставшихся компонент должно совпадать с замыка-
нием множества

𝑈1 = {(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3) ∈ 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) | 𝐶2
1 , 𝐶

2
2 , 𝐶

2
3 — нерегулярны}

Мы знаем также по лемме 4, что на любой неприводимой компоненте многообразия
𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) найдется точка (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3) с регулярными 𝐶1, 𝐶2, 𝐶3.
Но условие 𝑋 — регулярная, а 𝑋2 — нерегулярная матрица эквивалентно тому, что 𝑋 со-
пряжена диагональной матрице вида diag(a,−a); в частности, в этом случае 𝑋2 — скалярная
матрица. Поэтому 𝑆1 обязано совпадать с замыканием множества

𝑈2 = {(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋diag(𝑎,−𝑎)𝑋−1, 𝑌 diag(𝑏,−𝑏)𝑌 −1, 𝑍diag(𝑐,−𝑐)𝑍−1) |
𝑎, 𝑏, 𝑐 ∈ 𝐾*, 𝑋, 𝑌, 𝑍 ∈ 𝐺𝐿2(𝐾)} ∩ 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴).

Пусть 𝑉 — неприводимая компонента 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴), содержащаяся в 𝑆1. По лемме 3 про-
екция 𝜋′ : 𝑉 → 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) доминантна. Пусть 𝑈3 — открытое подмножество, содержащееся в
𝑉 ∩ 𝑈2 и 𝑈4 — открытое подмножество 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠), содержащееся в 𝜋′(𝑈3). Тогда для любой
точки (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) ∈ 𝑈4 справедливо

𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) = 𝑡𝐴

для некоторой константы 𝑡 ∈ 𝐾*. Обозначим 𝑃 = {𝑡𝐴 | 𝑡 ∈ 𝐾*}. Тогда 𝑓𝑊 (𝑈4) ⊂ 𝑃 . Поскольку
𝑈4 = 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠), то 𝑓𝑊 (𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠)) = 𝑓𝑊 (𝑈4) ⊂ 𝑃 в силу того, что 𝑃 замкнуто в 𝐺𝐿2(𝐾).

Если 𝐴 — скалярная матрица, то получаем противоречие с леммой 8. Если же 𝐴 — не ска-
лярная матрица, то для любой точки (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) ∈ 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) и для любой матрицы
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𝐶 ∈ 𝐺𝐿2(𝐾) имеем

𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) = 𝑡𝐴,

𝑊 (𝐶𝐴1𝐶
−1, . . . , 𝐶𝐴𝑠𝐶

−1, 𝐶𝐵1𝐶
−1, . . . , 𝐶𝐵𝑘𝐶

−1) = 𝑡1𝐴 =

= 𝐶𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘)𝐶
−1 = 𝑡𝐶𝐴𝐶−1

для некоторых 𝑡, 𝑡1 ∈ 𝐾*. Таким образом, для любой матрицы 𝐶 найдется 𝑡1 ∈ 𝐾* такой, что
𝑡1𝐴 = 𝑡𝐶𝐴𝐶−1. Нетрудно видеть, что для нескалярной матрицы 𝐴 это не так. Полученное
противоречие и доказывает, что многообразие 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) неприводимо. 2

Лемма 10. Каждая неприводимая компонента многообразия 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) является
рациональным многообразием.

Доказательство рациональности неприводимых компонент многообразия 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴)
полностью аналогично доказательству рациональности неприводимых компонент многообра-
зия представлений фундаментальной группы компактной неориентируемой поверхности в [5].

Леммы 1–10 в совокупности дают доказательство теоремы 1, а теорема 2 является непо-
средственным следствием теоремы 1.

3. Многообразия представлений групп с копредставлением (2)

Введем некоторые необходимые обозначения. Через 𝑓 обозначим наибольший общий дели-
тель 𝑝 и 𝑞, через Ω(𝑝, 𝑞) — множество матриц 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾), таких, что 𝐴𝑝 и 𝐴𝑞 сопряжены.
Для матрицы 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾) обозначим через 𝑍(𝐴) ее централизатор. Пусть 𝐴 ∈ Ω(𝑝, 𝑞), 𝑇0 —
некоторая фиксированная матрица, для которой справедливо равенство:

𝑇0𝐴
𝑝𝑇−1

0 = 𝐴𝑞 (11)

Отметим, что в силу леммы 2.3 из [9], следующие централизаторы совпадают:

𝑍(𝐴𝑓 ) = 𝑍(𝐴𝑝) = 𝑍(𝐴𝑞) (12)

Для матрицы 𝐴 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾) обозначим через 𝑉𝑔(𝐴) следующее многообразие:

𝑉𝑔(𝐴) =
⋃︁

(𝛼1,...,𝛼𝑠)

𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐸𝑛),

где объединение берется по всем наборам разбиений (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠), а 𝛼𝑖 — разбиение 𝑛 на 𝑚𝑖

неотрицительных частей. Пусть 𝑑𝐴 число неприводимых компонент многообразия 𝑉𝑔(𝐴), фор-
мулу для вычисления 𝑑𝐴 можно получить из теоремы 1, а сами неприводимые компоненты
будем обозначать 𝐿𝑖(𝐴), 1 6 𝑖 6 𝑑𝐴. Для каждой пары матриц 𝐴, 𝑇0 и числа 𝑖, 1 6 𝑖 6 𝑑𝐴,
рассмотрим морфизм

𝑓𝐴,𝑖,𝑇0 : 𝐿𝑖(𝐴) × 𝑍(𝐴𝑓 ) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾) → 𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑠+𝑘+𝑔+1,

(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑧, 𝑇 ) ↦→ 𝑇 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑇0𝑧)𝑇−1 (13)

Докажем следующие утверждения о свойствах морфизма 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0 .
Лемма 11. Образ морфизма Im 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0 содержится в многообразии 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)).

Доказательство. Для произвольного набора

𝑇 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑇0𝑧)𝑇−1 ∈ Im 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0
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имеем:

𝑇 (𝑇0𝑧)𝑇−1((𝑇𝑋1𝑇
−1)2 . . . (𝑇𝑋𝑔𝑇

−1)2𝑊 (𝑇𝐴1𝑇
−1, . . . , 𝑇𝐴𝑠𝑇

−1,

𝑇𝐵1𝑇
−1, . . . , 𝑇𝐵𝑘𝑇

−1))𝑝𝑇 (𝑇0𝑧)−1𝑇−1 = (14)

= 𝑇𝑇0𝑧(𝑋2
1 . . . 𝑋

2
𝑔𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘))

𝑝𝑧−1𝑇−1
0 𝑇−1 = 𝑇𝑇0𝑧𝐴

𝑝𝑧−1𝑇−1
0 𝑇−1

Так как 𝑧 ∈ 𝑍(𝐴𝑓 ), то в силу (12) правая часть (14) преобразуется к виду

𝑇𝑇0𝐴
𝑝𝑇−1

0 𝑇−1 = 𝑇𝐴𝑞𝑇−1.

С другой стороны, мы имеем равенство

((𝑇𝑋1𝑇
−1)2 . . . (𝑇𝑋𝑔𝑇

−1)2𝑊 (𝑇𝐴1𝑇
−1, . . . , 𝑇𝐴𝑠𝑇

−1, 𝑇𝐵1𝑇
−1, . . . , 𝑇𝐵𝑘𝑇

−1)𝑞 =

= 𝑇 (𝑋2
1 . . . 𝑋

2
𝑔𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘))

𝑞𝑇−1 = 𝑇𝐴𝑞𝑇−1

Это означает, что точка 𝑇 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑇0𝑧)𝑇−1 принадлежит многооб-
разию 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)), что и завершает доказательство леммы 11. 2

Лемма 12. Образ морфизма Im 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0 не зависит от выбора матрицы 𝑇0.
Доказательство. Пусть 𝑇1, 𝑇1 ̸= 𝑇0, — другая матрица, для которой также спра-
ведливо равенство 𝑇1𝐴

𝑝𝑇−1
1 = 𝐴𝑞, и 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0 , 𝑓𝐴,𝑖,𝑇1 — соответствующие морфизмы. Тогда

с учётом (11) имеем 𝑇−1
1 𝑇0𝐴

𝑝𝑇−1
0 𝑇1 = 𝐴𝑝, откуда следует, что 𝑇−1

1 𝑇0 ∈ 𝑍(𝐴𝑝). Следо-
вательно, для любого элемента централизатора 𝑧0 ∈ 𝑍(𝐴𝑓 ) в силу равенств (12) имеем
𝑧1 = 𝑇−1

1 𝑇0𝑧0 ∈ 𝑍(𝐴𝑓 ) и 𝑇0𝑧0 = 𝑇1𝑧1. Следовательно, для любого упорядоченного набора
(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑇 ) ∈ 𝐿𝑖(𝐴) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾) справедливо равенство

𝑓𝐴,𝑖,𝑇0(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑧0, 𝑇 ) =

= 𝑓𝐴,𝑖,𝑇1(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑧1, 𝑇 ),

что и требовалось доказать. 2

Таким образом, ввиду независимости образа Im 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0 от выбора матрицы 𝑡0 далее для
образов морфизмов 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0 мы будем пользоваться обозначением Im 𝑓𝐴,𝑖. Замыкание образа
Im 𝑓𝐴,𝑖 в топологии Зарисского будем обозначать 𝑊𝑖(𝐴)). Справедлива следующая теорема.

Теорема 3. 1. Многообразие 𝑊𝑖(𝐴) является неприводимой компонентной 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)),
и этими компонентами исчерпываются все неприводимые компоненты 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)).

2. Размерность компоненты 𝑊𝑖(𝐴) равна dim𝑉𝑔(𝐴) + dim𝑍(𝐴𝑓 ) − dim𝑍(𝐴).
3. Число неприводимых компонент многообразия 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)) равно

∑︀
𝐴∈𝑋 𝑑𝐴, где 𝑋 —

множество представителей всех классов сопряженности в Ω(𝑝, 𝑞).
Для доказательства теоремы 3 нам необходим ряд лемм.
Лемма 13. Многообразие 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)) является объединением всех своих замкнутых

неприводимых подмножеств вида 𝑊𝑖(𝐴).
Доказательство. Многообразие 𝑊𝑖(𝐴) неприводимо как замыкание образа неприводимого
многообразия относительно регулярного морфизма. Покажем, что многообразия 𝑊𝑖(𝐴) по-
крывают 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)). Рассмотрим произвольную точку

(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑡) ∈ 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)).

Пусть 𝐴 = 𝑋2
1 . . . 𝑋

2
𝑔𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘). Нетрудно видеть, что𝐴 ∈ Ω(𝑝, 𝑞), и найдется

неприводимая компонента 𝐿𝑘(𝐴), такая, что (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔) ∈ 𝐿𝑘(𝐴). Лег-
ко проверить, что в таком случае точка (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑡) является образом
упорядоченного набора (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝐸,𝐸) ∈ 𝐿𝑘(𝐴)×𝑍(𝐴𝑑)×𝐺𝐿𝑛(𝐾) от-
носительно морфизма𝑓𝐴,𝑘,𝑡. 2
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Лемма 14. Если 𝐴,𝐵 ∈ Ω(𝑝, 𝑞) — подобные матрицы, то при подходящей нумерации
компонент 𝑊𝑖(𝐴) = 𝑊𝑖(𝐵), 1 6 𝑖 6 𝑑𝐴.

Доказательство. Пусть 𝐵 = 𝑆𝐴𝑆−1. Тогда для всякой матрицы 𝑇0, такой, что 𝑇0𝐴𝑝𝑇
−1
0 =

= 𝐴𝑞, справедливо равенство (𝑆𝑇0𝑆
−1)𝐵𝑝(𝑆𝑇0𝑆

−1)−1 = 𝐵𝑞. Отображение

𝑓 : 𝑉𝑔(𝐴) → 𝑉𝑔(𝐵),

𝑓(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔) = 𝑆(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔)𝑆
−1,

очевидно, является бирегулярным изоморфизмом. Положим 𝐿𝑖(𝐵) = 𝑓(𝐿𝑖(𝐴)). Рассмотрим
произвольную точку (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑧, 𝑇 ) ∈ 𝐿𝑖(𝐴)×𝑍(𝐴𝑓 )×𝐺𝐿𝑛(𝐾). Тогда,
так как 𝑍(𝐴𝑓 ) = 𝑆−1𝑍(𝐵𝑓 )𝑆, то

(𝑆−1𝐴1𝑆, . . . , 𝑆
−1𝐴𝑠𝑆, 𝑆

−1𝐵1𝑆, . . . , 𝑆
−1𝐵𝑘𝑆, 𝑆

−1𝑋1𝑆, . . . , 𝑆
−1𝑋𝑔𝑆, 𝑆

−1𝑧𝑆, 𝑇𝑆) ∈
∈ 𝐿𝑖(𝐵) × 𝑍(𝐵𝑑) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾)

и
𝑓𝐴,𝑖,𝑇0(𝑥1, . . . , 𝑥𝑔, 𝑧, 𝑇 ) = 𝑓𝐵,𝑖,𝑆−1𝑇0𝑆(𝑆−1𝑥1𝑆, . . . , 𝑆

−1𝑥𝑔𝑆, 𝑆
−1𝑧𝑆, 𝑇𝑆).

Значит, Im 𝑓𝐴,𝑖 ⊂ Im 𝑓𝐵,𝑖. Аналогично доказывается противоположное включение. Таким об-
разом, Im 𝑓𝐴,𝑖 = Im 𝑓𝐵,𝑖 и, переходя к замыканиям, получаем, что 𝑊𝑖(𝐴) = 𝑊𝑖(𝐵). 2

Лемма 15. Если матрицы 𝐴,𝐵 ∈ Ω(𝑝, 𝑞) не подобны, то многообразия 𝑊𝑖(𝐴) и 𝑊𝑗(𝐵) не
содержатся друг в друге.

Доказательство. Для доказательства нам понадобится описание многообразий представ-
лений групп Баумслага-Солитера 𝑅𝑛(𝐵𝑆(𝑝, 𝑞)), полученное в [10]. Пусть 𝐴 ∈ Ω(𝑝, 𝑞) — фикси-
рованная матрица, 𝐴1 = 𝐴𝑓 , где 𝑓 = (𝑝, 𝑞) — наибольший общий делитель 𝑝 и 𝑞, и 𝑇0 ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾)
такая матрица, что 𝑇0𝐴

𝑝1
1 𝑇

−1
0 = 𝐴𝑞11 , где 𝑝1 = 𝑝

𝑓 , 𝑞1 = 𝑞
𝑓 . Рассмотрим отображение

𝑔𝐴 : 𝑍(𝐴1) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾) → 𝐺𝐿𝑛(𝐾) ×𝐺𝐿𝑛(𝐾), (𝑍,𝑋) ↦→ (𝑋𝐴𝑋−1, 𝑋𝑇0𝑍𝑋
−1).

Обозначим через 𝐻(𝐴) замыкание в топологии Зарисского образа Im 𝑔𝐴. В [10] доказано,
что многообразия 𝐻(𝐴) являются в точности неприводимыми компонентами 𝑅𝑛(𝐵𝑆(𝑝, 𝑞)),
и если матрицы 𝐴 и 𝐵 не подобны, то многообразия 𝐻(𝐴)и 𝐻(𝐵) не содержатся друг в друге.

Рассмотрим теперь следующий морфизм:

𝛼 : 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)) → 𝑅𝑛(𝐵𝑆(𝑝, 𝑞)), 𝛼(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑡) =

= (𝑥21 . . . 𝑥
2
𝑔𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘), 𝑡).

Поскольку для произвольной точки 𝑧 = (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑡) ∈ Im 𝑓𝐴,𝑖
справедливо 𝛼(𝑧) ∈ 𝐻(𝐴)и Im 𝑓𝐴,𝑖 плотно в 𝑊𝑖(𝐴), то 𝛼(𝑊𝑖(𝐴)) ⊂ 𝐻(𝐴), 1 6 𝑖 6 𝑑𝐴. По-
кажем теперь, что 𝛼(𝑊𝑖(𝐴)) плотно в 𝐻(𝐴). Рассмотрим произвольную точку

𝑦 = 𝑔𝐴(𝑍,𝑋) = 𝑋(𝐴, 𝑇0𝑍)𝑋−1 ∈ Im 𝑔𝐴.

Тогда для любой точки (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔) ∈ 𝐿𝑖(𝐴) имеем

𝛼 ∘ 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑍,𝑋) =

= 𝑋(𝑥21, . . . , 𝑥
2
𝑔𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘), 𝑇0𝑍)𝑋−1 = 𝑋(𝐴, 𝑇0𝑍)𝑋−1 = 𝑦.

Значит, 𝛼(𝑊𝑖(𝐴)) ⊃ Im 𝑔𝐴, следовательно, 𝛼(𝑊𝑖(𝐴)) является плотным подмножеством
в 𝐻(𝐴).
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Допустим теперь, что матрицы 𝐴,𝐵 ∈ Ω(𝑝, 𝑞) не подобны, но имеет место включение
𝑊𝑖(𝐴) ⊃𝑊𝑗(𝐵). Тогда 𝛼(𝑊𝑖(𝐴)) ⊃ 𝛼(𝑊𝑗(𝐵)) и мы имеем

𝐻(𝐴) = 𝛼(𝑊𝑖(𝐴)) ⊃ 𝛼(𝑊𝑗(𝐵)) = 𝐻(𝐵).

Приходим к противоречию. Следовательно, многообразия 𝑊𝑖(𝐴) и 𝑊𝑗(𝐵) не содержатся друг
в друге. 2

Лемма 16. Размерность многообразия 𝑊𝑖(𝐴) равна dim𝐿𝑖(𝐴)+𝑛2+dim𝑍(𝐴𝑓 )−dim𝑍(𝐴),
где размерность dim𝐿𝑖(𝐴) вычислена в теореме 1.

Доказательство. Для вычисления размерности 𝑊𝑖(𝐴) воспользуемся теоремой о размер-
ности слоев морфизма. Вычислим размерность слоев морфизма 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0 . Пусть

𝑤0 = 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑧0, 𝑇0).

Вычислим dim 𝑓−1
𝐴,𝑖,𝑇0

(𝑤0). Пусть

𝑢 = (𝐶1, . . . , 𝐶𝑠, 𝐷1, . . . , 𝐷𝑘, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑔, 𝑧, 𝑇 )

и пусть 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0(𝑢) = 𝑤0. Тогда справедливо равенство

𝑇0(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑇0𝑧0)𝑇
−1
0 =

= 𝑇 (𝐶1, . . . , 𝐶𝑠, 𝐷1, . . . , 𝐷𝑘, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑔, 𝑇0𝑧)𝑇−1. (15)

В результате получаем следующую систему уравнений:

𝐶𝑖 = 𝑇−1𝑇0𝐴𝑖𝑇
−1
0 𝑇, 1 6 𝑖 6 𝑠,

𝐷𝑖 = 𝑇−1𝑇0𝐵𝑖𝑇
−1
0 𝑇, 1 6 𝑖 6 𝑘, (16)

𝑌𝑖 = 𝑇−1𝑇0𝑋𝑖𝑇
−1
0 𝑇, 1 6 𝑖 6 𝑔.

Поскольку для точек

(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔), (𝐶1, . . . , 𝐶𝑠, 𝐷1, . . . , 𝐷𝑘, 𝑌1, . . . , 𝑌𝑔) ∈ 𝐿𝑖(𝐴)

справедливо равенство

𝑋2
1 . . . 𝑋

2
𝑔𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘) = 𝑌 2

1 . . . 𝑌
2
𝑔 𝑊 (𝐶1, . . . , 𝐶𝑠, 𝐷1, . . . , 𝐷𝑘) = 𝐴, (17)

то из равенств (16)–(17) получаем 𝐴 = 𝑇−1
0 𝑇𝐴𝑇−1𝑇0. Следовательно, 𝑇

−1
0 𝑇 ∈ 𝑍(𝐴), откуда

𝑇 = 𝑇0𝑍1, (18)

где 𝑍1 ∈ 𝑍(𝐴). Тогда

𝐶𝑖 = 𝑍−1
1 𝐴𝑖𝑍1, 1 6 𝑖 6 𝑠,

𝐷𝑖 = 𝑍−1
1 𝐵𝑖𝑍1, 1 6 𝑖 6 𝑘, (19)

𝑌𝑖 = 𝑍−1
1 𝑋𝑖𝑍1, 1 6 𝑖 6 𝑔,

и из равенств (15) и (18) получаем 𝑇0𝑧0 = 𝑍1𝑇0𝑧𝑍
−1
1 , а значит,

𝑧 = 𝑡−1
𝑜 𝑍−1

1 𝑇0𝑧0𝑍1. (20)
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Проверим, что элемент 𝑧, определяемый формулой (20), принадлежит 𝑍(𝐴𝑓 ). Поскольку
𝑍(𝐴𝑓 ) = 𝑍(𝐴𝑝) = 𝑍(𝐴𝑞) в силу (12), то следующее вычисление показывает, что 𝑧 ∈ 𝑍(𝐴𝑓 ):

𝑧𝐴𝑝𝑧−1 = (𝑡−1
𝑜 𝑍−1

1 𝑇0𝑧0𝑍1)𝐴
𝑝(𝑍−1

1 𝑧−1
0 𝑇−1

0 𝑍1𝑇0) =

= 𝑡−1
𝑜 𝑍−1

1 𝑇0𝐴
𝑝𝑇−1

0 𝑍1𝑇0 = 𝑡−1
𝑜 𝑍−1

1 𝐴𝑞𝑍1𝑇0 = 𝑡−1
𝑜 𝐴𝑞𝑇0 = 𝐴𝑝.

Из равенств (18)–(20) следует, что слой 𝑓−1
𝐴,𝑖,𝑇0

(𝑤0) изоморфен 𝑍(𝐴). Следовательно, все
слои морфизма 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0 имеют одинаковую размерность, равную dim𝑍(𝐴). Поэтому размер-
ность многообразия 𝑊𝑖(𝐴) равна

dim𝑊𝑖(𝐴) = (dim𝐿𝑖(𝐴) + dim𝑍(𝐴𝑓 ) + dim𝐺𝐿𝑛(𝐾)) − dim𝑍(𝐴) =

= dim𝐿𝑖(𝐴) + 𝑛2 + dim𝑍(𝐴𝑓 ) − dim𝑍(𝐴).

2

Лемма 17. 𝑊𝑖(𝐴) ̸= 𝑊𝑗(𝐴) при 𝑖 ̸= 𝑗.
Доказательство. Пусть

𝑊𝑖(𝐴) = 𝑓𝐴,𝑖(𝐿𝑖(𝐴)), 𝑊𝑗(𝐴) = 𝑓𝐴,𝑗(𝐿𝑗(𝐴)),

где 𝐿𝑖(𝐴) ⊂ 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴), 𝐿𝑖(𝐴) ⊂ 𝑇 (𝛽1, . . . , 𝛽𝑠, 𝐴). Допустим, что𝑊𝑖(𝐴) = 𝑊𝑗(𝐴) при 𝑖 ̸= 𝑗.
Покажем вначале, что тогда (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠) = (𝛽1, . . . , 𝛽𝑠). Предположим противное и рассмотрим
морфизм

𝛾 : 𝑊𝑖(𝐴) → 𝐺𝐿𝑛(𝐾)𝑠, 𝛾(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑧) = (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠).

Тогда легко видеть, что 𝛾(𝑊𝑖(𝐴)) ⊂ 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠), а 𝛾(𝑊𝑗(𝐴)) ⊂ 𝑉(𝛽1,...,𝛽𝑠).
Но 𝑉(𝛼1,...,𝛼𝑠) ∩ 𝑉(𝛽1,...,𝛽𝑠) = ∅ — противоречие.

Таким образом, 𝐿𝑖(𝐴), 𝐿𝑗(𝐴) ⊂ 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴). Если многообразие 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) со-
стоит из одной неприводимой компоненты, то 𝑖 = 𝑗 — противоречие. Если многообра-
зие 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) состоит из двух неприводимых компонент, то 𝐿𝑖(𝐴), 𝐿𝑗(𝐴) являют-
ся этими компонентами. По теореме 1 все показатели 𝑛𝑖, с которыми 𝐵𝑖 входит в слово
𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘), четны. Рассмотрим регулярную функцию

𝛿 : 𝑊𝑖(𝐴) → 𝐾,

(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑧) ↦→ 𝑑𝑒𝑡𝑋1 . . . det𝑋𝑔(det𝐵1)
𝑛1
2 . . . (det𝐵𝑘)

𝑛𝑘
2 . (21)

Как и при доказательстве леммы 6 видим, что функция 𝛿 принимает значения 𝑏 на 𝑊𝑖(𝐴) и
−𝑏 на 𝑊𝑗(𝐴) для некоторой константы 𝑏, что невозможно в случае равенства 𝑊𝑖(𝐴) = 𝑊𝑗(𝐴).

Пусть теперь (𝑔, 𝑛) = (3, 2), матрица 𝐴 скалярна и Im 𝑓𝑊 состоит из одной точки. В этом
случае многообразие 𝑇 (𝛼1, . . . , 𝛼𝑠, 𝐴) по теореме 1 состоит из трех неприводимых компонент
𝐿1(𝐴), 𝐿2(𝐴), и 𝐿3(𝐴) равной размерности. Тогда по лемме 16 размерности многообразий
𝑊1(𝐴),𝑊2(𝐴),𝑊3(𝐴) равны между собой. Как и выше, регулярная функция 𝛿, определенная
в (21), принимает значение 𝑏 и −𝑏 соответственно на многообразиях 𝑊1(𝐴) и 𝑊2(𝐴), поэтому
𝑊1(𝐴)

⋂︀
𝑊2(𝐴) = ∅.

Остается доказать, что 𝑊3(𝐴) не совпадает ни с 𝑊1(𝐴), ни с 𝑊2(𝐴). Допустим, что
𝑊1(𝐴) = 𝑊3(𝐴). Рассмотрим регулярную функцию

𝛿1 : 𝑊1(𝐴) → 𝐾, (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑧) ↦→ tr𝑋1.

Из доказательства теоремы 1 следует, что функция 𝛿1 тождественно равна нулю на 𝑊3(𝐴), но
не обращается тождественно в 0 на 𝑊1(𝐴), что противоречит равенству 𝑊1(𝐴) = 𝑊3(𝐴). 2
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Доказательство теоремы 3 следует из лемм 13-17.
Теорема 4. Каждая неприводимая компонента 𝑊𝑖(𝐴) многообразия 𝑅𝑛(𝐺(𝑝, 𝑞)) являет-

ся рациональным многообразием.
Доказательство. Введем необходимые обозначения. (𝑚 × 𝑛)-матрицу 𝑋 будем называть
правильной верхней треугольной, если она имеет вид

⎛⎜⎜⎜⎝
0 . . . 0 𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎𝑚
... . . . . . .

. . . . . . . . .
...

0 . . . . . . . . . 0 𝑎1 𝑎2
0 . . . . . . . . . . . . 0 𝑎1

⎞⎟⎟⎟⎠ если 𝑚 6 𝑛, и

⎛⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

𝑎1 𝑎2 . . . . . . 𝑎𝑛
0 𝑎1 𝑎2 . . . 𝑎𝑛−1
...

...
. . . . . .

...
0 0 . . . 𝑎1 𝑎2
0 0 0 . . . 𝑎1
0 0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0

⎞⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
если 𝑚 > 𝑛.

Без ограничения общности можно считать, что 𝐴 имеет жорданову нормальную форму
𝐴 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠), где 𝐴𝑖 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐽𝑚𝑖,1(𝛼𝑖), . . . , 𝐽𝑚𝑖,𝑠𝑖

(𝛼𝑖)) — (𝑛𝑖 × 𝑛𝑖)-матрица, являющая-
ся прямой суммой всех клеток Жордана 𝐽𝑚𝑖,𝑗 (𝛼𝑖) из 𝐴 с собственным значением 𝛼𝑖. Тогда
централизатор 𝑍(𝐴) состоит из невырожденных матриц вида

𝐶 = 𝑑𝑖𝑎𝑔(𝐶1, . . . , 𝐶𝑠), где 𝐶𝑖 =

⎛⎜⎝𝑋11 . . . 𝑋1,𝑠1
...

. . .
...

𝑋𝑠𝑖,1 · · · 𝑋𝑠𝑖,𝑠𝑖

⎞⎟⎠ (22)

и 𝑋𝑟𝑡 — произвольная правильная верхняя треугольная (𝑚𝑖,𝑟 ×𝑚𝑖,𝑡)-матрица (см. [20, гл. 3]).
Рассмотрим множество 𝑇 (𝐴) матриц вида 𝑌 = (𝑌𝑖𝑗) ∈ 𝐺𝐿𝑛(𝐾), где 𝑌𝑖𝑗 при 𝑖 ̸= 𝑗 — произволь-
ная (𝑛𝑖 × 𝑛𝑗)-матрица, а 𝑌𝑖𝑖 имеет следующий вид:

𝑌𝑖𝑖 =

⎛⎜⎜⎝
𝑍

(𝑖)
11 . . . 𝑍

(𝑖)
1,𝑠𝑖

...
. . .

...

𝑍
(𝑖)
𝑠𝑖,1

· · · 𝑍
(𝑖)
𝑠𝑖,𝑠𝑖

⎞⎟⎟⎠ —

блочная матрица, блоки которой описываются следующим образом. Матрица 𝑍(𝑖)
𝑟𝑟 размера

𝑚𝑖𝑟 ×𝑚𝑖𝑟 имеет вид

𝑍(𝑖)
𝑟𝑟 =

⎛⎜⎜⎜⎝
1 0 . . . 0
𝑢21 𝑢22 . . . 𝑢2,𝑚𝑖𝑟

...
...

. . .
...

𝑢𝑚𝑖𝑟,1 𝑢𝑚𝑖𝑟,2 . . . 𝑢𝑚𝑖𝑟,𝑚𝑖𝑟

⎞⎟⎟⎟⎠ .

Если же 𝑟 ̸= 𝑘, то 𝑍(𝑖)
𝑟𝑘 — матрица размера 𝑚𝑖𝑟 ×𝑚𝑖𝑘 следующего вида: если 𝑚𝑖𝑟 6 𝑚𝑖𝑘, то

𝑍
(𝑖)
𝑟𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎝
𝑤11 . . . 𝑤1,𝑚𝑖𝑘−𝑚𝑖𝑟 0 . . . 0
𝑤21 . . . . . . . . . . . . 𝑤2,𝑚𝑖𝑘

... . . . . . . . . . . . .
...

𝑤𝑚𝑖𝑟,1 . . . . . . . . . . . . 𝑤𝑚𝑖𝑟,𝑚𝑖𝑘

⎞⎟⎟⎟⎠ ,

если же 𝑚𝑖𝑟 > 𝑚𝑖𝑘, то

𝑍
(𝑖)
𝑟𝑘 =

⎛⎜⎜⎜⎝
0 . . . 0
𝑤21 . . . 𝑤2,𝑚𝑖𝑘

...
. . .

...
𝑤𝑚𝑖𝑟,1 . . . 𝑤𝑚𝑖𝑟,𝑚𝑖𝑘

⎞⎟⎟⎟⎠
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Нетрудно видеть, что dim𝑇 (𝐴) = 𝑛2 − dim𝑍(𝐴). Обозначим через ℎ𝐴,𝑖,𝑇0 ограничение
морфизма 𝑓𝐴,𝑖,𝑇0 на 𝐿𝑖(𝐴) × 𝑍(𝐴𝑓 ) × 𝑇 (𝐴). Несложное вычисление показывает, что ℎ𝐴,𝑖,𝑇0 —
инъективный морфизм. Действительно, если

ℎ𝐴,𝑖,𝑇0(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑍1, 𝑇1) =

ℎ𝐴,𝑖,𝑇0(𝐴′
1, . . . , 𝐴

′
𝑠, 𝐵

′
1, . . . , 𝐵

′
𝑘, 𝑋

′
1, . . . , 𝑋

′
𝑔, 𝑍2, 𝑇2),

то

𝑇1(𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘, 𝑋1, . . . , 𝑋𝑔, 𝑇0𝑍1)𝑇
−1
1 =

𝑇2(𝐴
′
1, . . . , 𝐴

′
𝑠, 𝐵

′
1, . . . , 𝐵

′
𝑘, 𝑋

′
1, . . . , 𝑋

′
𝑔, 𝑇0𝑍2)𝑇

−1
2 . (23)

Значит,

𝑇1𝐴𝑖𝑇
−1
1 = 𝑇2𝐴

′
𝑖𝑇

−1
2 , 1 6 𝑖 6 𝑠,

𝑇1𝐵𝑗𝑇
−1
1 = 𝑇2𝐵

′
𝑗𝑇

−1
2 , 1 6 𝑗 6 𝑘,

𝑇1𝑋𝑟𝑇
−1
1 = 𝑇2𝑋

′
𝑟𝑇

−1
2 , 1 6 𝑟 6 𝑔,

откуда

𝑇1𝑋
2
1 . . . 𝑋

2
𝑔𝑊 (𝐴1, . . . , 𝐴𝑠, 𝐵1, . . . , 𝐵𝑘)𝑇

−1
1 = 𝑇2𝑋

′2
1 . . . 𝑋

′2
𝑔𝑊 (𝐴′

1, . . . , 𝐴
′
𝑠, 𝐵

′
1, . . . , 𝐵

′
𝑘)𝑇

−1
2 .

Следовательно, 𝑇1𝐴𝑇
−1
1 = 𝑇2𝐴𝑇

−1
2 , поэтому 𝑇2 = 𝑇1𝐵 для некоторой матрицы 𝐵 ∈ 𝑍(𝐴).

Учитывая вид (22) матриц из централизатора 𝑍(𝐴) и вид матриц из 𝑇 (𝐴), мы получаем, что
𝐵 = 𝐸 и, следовательно, 𝑇1 = 𝑇2. Тогда равенство (23) влечет 𝐴′

𝑖 = 𝐴𝑖, 𝐵′
𝑗 = 𝐵𝑗 , 𝑋 ′

𝑟 = 𝑋𝑟 для
всех индексов 𝑖, 𝑗, 𝑟 и 𝑍1 = 𝑍2, что и доказывает инъективность ℎ𝐴,𝑖,𝑇0 .

Так как dim𝐿𝑖(𝐴) × 𝑍(𝐴𝑓 ) × 𝑇 (𝐴) = dim𝑊𝑖(𝐴), то морфизм ℎ𝐴,𝑖,𝑇0 доминантен. Следова-
тельно, ℎ𝐴,𝑖,𝑇0 — бирациональный изоморфизм (см. [18]), и 𝑊𝑖(𝐴) бирационально изоморфно
многообразию 𝐿𝑖(𝐴) × 𝑍(𝐴𝑓 ) × 𝑇 (𝐴). По теореме 1 𝐿𝑖(𝐴) рационально и, очевидно, 𝑍(𝐴𝑓 ) и
𝑇 (𝐴) также рациональны. Следовательно, 𝑊𝑖(𝐴) — рациональное многообразие. Теорема 4
доказана. 2

4. Заключение

В статье исследованы многообразия представлений двух классов конечно порожденных
групп, которые являются свободными произведениями циклических групп с одним соотноше-
нием. Получено описание неприводимых компонент этих многообразий, найдены размерности
этих компонент и доказана их рациональность.
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