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Введение 
Обусловленный пандемией переход множества учреждений образо-

вания всего мира на дистанционную форму обучения актуализирует серь-
езное развитие данной формы обучения с использованием таких методов 
системного анализа, как математическое моделирование и теория управ-
ления. 

1. Математическая модель обучения на основе теории управления 
В [1] предложена математическая модель процесса дистанционного 

обучения на основе теории управления в виде неоднородного линейного 
дифференциального уравнения 
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где ( )Z Z t=  − текущий уровень (объем) усвоенного учебного материала 
(в академических часах), 

0Z  − начальный уровень усвоенного учебного материала при 0t t= , 
k  − коэффициент забывания, который показывает, какую часть от 

текущего уровня усвоенного учебного материала Z  обучаемый забывает 
в среднем за сутки, 

0u  – программное управление, задаваемое в виде заранее запланиро-
ванной нагрузки, осуществляемой преподавателем онлайн (в академиче-
ских часах), 

2u  – программное управление в виде нагрузки для самостоятельного 
обучения, 

4u  – программное управление на дистанционном курсе в виде про-
смотра обучаемым видеолекций, 

1u  – управление процессом повторения посредством контрольных и 
самостоятельных работ после обучения преподавателем ( 1u  является 
управлением с обратной связью), 

3u  – управление с обратной связью при повторении материала, изу-
ченного обучаемым самостоятельно, 

5u  – управление с обратной связью при повторении материала, изу-
ченного обучаемым в виде видеолекций, 

ik  − коэффициент усвоения для управления iu . 
Решение уравнения (1) представляется в виде 
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Для устойчивого обучения необходимо обеспечить переход знаний у 
обучаемых из кратковременной памяти в долговременную. Это обеспечи-
вается путем применения управления с обратной связью с постепенным 
уменьшением коэффициента забывания k  по некоторому закону 

( ) ( )k n f n= , 
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где ( )k n  − коэффициент забывания для определенного объема материала, 
повторенного n  раз. 

В первом приближении можно считать справедливой зависимость 
[2]: 

( ) nk n ke−= . 

2. Метод оптимального управления с обратной связью процессом 
дистанционного обучения 

При реальном учебном процессе программные управления 0 2 4, ,u u u  
заранее заданы и являются кусочно-непрерывными. Поэтому задача оп-
тимального управления сводится к нахождению оптимальных управлений 
с обратной связью * * * * * *

1 1 3 3 5 5( , ( )), ( , ( )), ( , ( ))u u t Z t u u t Z t u u t Z t= = =  (синтез оп-
тимального регулятора). 

Для оптимального управления с обратной связью при обучении с по-
мощью преподавателя онлайн имеем исходное дифференциальное урав-
нение изучаемого процесса 

 0 0 1 1( ) ( )dZ kZ k u t k u t
dt

= − + + . (3) 

Рассмотрим функционал качества управления обучением 

 1 1
0

( , , ) ( ( ) ( )) .
T

J u Z t u t Z t dt= −∫  (4) 

Для оптимального управления процессом обучения функционал (4) 
должен принимать минимальное значение на интервале [0, ]T . 

Достаточным условием минимума функционала (4) является уравне-
ние Беллмана для непрерывных детерминированных систем [3]. Если су-
ществует функция ( , )t Zϕ , удовлетворяющая уравнению Беллмана  
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0 1 1max 0
u u
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t z
ϕ ϕ
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с граничным условием 

 ( , ) ( ),T Z Z Tϕ =   (6) 



64 

и управление 1u , удовлетворяющее условию 
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с ограничением 

 1 1max0 ,u u≤ ≤  (8) 

то *
1 ( , )u t Z  является оптимальным управлением с полной обратной связью, 

где 1maxu  – максимально допустимая нагрузка для повторения. 
Уравнение Беллмана (5) и уравнение (3) линейны по 1u , поэтому оп-

тимальное управление *
1u  с ограничением (8) будет релейным [3] и опи-

сывается уравнением 

01 *
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которое удовлетворяет условию (6). 
Тогда оптимальное управление с обратной связью [3]:  
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, 1.
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  (9) 

Из системы (9) при граничном условии (6) определяется условие 
включения управления с обратной связью 

),()( ZttZ ϕ= . 

Пусть нужно наиболее эффективным образом попасть из точки 
0( ,0)Z  в точку 1( , )Z T , где 1 min max[ , ]Z Z Z∈ . В качестве функции ϕ  удобно 

взять опорную траекторию в виде прямой, соединяющую начальную и 
конечную точки: 



65 

0 0
0

( )( ) ,П С
П П

Z T ZZ t Z t
T
−

= +  [0, ]t T∈ . 

Тогда математическая модель управления с обратной связью будет 

 
0

1 0

0, ( ) ( ),
( )

( ), ( ) ( ),
j j

j
Пj j j j

Z t Z t
u t

Y t Z t Z t

 >= 
≤

    1,2j T=   (10) 

где 1 ( )ju t  – управление с обратной связью, построенное на основе теории 
оптимального управления, 

( )ПjY t  – объем учебного материала, повторяемый в момент времени 

jt , из материала, данного преподавателем онлайн. 
Общий объем повторенного материала, данного преподавателем он-

лайн 

1
,
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П j
j

Y Y
=

=∑     ПY X∈ , 

где ПM  – число контрольных и самостоятельных работ на повторение 
пройденного материала, 

X  – полный объем дистанционного курса. 
Траектория обучения рассчитывается по формуле 
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3. Прототип автоматизированной системы дистанционного обучения 
Прототип автоматизированной системы дистанционного обучения 

(ПАСДО) разработан на языке программирования C# в среде разработки 
Visual Studio. 

Рассмотрим, какими будут оптимальное управление с обратной свя-
зью и оптимальная траектория обучения на дистанционном курсе с ис-
пользованием ПАСДО для студента с разными коэффициентами усвоения 
и забывания (начальный объем знаний примем равным 2 часам). 

Пусть программное управление задано равномерно и студент изучает 
один раз в неделю 2 часа по заданному предмету в течение 17 недель 
(общий объем изучаемого материала – 34 часа). На рисунке изображена 
траектория обучения для равномерного программного управления при ко-
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эффициенте усвоения 2 0,5k =  и коэффициенте забывания 0,04k = , по-
строенная по формуле (10).  

В качестве опорной траектории возьмем прямую, проведенную от 
начала координат до точки ( ( ), )Z T T , где 120T =  день на 17-й неделе обу-
чения, ( )Z T  составляет 50 % от общей нагрузки по предмету при про-
граммном управлении. В нижней консоли окна ПАСДО описаны реко-
мендации по оптимальному повторению учебного материала. 

 
Траектория обучения при управлении с обратной связью 

Заключение 
На основе прототипа автоматизированной системы дистанционного 

обучения со временем может быть создана полноценная автоматизиро-
ванная система дистанционного обучения. 
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