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Рассматривается задача минимизации размера множества обозреваемых узлов 
мультиграфа и локализации специальных программируемых устройств (сенсоров) в 
узлах с целью сбора необходимой информации о функции потока для оценки, управ-
ления и контроля трафика в той части сети, которая непосредственно не наблюдается. 
Исследование процессов моделирования мультипотока основано на конструктивной 
теории декомпозиции разреженных систем с использованием свойств разреженности 
матриц неполного и полного рангов. 
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The problem of minimizing the size of the set of monitored multigraph nodes and  
localization of special programming devices (sensors) in the nodes to collect the necessary 
information about the flow function to estimate, control and monitor the traffic in the part of 
the network that is not directly observed is considered. The study of multinetwork modeling 
processes is based on the constructive theory of decomposition of sparse systems using the 
sparsity properties of incomplete and full rank matrices. 
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Введение 

В случае моделирования процесса оценки транспортного потока в 
масштабах крупных городов количество транспортных средств может 
достигать десятков тысяч, и изменения величин дугового и внешнего 
мультипотока обычно лежат в широком диапазоне. Стратегии полного 
перебора узлов сети с целью минимизации мощности множества обозре-
ваемых узлов потребуют огромных вычислительных затрат. Важным яв-
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ляется построение алгоритмических, структурных и технологических ре-
шений независимых подсистем с матрицами неполного/полного рангов с 
различными типами разреженности в синтезе с современными достиже-
ниями в области инновационных технологий разреженного матричного и 
сетевого анализа, алгоритмической теории графов, теоретической инфор-
матики. 

1. Моделирование процессов оценки мультипотока 

Рассмотрим конечный связный ориентированный мультиграф (муль-
тисеть) 𝐺 =  (𝐼,𝑈), где 𝐼 – множество узлов, 𝑈 – множество мультидуг, 
определенных на 𝐼 × 𝐼, |𝐼| < ∞, |𝑈| < ∞. Пусть 𝐾 = {1, 2, … , 𝑟} – множе-
ство, состоящее из 𝑟 типов потока в мультисети 𝐺. Обозначим 𝐺𝑘 =
(𝐼𝑘,𝑈𝑘)  связную сеть, соответствующую типу потока 𝑘 ∈ 𝐾, 𝐼𝑘 ⊆  𝐼, 𝑈𝑘  – 
множество дуг для потока типа 𝑘, 𝑘 ∈  𝐾. Мы предполагаем, что мульти-
граф 𝐺 двунаправленный, следовательно, если ∃ (𝑖, 𝑗)𝑘 ∈ 𝑈𝑘, то ∃ (𝑗, 𝑖)𝑘 ∈
𝑈𝑘, 𝑘 ∈ 𝐾.  

Мы представляем трафик в мультисети 𝐺 =  (𝐼,𝑈)  функцией сетево-
го потока  𝑥: 𝑈 → ℝ, которая удовлетворяет следующей системе линейных 
алгебраических уравнений: 

� 𝑥𝑖𝑗𝑘

j∈ 𝐼𝑖
+�𝑈𝑘�

 − � 𝑥𝑗𝑖𝑘

j∈ 𝐼𝑖
−�𝑈𝑘�

 = �𝑥𝑖
𝑘,                    𝑖 ∈  𝐼𝑘∗,

0, 𝑖 ∈  𝐼𝑘  ∖ 𝐼𝑘∗,𝑘 ∈ 𝐾,
� (1) 

где 𝐼𝑘∗ – множество узлов с неизвестным внешним потоком 𝑥𝑖𝑘 в узле 
𝑖 ∈  𝐼𝑘∗, 𝐼𝑘∗ ⊆  𝐼𝑘. 

Согласно [1, 2], если  𝐼𝑘∗ ≠  ∅, то ранг матрицы системы (1) для графа  
𝐺𝑘 = (𝐼𝑘,𝑈𝑘) равен |𝐼𝑘| ∀ 𝑘 ∈  𝐾. Если 𝐼𝑘∗ = ∅, то ранг матрицы системы 
(1) равен �𝐼𝑘� − 1 (матрица инцидентности графа 𝐺𝑘), 𝑘 ∈  𝐾 [3]. 

Для того, чтобы получить информацию о неизвестных дуговых пото-
ках 𝑥𝑖𝑗𝑘  для дуг (𝑖, 𝑗)𝑘 ∈  𝑈𝑘 и внешних потоках 𝑥𝑖𝑘 узлов 𝑖 ∈  𝐼𝑘∗, 𝑘 ∈  𝐾  
сенсоры установлены в узлах мультиграфа 𝐺. Узлы мультиграфа с сенсо-
рами назовем обозреваемыми и обозначим множество обозреваемых уз-
лов мультиграфа 𝑀 = ⋃ 𝑀𝑘𝑘∈𝐾 , где 𝑀𝑘 – множество обозреваемых узлов 
для потока 𝐾. Множество 𝑀𝑘 может быть пустым. Обозначим 𝐾(𝑖) – мно-
жество типов дуговых потоков, проходящих через узел 𝑖 ∈  𝐼. Мы предпо-
лагаем, что если узел 𝑖 является обозреваемым, то известны значения ду-
говых потоков на всех исходящих и входящих дугах для узла 𝑖 ∈  𝑀𝑘, а 
также внешние потоки в узлах 𝑖 ∈ 𝑀𝑘 ∩ 𝐼𝑘∗ ∀ 𝑖 ∈ 𝑀,∀ 𝑘 ∈ 𝐾(𝑖) 

𝑥𝑖𝑗𝑘 = 𝑓𝑖𝑗𝑘 ,   𝑗 ∈ 𝐼𝑖+(𝑈𝑘),   𝑥𝑗𝑖𝑘 = 𝑓𝑗𝑖𝑘 , 𝑗 ∈  𝐼𝑖−(𝑈𝑘), 
𝑥𝑖𝑘 =  𝑓𝑖𝑘 , 𝑖 ∈ 𝑀𝑘 ∩ 𝐼𝑘∗ ≠ ∅   ∀ 𝑖 ∈ 𝑀,∀ 𝑘 ∈ 𝐾(𝑖), 

(2) 
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где 𝑓𝑖𝑗𝑘 ,𝑓𝑗𝑖𝑘 , 𝑓𝑖𝑘 – константы. Учтем дополнительную информацию о коэф-
фициентах разбиения потока. Используя известные коэффициенты раз-
биения 𝑝𝑖𝑗𝑘 , 0 < 𝑝𝑖𝑗𝑘 ≤ 1, (𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈𝑘, можно выразить общий исходящий из 
узла 𝑖 поток 𝐹(𝑖) = ∑ 𝑥𝑖𝑗𝑘𝑗∈𝐼𝑖

+(𝑈𝑘)  как функцию от объема потока по каждой 
исходящей дуге. На основании известных коэффициентов разбиения 𝑝𝑖𝑗𝑘 , 
(𝑖, 𝑗) ∈ 𝑈𝑘 для дуг сети 𝐺𝑘 = (𝐼𝑘,𝑈𝑘),𝑘 ∈  𝐾, сформируем дополнитель-
ные уравнения взаимосвязи дуговых потоков следующим образом. Если 
для узла 𝑖 ∈ 𝐼 выполняется соотношение �𝐼𝑖+(𝑈𝑘)� ≥ 2, то для любой дуги, 
исходящей из узла 𝑖, например (𝑖,𝑣𝑖)𝑘, дуговые потоки для всех дуг за ис-
ключением дуги (𝑖, 𝑣𝑖)𝑘, исходящих из узла 𝑖, выразим через дуговой по-
ток 𝑥𝑖,𝑣𝑖

𝑘  следующим образом: 

𝑥𝑖𝑗𝑘 =
𝑝𝑖𝑗𝑘

𝑝𝑖,𝑣𝑖
𝑘 𝑥𝑖,𝑣𝑖

𝑘 , 𝑗 ∈ 𝐼𝑖+(𝑈𝑘) ∖ {𝑣𝑖}, |𝐼𝑖+(𝑈)| ≥ 2,𝑘 ∈ 𝐾(𝑖), (3) 

где (𝑖, 𝑣𝑖)𝑘 – каноническая дуга, исходящая из узла 𝑖. Обозначим 𝛽𝑖𝑗𝑘 =
𝑝𝑖𝑗
𝑘

𝑝𝑖,𝑣𝑖
𝑘 , 

если �𝐼𝑖+(𝑈𝑘)� ≥ 2, и 𝛽𝑖𝑗𝑘 = 𝑝𝑖,𝑣𝑖
𝑘 , если �𝐼𝑖+(𝑈𝑘)� = 1. Определим численные 

значения дуговых потоков 𝑥𝑖𝑗𝑘 , которые можно выразить с помощью ко-
эффициентов разбиения 𝑝𝑖𝑗𝑘 , 𝑝𝑖,𝑣𝑖

𝑘 , через наблюдаемые потоки 𝑥𝑖,𝑣𝑖
𝑘 = 𝑓𝑖,𝑣𝑖

𝑘 , 
полученные от специальных программируемых устройств (сенсоров), ус-
тановленных в узлах мультиграфа 𝐺 (множество 𝑀). Численные значения 
дуговых потоков, выраженные с помощью (3) через коэффициенты раз-
биения потока, подставим в уравнения системы (1). Удалим из мульти-
графа 𝐺 =  (𝐼,𝑈) дуги с известными значениями дуговых потоков и узлы 
с известными значениями внешних потоков 𝑥𝑖𝑘 = 𝑓𝑖𝑘 ,𝑘 ∈ 𝐾(𝑖), 𝑖 ∈ 𝑀. Ис-
ключим из системы (1) те уравнения, которые не содержат неизвестных 
дуговых и внешних потоков. Пусть 𝑞 – число уравнений вида (3) с неиз-
вестными значениями дуговых потоков. С учетом выполненных преобра-
зований для мультиграфа 𝐺 получим новый мультиграф �̅�  =  (𝐼 ̅,𝑈�). В 
результате система (1), (3) относитительно мультиграфа 𝐺 преобразуется 
к виду 

� 𝑥𝑖𝑗𝑘

𝑗∈ 𝐼𝑖
+�𝑈�𝑘�

 − � 𝑥𝑗𝑖𝑘

𝑗∈ 𝐼𝑖
−�𝑈�𝑘�

 = �
𝑎𝑖𝑘 + 𝑥𝑖𝑘,                      𝑖 ∈  𝐼𝑘∗� ,
𝑎𝑖𝑘 , 𝑖 ∈  𝐼𝑘�  ∖ 𝐼𝑘∗� ,𝑘 ∈  𝐾,

� 

� 𝜆𝑖𝑗
𝑘𝑝𝑥𝑖𝑗𝑘 = 0

(𝑖,𝑗)∈𝑈�

,𝑝 ∈ 𝑃 = {1, … , 𝑞}, если 𝑃 ≠ ∅, 
(4) 

𝐼𝑘∗�  − множество узлов с неизвестным внешним потоком 𝑥𝑖𝑘 в мультисети �̅�. 
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Cформулируем задачу размещения сенсоров для мультиграфа. 

Найти минимальное число обозреваемых узлов 𝑀, для которого сис-
тема (4) имеет единственное решение и определить узлы мультисети 𝐺 
для размещения сенсоров. 

Результатам исследования и оценки однородного потока в двуна-
правленной сети посвящены работы [4−10]. 

2. Примеры локализации сенсоров в узлах мультиграфа 

Пример 1. Для мультиграфа 𝐺, представленного на рисунке 1, уста-
новим сенсор в узел 𝑀 = {5}, где  𝐾(5) = {2, 3} − типы потока для узла 
𝑖 = 5. На рисунке 2 представлен мультиграф 𝐺′ = (𝐼′,𝑈′) после преобра-
зования (2). Типы линий на рисунках 1 − 4  обозначены следующим обра-
зом: дуговой поток первого типа (𝑘 = 1) – сплошная линия, дуговой поток 
второго типа (𝑘 = 2) – прерывистая линия, дуговой поток третьего типа 
(𝑘 = 3) – пунктирная линия. 

 
Рисунок 1 - Мультиграф 𝐺 = (𝐼,𝑈). 

Узел 𝑀 = {5} является обозреваемым 

 
Рисунок 2 - Мультиграф 𝐺′ = (𝐼′,𝑈′) по-

сле преобразования (2) 

Для узла 5 (пример 1) имеем 𝐾(5) = {2,3}. Поток типа 𝑘 = 1 не вхо-
дит в множество 𝐾(5). Система (4) для 𝑘 = 1 является недоопределенной. 

Пример 2. Для мультиграфа 𝐺 (рисунок 3) обозреваемым узлом 𝑀 
является узел 3, 𝑀 = {3}. Мультиграф 𝐺′ = (𝐼′,𝑈′) после преобразования 
(2) представлен на рисунке 4. 
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Рисунок 3 - Мультиграф 𝐺 = (𝐼,𝑈). 

Узел 𝑀 = {3} является обозреваемым 

 
Рисунок 4 - Мультиграф 𝐺′ = (𝐼′,𝑈′) по-

сле преобразования (2) 

Для узла 𝑀 = {3} система (4) для графа �̅� с неизвестными дуговыми 
и внешними потоками имеет единственное решение. 

Заключение 

Предложен подход к созданию методов, алгоритмов и технологий 
решения задачи локализации специальных программируемых устройств 
(сенсоров) в узлах двунаправленного мультиграфа для оценки неоднород-
ного потока на его ненаблюдаемых частях. 
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