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Рассматривается экспоненциальная сеть массового обслуживания с однолиней-
ными и многолинейными узлами. В систему поступают требования различного типа. 
При этом длительность ожидания обслуживания является случайной величиной, 
имеющей показательное распределение, зависящее от числа требований в узле. Когда 
требование обслужилось или время ожидания обслуживания закончилось, заявка пе-
реходит в другой узел системы и меняет свой тип или покидает сеть.  Устанавливают-
ся достаточные условия эргодичности, условия существования и вид стационарного 
распределения вероятностей состояний в мультипликативной форме. 
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We consider an exponential queuing network containing nodes of two types – 
single-line and multi-line. The network receives customers of various types. The sojourn 
time of customers at the network nodes is a random value whose conditional distribution for 
a fixed number of customers in a node is exponential. When the requirement is serviced or 
the service waiting time is over, the request moves to another node of the system and  
changes its type or leaves the network. Sufficient conditions for ergodicity, existence  
conditions, and the form of the stationary distribution of state probabilities in multiplicative 
form are established. 
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Введение 

Функционирование многих реальных объектов в области информа-
ционно-вычислительных систем описывают сети массового обслужива-
ния. При этом аналитические результаты теории сетей массового обслу-
живания используются и при имитационном моделировании.  

Сети массового обслуживания с ограничениями на время пребывания 
в узлах ранее рассматривались в работах [1–4]. История и суть вопроса 
изложены в издании Б. В. Гнеденко, И. В. Коваленко [1]. В публикации 
[5] исследуется стационарное поведение сети, в которой в некоторых уз-
лах матрицы маршрутизации обслуженных заявок и заявок, время пребы-
вания которых истекло, различны, а в других узлах – совпадают. Модель 
сети в данной работе усложняется тем, что требования, попадающие в 
узел, могут быть различных типов. 

1. Постановка задачи 

В сеть массового обслуживания, образованную N  узлами, Q  из ко-
торых однолинейны, а о остальные QN −  многолинейны, поступает ста-
ционарный пуассоновский поток с интенсивностью λ . Поступающее тре-
бование независимо от других направляется в i -й узел и становится тре-

бованием типа l  с вероятностью ( )lip ,0  ( ) 




 =∑∑

= =

N

i

M

l
lip

1 1
,0 1 . Система с беско-

нечной очередью ожидания. Многолинейные системы можно cвести к од-
нолинейным с переменной условной интенсивностью обслужива-
ния ( ) { }0≠Ι= nn µµ , где n – количество требований в системе ( AΙ – индикатор 
события A , равный 1, если A  происходит, и равный 0, если A  не проис-
ходит). 

Время обслуживания требования в i - ом однолинейном узле имеет 
показательное распределение с параметром ( )Qii ,1=µ , а условное распре-
деление времени обслуживания требования в остальных QN − узлах, при 
наличии в узле in  требований – показательное с параметром ( )ii nµ , при 
этом ( ) 0>ii nµ  для Ν∈in  и ( ) ( )NQii ,100 +==µ .  

Длительность пребывания требования в i - ом узле – случайная вели-
чина, имеющая показательное условное распределение с параметром 

( )Ni
ni

i ,1=ν  при условии что в i -м узле находится in  заявок.  Если требо-

вание пребывает в свободный узел, оно сразу начинает обслуживаться. 
Требования обслуживаются в порядке поступления в узлы.  
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Требование типа l , завершившее обслуживание в i -м узле, момен-
тально и независимо от других требований, переходит в j -й узел сети и 
становится требованием типа m  с вероятностью ( )( )mjlip ,, , а с вероятностью 

( )0,lip  покидает сеть ( )( ) ( ) 





 =+== ∑∑

= =

N

j

M

m
limjli ppMmlNji

1 1
0,,, 1,,1,,,1, . Требо-

вание типа l , время пребывания которого в i -м узле завершилось (для уз-
лов Qi ,1= ) моментально и независимо от других требований, переходит 
в j -й узел и становится требованием типа m  с вероятностью ( )( )mjlir ,, , а с 
вероятностью ( )0,lir  покидает сеть 

( )( ) ( ) 





 =+=== ∑∑

= =

N

j

M

m
limjli rrMmlNjQi

1 1
0,,, 1,,1,,,1,,1 . Если же NQi ,1+= , то 

требование поступает как завершившее обслуживание, то есть с вероят-
ностью ( )( )mjlip ,, направляется в j -й узел и становится требованием типа m , 
а с вероятностью ( )0, lip  покидает сеть ( )MmlNj ,1,,,1 == . Для удобства 
введём ещё узел 0 , отождествляющий внешность сети. 

Стохастические матрицы ( )( )[ ]mjlipP ,,=  ( )MmlNji ,0,,,0, ==  и 

( )( )[ ]mjlirR ,,=  ( )MmlNjQi ,0,,,0,,0 === , где ( )( ) ( )( ) ,00,00,00,00,0 == rp  

( )( ) ( )( ) ( ) ( )lililili prrp ,0,0,0,0,0,0 === , можно рассматривать как неприводимые 
марковские цепи, состояния которых обозначаются парами ( )li , . Матрица 
P  является как матрицей маршрутизации обслуженных заявок, так и мат-
рицей маршрутизации неудовлетворенных заявок для узлов NQi ,1+= , а 
R – матрицей маршрутизации неудовлетворенных заявок для узлов 

Qi ,1= . Стахостическая матрица маршрутизации, которая управляет дви-
жением требований по узлам Ni ,0= , без учёта того, за счёт чего требо-
вание покидает сеть (обслуживание или окончание длительности пребы-
вания)  ( )( )[ ] ( )MmlNjisS mjli ,0,,,0,,,, === , где для ( ) 0, ≠li  

( ) ( ),,0,0 mjmj ps = ( )( )
( )( ) ( )( )

( )( ) ( )( )mjli
ii

i
mjli

ii

i

ii

mjliimjlii
mjli rp

rp
s ,,,,

,,,,
,, νµ

ν
νµ

µ
νµ
νµ

+
+

+
=

+
+

= , 

для Qi ,1= , и ( )( ) ( )( )mjlimjli ps ,,,, =  для NQi ,1+= . 
Состояние сети описываеться вектором ( )Nхххх ,,, 21 = , где 
( )

iiniii хххх ,,, 21 =  – вектор переменной размерности, а 

ijх ( ),1,0,1,1 =≤≤≤≤ iiji nМхnj  – это тип требования, которое занима-
ет j-ое место в очереди i - ого узла. Первым обслуживается требование 1iх , 
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остальные ожидают в очереди. Последним на прибор попадет требование 
iinх .  Причем 0=iх  если 0=in , т.е. система пустая.   

Будем использовать обозначения ( )xp – вероятность того, что в мо-
мент времени t состояние сети ( )Nхххх ,,, 21 = ; [ ]ix~  – вектор, все компо-
ненты которого совпадают с вектором ( )Nхххх ,,, 21 = , а i -ая компонен-
та равна ix~ ; [ ]ji xx ~,~ – вектор, все компоненты которого совпадают с векто-
ром ( )Nхххх ,,, 21 = , а i -ая и j -ая компоненты равны ix~  и jx~ . Введём 
также оператор ( ) ( )12121 ,,,,,,: −→Τ

ii iniiinii хххххх   и оператор 
( ) ( )

ii iniiiniil хххlххх ,,,,,,,: 2121  →Κ  . 

2. Изолированный узел 

Рассмотрим изолированно от сети i -ый узел, полагая, что в него по-
ступает  M  независимых  пуассоновских потоков требований  интенсив-
ности li ,λε , Ml ,1= . В остальном, касающемся процессов обслуживания и 
ограничениях на длительность пребывания, поведение  изолированного 
узла такое же, как и в сети.  

Для эргодичности цепи Маркова ( )
iiniii xxxx ,, 21= , описывающей 

изолированный узел, необходимо чтобы загрузка i -ого узла 

.,1,1, Qi
ilxi

ii
i =<

+
= ε

νµ
λρ  

Проверено, что 
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  (1) 

является стационарным распределением цепи Маркова ( )
iiniii xxxx ,, 21= . 

Теперь изолируем i -ый узел для NQi ,1+= . Имеем систему с посту-

пающим пуассоновским потоком интенсивности ∑
=

M

l
li

1
,ελ , а условное рас-

пределение длительности обслуживания прибором при условии, что в 
системе находится in   заявок, – показательное с параметром ( )ii nµ , зави-
сящим от in . Время пребывания требования в узле – случайная величина, 
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условное распределение которой при фиксированном in  – показательное с 

параметром 
i

i

n
ν . 

Стационарное распределение цепи Маркова ( )
iiniii xxxx ,, 21= , опи-

сывающей изолированный узел 
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            (2) 

Для эргодичности цепи Маркова ( )
iiniii xxxx ,, 21= , достаточно схо-

димости ряда  

.
)(0 1

∞<







+∑∏
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= =i
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iк
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ix k υµ

λε              (3) 

3. Основной результат 

Поскольку требования при прохождении узлов не рождаются и не те-
ряются, то в стационарном режиме выполняется следующий закон сохра-
нения (уравнение трафика): 

( ) ( )( ) .,1,,1,
1 1

,,,,0, MlNisp
N

j

M

m
limjmjlili ==+= ∑∑

= =

εε             (4) 

Здесь li ,ε – средняя интенсивность поступления требований типа l  в 
i -ый узел когда сеть находится в стационарном режиме. 

Доказана следующая теорема: 
 Теорема 1. При выполнении условия 
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
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    (5) 

 цепь Маркова ( )tx  эргодична, а её единственное стационарное распреде-
ление имеет форму произведения ( ) ( ) ( ) ( )NN xpxpxpxp ...2211= , где ( )ii хp  – 
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стационарное распределение изолированного i -го узла, а 
{ }МlNili ,1,,1,, ==ε  – решение уравнения трафика (4). 

Найти различные показатели эффективности функционирования сети в 
стационарном режиме не составляет труда зная стационарное распределе-
ние системы.  

Полученные результаты могут быть применены при проектировании 
новых и модернизации уже существующих сетей передачи данных и ин-
формационно-вычислительных сетей. 
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