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Найдены новые классы дедекиндовых колец с конечной нормой, в которых вы-
полняется аналог критерия Миллера, а также получен эффективный алгоритм тестиро-
вания простоты идеалов, являющийся аналогом вероятностного теста Миллера-Рабина. 
В предположении справедливости расширенной гипотезы Римана доказан аналог тео-
ремы Анкени, с помощью которой получено усиление аналога критерия Миллера, при-
водящее к детерминированному полиномиальному алгоритму тестирования простоты 
идеалов. 
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algorithm for testing the primality of ideals. 

Keywords: Dedekind domain; prime ideals; miller criterion; simplicity test; primality 
test. 

Введение 

Начиная со второй половины XX века начала активно развиваться 
информатика и криптография, что привело к увеличению активности ра-
боты в области алгоритмической теории чисел со стороны ведущих мате-
матиков. В частности, были получены принципиально новые критерии 
простоты, приводящие к эффективным алгоритмам тестирования просто-
ты и генерации больших простых чисел. В 1980 году, опираясь на резуль-
тат Г. Миллера [1], М.О. Рабиным [2] был получен безусловный полино-
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миальный вероятностный алгоритм тестирования простоты, названный ал-
горитмом Миллера-Рабина. В предположении справедливости расширен-
ной гипотезы Римана в работе [3] была доказана теорема, позволяющая 
получить детерминированный вариант алгоритма Миллера-Рабина. Алго-
ритм Миллера-Рабина играет ключевую роль при генерации ключей для 
RSA-криптосистемы. 

Задача проверки на простоту существенно усложняется при переходе 
от целых чисел к более общим алгебраическим структурам. В работе [4] 
был получен полиномиальный детерминированный алгоритм проверки на 
простоту в конечнопорожденных дедекиндовых кольцах. В работе 
М.М. Васьковского, Н.В. Кондратёнка и Н.П. Прохорова [5] был разрабо-
тан подход, позволяющий переносить доказательства ряда известных кри-
териев простоты на различные алгебраические структуры. В 2020 году в 
работе Н.П. Прохорова [6] были доказаны новые критерии простоты в 
кольцах целых алгебраических чисел. В настоящей статье доказывается 
аналога критерия Миллера в некотором классе дедекиндовых колец, а 
также приводится соответствующий алгоритм тестирования простоты 
идеалов. 

1. Основные результаты 

Пусть 𝑅 дедекиндово кольцо. Нормой 𝑁𝑚(𝔫) идеала 𝔫 ⊂ 𝑅 называет-
ся мощность факторкольца 𝑅/𝔫. Говорят, что дедекиндово кольцо 𝑅 явля-
ется дедекиндовым кольцом с конечной нормой (finite norm property), если 
для любого собственного идеала 𝔫 ⊂ 𝑅 факторкольцо 𝑅/𝔫 конечно. Далее 
в работе будем рассматривать только дедекиндовы кольца с конечной 
нормой. Пусть 𝑎, 𝑏 ∈ 𝑅  и 𝔫 ⊆ 𝑅 . Будем говорить, что 𝑎  сравнимо с 𝑏  по 
модулю 𝔫 и писать 𝑎 ≡ 𝑏(𝑚𝑜𝑑 𝔫), если 𝑎 − 𝑏 ∈ 𝔫. 

Определение 1. [7, с. 285] Функцией Эйлера нетривиального идеала 
𝔫 ⊂ 𝑅 называется функция 

𝜑(𝔫) = �𝐼𝑅/𝔫�. 

Определение 2. Элемент 𝑎 ∈ 𝑅 будем называть квадратичным выче-
том по модулю идеала 𝔫, если существует 𝑏 ∈ 𝑅, что 𝑏2 ≡ 𝑎(𝑚𝑜𝑑 𝔫). 

Для простого идеала 𝔭  и 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔭  определим символ Лежандра сле-
дующим образом 

�
𝑎
𝔭� = �1, если 𝑎 квадратичный вычет по модулю 𝔭,

−1,иначе.
� 

Для нетривиального идеала 𝔫 = 𝔭1 … 𝔭𝑘  и 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔫  определим символ 
Якоби следующим образом 
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�
𝑎
𝔫�

= �
𝑎
𝔭1
�… �

𝑎
𝔭𝑘
�. 

Пусть 𝐾 является полем частных 𝑅. Пусть расширение 𝐿 ⊃ 𝐾 конеч-
ное, сепарабельное и нормальное расширение, а 𝐺𝑎𝑙(𝐿/𝐾) является абеле-
вой. Положим 𝑆 алгебраическое замыкание 𝑅 в 𝐿. 

Определение 3. Пусть 𝔭 простой идеал кольца 𝑅. Рассмотрим идеал 
𝔭𝑆, который он генерирует в кольце 𝑆. Рассмотрим его факторизацию на 
простые идеалы 

𝔭𝑆 = � 𝔮𝑒𝔮
𝔮

, 

где произведение берется по всем простым идеалам кольца 𝑆  и 𝑒𝔮 > 0 
только для конечного количества простых 𝔮. 

Если 𝑒𝔮 > 0 для некоторого 𝔮, то говорят, что 𝔮 лежит над (lie over, lie 
above) простым идеалом 𝔭. Число 𝑒𝔮 из разложения называется индексом 
разветвления (ramification index) 𝔮. 

Если для простого идеала 𝔭 ⊆ 𝑅  выполнено 𝑒𝔮 > 1  для некоторого 
𝔮 ⊆ 𝑅, то говорят, что идеал 𝔭 ветвится в 𝐿. Если идеал 𝔭𝑆 простой в 𝑆, то 
говорят, что 𝔭 инертный (inert). Если для всех 𝔮 выполняется или 𝑒𝔮 = 0, 
или 𝑒𝔮 = 1, то говорят, что 𝔭 полностью разлагается (splits completely) в 𝐿. 

Определение 4. Пусть 𝔭 простой идеал кольца 𝑅, не ветвящийся в 𝐿 и 
пусть 𝔓 = 𝔭𝑆  соответствующий идеал в 𝑆 . Тогда существует единствен-
ный такой элемент 𝜎 ∈ 𝐺𝑎𝑙(𝐿/𝐾) , что для любого 𝛼 ∈ 𝐿  выполнено 
𝜎(𝛼) ≡ 𝛼𝑁𝑚(𝔭)(𝑚𝑜𝑑 𝔓). Этот элемент называют символом Артина идеала 
𝔭. 

Определение 5. Пусть 𝜙:𝐺𝑎𝑙(𝐿/𝐾) → 𝐼ℂ  гомоморфизм. Рассмотрим 
функцию 

𝜒(𝔭) = �𝜙�𝜎𝔭�, если 𝔭 не ветвится,
0,иначе,

� 

где 𝔭 простой и 𝜎𝔭  символ Артина идеала 𝔭. Используя мультипликатив-
ность, эту функцию можно определить для всех идеалов 𝑅. Полученную 
функцию 𝜒 будем называть характером. Характер, принимающий только 
значения 0 и 1, называется главным. 

Определение 6. Будем говорить, что характер 𝜒  задан по модулю 
идеала 𝔣 ⊂ 𝑅, если для всех идеалов 𝔫 ⊆ 𝑅, из сравнения 𝔫 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔣) сле-
дует равенство 𝜒(𝔫) = 1. 

Определение 7. Пусть характер 𝜒 задан на множестве идеалов кольца 
𝑅, не является главным и определен по модулю идеала 𝔫 ⊂ 𝑅. Через 𝔭𝜒 
обозначим идеал минимальной нормы, для которого 𝜒�𝔭𝜒� ≠ 0, 1. 



24 

Определение 8. Пусть 𝑅 дедекиндово кольцо с полем частных 𝐾 и 𝐿 
расширение поля 𝐾 степени не меньше 2. Будем говорить, что кольцо 𝑅 
удовлетворяет условию A для идеала 𝔫, если существует многочлен 𝑓𝑅, что 
для любого характера 𝜒, не являющегося главным и определенного по мо-
дулю 𝔫, выполнено 

𝑁𝑚�𝔭𝜒� ≤ 𝑓𝑅(log𝑁𝑚(𝔫)). 

Замечание. Из работы [8] следует, что, если расширенная гипотеза 
Римана выполнена, то условие A выполнено для всех колец 𝒪𝐾 целых ал-
гебраических чисел числового поля 𝐾 и 𝑓𝒪𝐾(𝑥) = 12x2 + 12 log2 Δ𝐾. 

Замечание. Из работы [3] следует, что, если обобщенная гипотеза Ри-
мана выполнена, то условие A выполнено для кольца целых чисел и 
𝑓ℤ(𝑥) = 2𝑥2. 

Предложение 1. Пусть кольцо 𝑅  удовлетворяет условию A. Пусть 
𝜒: 𝐼𝑅/𝔫 → 𝐺  нетривиальный гомоморфизм. Тогда существует идеал 𝔞  вза-
имнопростой с 𝔫 и такой, что 𝜒(𝔞) ≠ 1 и 𝑁𝑚(𝔞) ≤ 𝑓𝑅(log𝑁𝑚(𝔫)). 

Доказательство. Из условия предложения следует, что подгруппа 
𝜒(𝐼𝑅/𝔫) ⊆ 𝐺  нетривиальная. Рассмотрим нетривиальный характер 
𝜉:𝜒(𝐼𝑅/𝔫) → 𝐼ℂ. Очевидно, что 𝜉 ∘ 𝜒: 𝐼𝑅/𝔫 → 𝐼ℂ является нетривиальным ха-
рактером группы 𝐼𝑅/𝔫. 

Из определения условия A следует, что существует простой 𝔞 взаим-
нопростой с 𝔫 и такой, что (𝜉 ∘ 𝜒)(𝔞) ≠ 1 и 𝑁𝑚(𝔞) ≤ 𝑓𝑅�log�𝑁𝑚(𝔫)��. Из 
того, что (𝜉 ∘ 𝜒)(𝔞) ≠ 1 следует, что 𝜒(𝔞) ≠ 1. 

Предложение 2. Пусть идеал 𝔭  простой с нечетной нормой. Тогда 
сравнение 𝑥𝑁𝑚(𝔭)−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔭2) имеет не более 𝑁𝑚(𝔭) − 1  решений от-
носительно 𝑥 ∈ 𝐼𝑅/𝔭2. 

Доказательство. Из теоремы Эйлера [7, с. 285] следует, что сравне-
ние 𝑥𝑁𝑚(𝔭)−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔭)  имеет ровно 𝑁𝑚(𝔭)− 1  решений относительно 
𝑥 ∈ 𝐼𝑅/𝔭. 

Заметим, что все решения сравнения 𝑥𝑁𝑚(𝔭)−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔭2)  имеют 
вид 𝑎 + 𝔭𝔱 , где 𝑥 ∈ 𝐼𝑅/𝔭 , 𝔱 ∈ 𝑅/𝔭  и 𝑎  является решением сравнения 
𝑥𝑁𝑚(𝔭)−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔭). Подставим этот вид в сравнение, раскроем скобки и 
получим сравнение 𝔭𝔱(𝑁𝑚(𝔭) − 1)𝑎𝑁𝑚(𝔭)−2 ≡ 1 − 𝑎𝑁𝑚(𝔭)−1(𝑚𝑜𝑑 𝔭2).  Так 
как �(𝑁𝑚(𝔭) − 1)𝑎𝑁𝑚(𝔭)−2, 𝔭� = 1, то это сравнение имеет ровно одно ре-
шение при фиксированном 𝑎. Следовательно, исходное сравнение имеет 
не более 𝑁𝑚(𝔭) − 1 решений относительно 𝑥 ∈ 𝐼𝑅/𝔭2. 

Из рассуждений работы [6] вытекает  следующий аналог критерия 
Эйлера для дедекиндовых колец с конечной нормой. 
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Утверждение 2. Пусть 𝔫 – нетривиальный идеал нечетной нормы де-
декиндового кольца 𝑅. Тогда 𝔫 – простой идеал тогда и только тогда, когда 

для любого 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔫 выполнено 𝑎
𝑁𝑚(𝔫)−1

2 ≡ �𝑎
𝔫
� (𝑚𝑜𝑑 𝔫). 

Теорема 1. Пусть 𝔫 – нетривиальный идеал нечетной нормы дедекин-
дового кольца 𝑅 . Пусть 𝑁𝑚(𝔫) − 1 = 2𝑡𝑢 , (𝑢, 2) = 1. Тогда 𝔫  – простой 
идеал тогда и только тогда, когда для любого 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔫, 𝑎𝑢 ≢ 1(mod 𝔫) су-
ществует 𝑘 ∈ {0, … , 𝑡 − 1}, такое что 𝑎2𝑘𝑢 ≡ −1(mod 𝔫). 

Пусть кольцо 𝑅 факториальное и удовлетворяет условию A. Тогда 𝔫 – 
простой идеал тогда и только тогда, когда для любого 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔫, 𝑁𝑚(𝑎) ≤
𝑓𝑅�𝑁𝑚(𝑎)�, (𝑎, 𝔫) = 1, 𝑎𝑢 ≢ 1(mod 𝔫) существует 𝑘 ∈ {0, … , 𝑡 − 1}, такое 
что 𝑎2𝑘𝑢 ≡ −1(mod 𝔫). 

Доказательство. Докажем первую часть теоремы. Предположим, что 
𝔫 – простой идеал. Рассмотрим произвольный 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔫, 𝑎𝑢 ≢ 1(mod 𝔫). Из 
теоремы Эйлера следует, что 𝑎2𝑡𝑢 = 𝑎𝜑(𝔫) ≡ 1(mod 𝔫).  Раскладываем на 
множители и получаем, что выполнено (𝑎𝑢 − 1)(𝑎𝑢 + 1)(𝑎2𝑢 +
1) … �𝑎2𝑡−1𝑢 + 1� ≡ 0(mod 𝔫).  Из того, что 𝑎𝑢 ≢ 1(mod 𝔫)  следует, что 
𝑎2𝑘𝑢 + 1 ≡ 0(mod 𝔫) для некоторого 𝑘 ∈ {0, … , 𝑡 − 1}. Это завершает дока-
зательство необходимости. 

Предположим, что 𝔫 – не простой идеал. Пусть 𝔫 раскладывается в 
произведение простых идеалов следующим образом 𝔫 = ∏ 𝔭𝑖

𝛼𝑖𝑟
𝑖=1 . Так как 

норма простого идеала примарная, то обозначим 𝑁𝑚(𝔭𝑖) = 𝑞𝑖
𝑓𝑖 , где 𝑞𝑖  – 

простой в ℤ. 
Пусть существует такой 𝑗 ∈ {1, … , 𝑟} , что 𝛼𝑗 > 1  в разложении 𝔫  на 

множители. Из теоремы Коши для групп и свойств функции Эйлера сле-
дует, что существует 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔫  порядка 𝑞𝑗 . Так как 𝑢 ≢ 0�𝑚𝑜𝑑 𝑞𝑗� , то 
𝑎𝑢 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔫). Следовательно, существует число 𝑘 ∈ {0, … , 𝑡 − 1}, такое 
что выполнено сравнение 𝑎2𝑘𝑢 ≡ −1(mod 𝔫) . Тогда 𝑎2𝑘+1𝑢 ≡ 1(mod 𝔫) . 
Значит выполнено 2𝑘+1𝑢 ≡ 0�𝑚𝑜𝑑 𝑞𝑗�. Из последнего сравнения следует, 
что 𝑁𝑚(𝔫) − 1 ≡ 0�𝑚𝑜𝑑 𝑞𝑗�, что невозможно. 

Следовательно, 𝛼𝑗 = 1 для любого 𝑗 ∈ {1, … , 𝑟}. Так как 𝔫 – составное, 
то 𝑟 ≥ 2. Из аналога Китайской теоремы об остатках и того, что элемент 
−1  имеет порядок 2  в каждой группе 𝐼𝑅/𝔭𝑗  следует, что существует по 
крайней мере 2𝑟 − 1 ≥ 3  элемента 𝐼𝑅/𝔫  порядка 2 . Пусть 𝑎 ≢ ±1(𝑚𝑜𝑑 𝔫) 
является произвольным элементом порядка 2 в группе 𝐼𝑅/𝔫 . Из того, что 
(𝑢, 2) = 1 следует, что 𝑎𝑢 ≡ 𝑎 ≢ ±1(𝑚𝑜𝑑 𝔫). Таким образом, существует 
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𝑘 ∈ {0, … , 𝑡 − 1} , такое что верно 𝑎2𝑘𝑢 ≡ −1(mod 𝔫) . Это противоречит 
тому, что порядок 𝑎 равен 2. Это завершает доказательство достаточности. 

Теперь докажем вторую часть теоремы. Необходимость следует из 
доказанного ранее. Предположим, что 𝔫 ∈ 𝑅∗ ∖ 𝐼𝑅 составной идеал нечет-
ной нормы и для любого 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔫 , 𝑁𝑚(𝑎) ≤ 𝑓𝑅�𝑁𝑚(𝑎)� , (𝑎, 𝔫) = 1 , 
𝑎𝑢 ≢ 1(mod 𝔫) существует 𝑘 ∈ {0, … , 𝑡 − 1}, такое что 𝑎2𝑘𝑢 ≡ −1(mod 𝔫). 

Предположим, что существует такой простой идеал 𝔭, что 𝔭2|𝔫. Рас-
смотрим такое отображение 𝜒: 𝐼𝑅/𝔭2 → 𝐼𝑅/𝔭2, что для всех 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔭2 выпол-
нено 𝜒(𝑎) = 𝑎𝑁𝑚(𝔭)−1. Из предложения 2 следует, что это нетривиальный 
гомоморфизм. Тогда, из предложения 1, получаем, что существует такой 
элемент 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔭2, что 𝑎𝑁𝑚(𝔭)−1 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔭2). 

Предположим, что 𝑎𝑁𝑚(𝔫)−1 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔫) . Тогда 𝑎𝑁𝑚(𝔫)−1 ≡
1(𝑚𝑜𝑑 𝔭2). Тогда 𝑜𝑟𝑑𝑅/𝔭2(𝑎)|𝑁𝑚(𝔫) − 1 и 𝑜𝑟𝑑𝑅/𝔭2(𝑎)|𝜑(𝔭2). Из этого сле-
дует, что 𝑜𝑟𝑑𝑅/𝔭2(𝑎)|𝑁𝑚(𝔭)− 1 . Это противоречит выражению 
𝑎𝑁𝑚(𝔭)−1 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔭2). 

Следовательно, не существует такой простой идеал 𝔭, что 𝔭2|𝔫. Пусть 
𝔭 и 𝔮 различные простые делители 𝔫. Обозначим 𝑣2(𝑛) максимальную сте-
пень двойки, делящую 𝑛 ∈ ℤ. Не нарушая общности, предположим, что 
𝑣2(𝑁𝑚(𝔭) − 1) ≥ 𝑣2(𝑁𝑚(𝔮) − 1). Пусть 

𝔡 = �𝔭𝔮, если 𝑣2(𝑁𝑚(𝔭) − 1) = 𝑣2(𝑁𝑚(𝔮) − 1),
𝔭, если  𝑣2(𝑁𝑚(𝔭) − 1) > 𝑣2(𝑁𝑚(𝔮) − 1).

� 

Рассмотрим такое отображение 𝜉: 𝐼𝑅/𝔫 → 𝐼𝑅/𝔫 , что для всех 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔫 
выполнено 𝜉(𝑎) = �𝑎

𝔡
�. Это отображение является нетривиальным гомо-

морфизмом. Тогда, из предложения 1, получаем, что существует такой 
элемент 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔫, что �𝑎

𝔡
� ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔫). 

Положим 𝑏 = 𝑎𝑢 . Тогда �𝑏
𝔡
� = −1 . Следовательно, 𝑏 ≢ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔡) . 

Пусть 𝑗 ∈ ℤ  минимальное число, для которого 𝑎2𝑗𝑢 ≡ −1(𝑚𝑜𝑑 𝔫) . Тогда 
𝑜𝑟𝑑𝑅/𝔭(𝑏) = 𝑜𝑟𝑑𝑅/𝔮(𝑏) = 2𝑗+1. 

Рассмотрим два случая. Пусть 𝑣2(𝑁𝑚(𝔭) − 1) > 𝑣2(𝑁𝑚(𝔮) − 1). То-
гда 𝑜𝑟𝑑𝑅/𝔮(𝑏) = 2𝑗+1|𝜑(𝔮) = 𝑁𝑚(𝔮) − 1 . Следовательно, 𝑜𝑟𝑑𝑅/𝔭(𝑏) =
2𝑗+1|(𝑁𝑚(𝔭) − 1)/2 . Получаем, что �𝑏

𝔡
� = �𝑎

𝔭
� = −1  и 𝑏(𝑁𝑚(𝔭)−1)/2 ≡

1(𝑚𝑜𝑑 𝔭). Это противоречит критерию Эйлера. 
Пусть 𝑣2(𝑁𝑚(𝔭) − 1) = 𝑣2(𝑁𝑚(𝔮) − 1) . Тогда �𝑏

𝔡
� = �𝑏

𝔭
� �𝑏

𝔮
� = −1 . 

Следовательно, один из множителей равен −1. Пусть �𝑏
𝔭
� = −1 и �𝑏

𝔮
� = 1. 
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Из критерия Эйлера следует, что 𝑏(𝑁𝑚(𝔮)−1)/2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔮)  и 𝑜𝑟𝑑𝑅/𝔭(𝑏) =
𝑜𝑟𝑑𝑅/𝔮(𝑏)|(𝑁𝑚(𝔮) − 1)/2. Тогда 𝑜𝑟𝑑𝑅/𝔭(𝑏)|(𝑁𝑚(𝔭) − 1)/2. Следователь-
но, 𝑏(𝑁𝑚(𝔭)−1)/2 ≡ 1(𝑚𝑜𝑑 𝔭), что противоречит предположению �𝑏

𝔭
� = −1. 

Аналог алгоритма Миллера-Рабина. Пусть дан идеал 𝔫 ⊂ 𝑅. Необ-
ходимо определить является ли он простым. 

1. Найти u, 𝑡 ∈ ℕ, что 𝑁𝑚(𝔫) − 1 = 2𝑡𝑢 и (2,𝑢) = 1; 
2. Выбрать случайный 𝑎 ∈ 𝐼𝑅/𝔫 и вычислить 𝑟0 ≡ 𝑎𝑢(𝑚𝑜𝑑 𝔫); 
3. Если 𝑟0 = 1, то вернуть ''неизвестно'' и завершить алгоритм; 
4. Для 𝑘 от 0 до 𝑡 выполнить: 

a. Если 𝑟𝑘 = −1, то вернуть ''неизвестно'' и завершить алгоритм; 
b. Вычислить 𝑟𝑘+1 ≡ 𝑟𝑘2(𝑚𝑜𝑑 𝔫); 

5. Вернуть ''𝔫 не простой'' и завершить алгоритм. 

Замечание. Аналог алгоритма Миллера-Рабина является вероятност-
ным. Если был получен ответ "неизвестно", то можно выполнить алгоритм 
еще раз. 
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