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УДК 517.968.73

ЧИСЛЕННОЕ РЕШЕНИЕ ОДНОГО  
СЛАБОСИНГУЛЯРНОГО ИНТЕГРАЛЬНОГО УРАВНЕНИЯ  

МЕТОДОМ ОРТОГОНАЛЬНЫХ МНОГОЧЛЕНОВ

С. М. ШЕШКО1)

1)Белорусский государственный университет, пр. Независимости, 4, 220030, г. Минск, Беларусь

Построена схема численного решения сингулярного интегрального уравнения с логарифмическим ядром мето-
дом ортогональных многочленов. Предлагаемая схема приближенного решения задачи основана на представлении 
искомой функции в виде линейной комбинации ортогональных многочленов Чебышева и спектральных соотно-
шениях, позволяющих получить простые аналитические выражения для сингулярной составляющей уравнения. 
Коэффициенты разложения решения по базису полиномов Чебышева вычисляются как решение системы линейных 
алгебраических уравнений. Результаты численных экспериментов показывают, что на сетке из 20 –30 узлов погреш-
ность приближенного решения достигает минимального предела, обусловленного погрешностью представления 
действительных чисел с плавающей запятой.
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NUMERICAL SOLUTION OF A WEAKLY SINGULAR  
INTEGRAL EQUATION BY THE METHOD  

OF ORTHOGONAL POLYNOMIALS

S. M. SHESHKOa

aBelarusian State University, 4 Niezaliežnasci Avenue, Minsk 220030, Belarus

A scheme is constructed for the numerical solution of a singular integral equation with a logarithmic kernel by the me
thod of orthogonal polynomials. The proposed schemes for an approximate solution of the problem are based on the 
representation of the solution function in the form of a  linear combination of the Chebyshev orthogonal polynomials 
and spectral relations that allows to obtain simple analytical expressions for the singular component of the equation. 
The expansion coefficients of the solution in terms of the Chebyshev polynomial basis are calculated by solving a system 
of linear algebraic equations. The results of numerical experiments show that on a grid of 20 –30 points, the error of the 
approximate solution reaches the minimum limit due to the error in representing real floating-point numbers.

Keywords: integro-differential equation; numerical solution; method of orthogonal polynomials.
Acknowledgements. The author would like to thank to the scientific advisor G. A. Rasolko for setting the problem and 

valuable comments.

Введение
Аппарат сингулярных интегральных уравнений широко используется в задачах аэродинамики, ди

фракции и других областях естествознания [1]. Точность приближенного численного решения инте-
гральных уравнений во многом определяется способом их дискретизации, т. е. выбором квадратурных 
формул, базисных функций и узлов аппроксимации, позволяющих свести исходную задачу к системе 
линейных алгебраических уравнений приемлемой размерности и обусловленности. При наличии осо-
бенностей в подынтегральных функциях (что характерно для сингулярных интегральных уравнений) 
требуется максимально учитывать специфику задачи.

В работе [1, с. 58–59] рассматривается квадратурный метод приближенного решения разрешимого 
сингулярного интегрального уравнения с логарифмическим ядром

	 ϕ π ϕ π ϕx t t x dt t K x t dt f x x( ) + ( ) − + ( ) ( ) = ( ) − < <
− −
∫ ∫1 1

1 1

1

1

1

1

ln , , , 	 (1)

где ϕ x( ) – искомая функция; K x t,( ) и  f x( ) – известные функции из класса Гёльдера H.
В настоящей работе предлагается алгоритм численного решения уравнения (1) методом ортогональ-

ных многочленов, основной идеей которого является использование спектральных или квазиспект
ральных соотношений для входящих в уравнение интегралов.

Данная статья продолжает серию работ по приближенному решению сингулярных интегро-дифферен-
циальных уравнений, в том числе со слабой особенностью, методом ортогональных многочленов [2–5].

Предварительные сведения
Прежде чем переходить к конструированию вычислительной схемы приближенного решения урав-

нения (1) в классе функций h −( )1 1,  по Мусхелишвили [6, с. 31], приведем некоторые предварительные 
сведения. Класс функций h −( )1 1,  составляют ограниченные в окрестности точек x = ±1 функции. 

Известны спектральные соотношения для слабосингулярного интеграла
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которым воспользуемся далее.
При построении вычислительной схемы используем интерполяционный многочлен для функции 

f x( ) по узлам Чебышева первого рода [7]: 

	 f x f x f T xn
j

n

j
n
j( ) ≈ ( ) = ( )

=
∑
0

. 	 (3)
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Чтобы получить разложение функции f x( ) по многочленам Чебышева второго рода, применим в (3) 
тождества [7, с. 23]
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что дает следующее: 
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Для получения интерполяционного многочлена K x tn n, ,( ) функции двух переменных K x t,( ) в виде 
разложения по многочленам Чебышева первого рода используем (3), в результате чего имеем
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На основании предыдущих результатов получим интерполяционный многочлен K x tn n, ,( ) функции 
двух переменных K x t,( ) в виде разложения по многочленам Чебышева первого и второго рода:
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Приближенное решение уравнения (1)
Приближенное решение данного уравнения в классе функций h −( )1 1,  будем искать как решение 

следующего уравнения относительно новой неизвестной функции v xn ( ):

	 ϕ π ϕ π ϕn n n n n nx t t x dt t K x t dt F x x( ) + ( ) − + ( ) ( ) = ( ) − <
− −
∫ ∫1 1
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ln , ,, <<1, 	 (5)
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где ϕn nx x v x( ) = − ( )1
2

; K x tn n, ,( )  – интерполяционный многочлен  (4) функции K x t,( ) степени  n 
по обеим переменным; F xn ( )  – некоторая функция из класса C −[ ]1 1,  такая, что F x f xn j j( ) = ( ), 
x j

nj = +
+

cos ,
2 1

2 2
  j = 0, 1, …, n.

Отметим, что уравнение (5) в заданном классе также разрешимо.
Рассмотрим следующие утверждения.
Утверждение 1. Для x < 1 имеет место равенство
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Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом соотношения [7] 2 1 2

2
−( ) ( ) = ( ) − ( )+x U x T x T xk k k  подынтегральная 

функция в (6) сводится к виду (2), откуда следует истинность утверждения.
Утверждение 2. Для x < 1 имеет место равенство
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(7)

Д о к а з а т е л ь с т в о. С учетом соотношений 2 12T x U x U x kk k k( ) = ( ) − ( ) ≥− , , U x− ( ) =1 0, T0 = U0 ле-
вая часть (7) сводится к вычислению интегралов вида (6), и тождества (7) проверяются непосредствен-
ными вычислениями.

Положим далее

	 ϕn n k k
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где ck , k = 0, 1, …, n, – пока неизвестные постоянные.
Рассмотрим первый интеграл в (5) с учетом представления (8):
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Рассмотрим второй интеграл в (5) и воспользуемся интерполяционным многочленом (4). Отсюда

1
1

1
1

2

1

1

0 00
π π− ( ) ( ) = ( ) −

− = ==
∫ ∑ ∑∑t v t K x t dt c T x k tn n n k

k

n

m m j
j

n

m

n

, ,,
22

1

1

0 00

21

2

1
1

T t U t dt

c T x k t U

k j

k
k

n

m m j
j

n

m

n

j k

( ) ( ) =

= ( ) −

−

= ==
+

∫

∑ ∑∑ , π tt U t dt c T xj k k
k

n

m m k
m

n

( ) + ( )( )







 = ( )−

− = =
∫ ∑ ∑
1

1

0 0

ω , ,

ωm k
m k

m k

k k

k k,

,

,

, , ,

, , .
=

=

>






0 5 0

0 25 0



102

Журнал Белорусского государственного университета. Математика. Информатика. 2021;3:98–103
Journal of the Belarusian State University. Mathematics and Informatics. 2021;3:98–103 

БГУ – столетняя история успеха

Уравнение (5) в заданном классе переходит в уравнение

	 1
2

0 0 0 0

− ( ) + ( ) + ( ) = ( )
= = = =
∑ ∑ ∑ ∑x c T x c I x c T x F xk k
k

n

k
k

n

k k
k

n

m m k
m

n

nω , . 	 (9)

В качестве внешних узлов x в (9) выберем узлы Чебышева первого рода, а именно x j
nj = +

+
cos ,

2 1

2 2
 

j = 0, …, n. Из (9) получим систему линейных алгебраических уравнений
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Уравнения (5) и (9) равносильны, так как, выполняя действия, приводящие (5) в (9), в обратном по-
рядке, из (9) получим (5) (см., например, [8, с. 535]). Следовательно, система (10), полученная из урав-
нения (9), разрешима и имеет единственное решение. 

Решив систему (10) относительно неизвестных ck , k = 0, 1, …, n, приближенное решение уравнения (1) 
получим по формуле 

	 ϕn k k
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x x c T x( ) = − ( )
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Предложенная схема протестирована на примере решения модельной задачи для уравнения (1) при 

k x t t
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Известно, что решением уравнения (1) в данном случае является функция

ϕ x x x( ) = −2 1
2
.

Как показывают расчеты, проведенные в среде компьютерной алгебры Mathcad, уже при сравни-
тельно небольших значениях n достигается достаточно высокая точность вычисления приближенного 
решения.

Решая систему (10) при n, равных 7, 14 и 29, видим, что точное решение ϕ x( ) отличается от прибли-
женного ϕn x( ), вычисленного по формуле (11), в системе точек x = – 0,99, – 0,98, …, 0,99 не более чем 
на 4,6 ⋅ 10– 4, 1,8 ⋅ 10–7 и 1,7 ⋅ 10–13 соответственно. 
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