
М О Х А М Е Д  С Т И Л Ь  К А М А Р А

АСИМПТОТИЧЕСКАЯ Э К В И ВА ЛЕ НТ НО СТ Ь  
Ф А К Т О Р И З О В А Н Н Ы Х  Л И Н Е Й Н Ы Х  

Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  У Р АВНЕ НИ Й

В работе исследуется асимптотическая  эквивалентность ф акто р и зо 
ванн ы х линейных диф ф еренц иальны х уравнений второго порядка

( D - a 2( t ) ) ( D - a i ( t ) ) x  =  0- cn(f).e=*C‘ ( [ 0, + « > [ ) ,  (1)
(D |3* ( / ) ) (D |3i( / ) ) ; /  =  0; р Ц О е С Щ О ,  + о о [ ) .  (2)

Введем переменные X i  =  х; Х 2 =  (D  — a i ( t ) ) x  и перейдем от у р ав н е 
ния (1) к равносильной треугольной системе

D X  — P ( t ) X ,  (3)

(  X i \  / 01 (О 1
г д е Х  =  ( Р (  0 - (  „  „ 1 (0

Аналогичным образом переходим от уравнения  (2) к треугольной 
системе

D Y  =  Q (0  К, (4)

г д е У = ( £ ) ;

Будем  говорить, что уравн ен и я  (1) и (2) асимптотически эк ви вален т
ны, если асимптотически эквивалентны  вправо  соответствующ ие систе
мы (3) и (4), т. е. существует преобразование  Л яп ун ова  У =  L ( t ) X ,  пе
реводящ ее  систему (3) в систему (4). М атр и ц а  Л яп у н о ва  L ( t )  при этом 
удовлетворяет  условиям [1]:

| d e t L ( 0 | ^ « i > 0  V f > 0  (5), | | I ( f ) l l s £ A f  V f >  0. (6)

Лемма  1. Ф ундам ентальную  м атри цу  решений системы (3) (главный 
базис) м ож но представить в виде:
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где нижнии предел интегрирования
- j-  со S

f o o ,  е с л и  \ ( е х р  | ( а 2 (т)  —  a 1 ( T ) ) d r ] d s ,  с х о д и т с я
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0, если \ (ехр [ (а2 (т)  — a 1 ( T ) ) d t ) d s ,  расходится, 

о о
А налогичным образом  строим главны й базис Уо(0 д л я  системы (4), при 
этом нижний предел ин тегрирования  определяется  следую щ им образом:

-f-oo  S

f o o ,  если | (ехр \ (|32 (т) — (х)) dx )  ds, сходится;
о о

-\-о с  S

О, если \ (ехр \ ((32 (т) — (х)) d x ) ds, расходится,
о о

Очевидно, что системы (3) и (4) асимптотически эквивалентны  тогда 
и только  тогда, когда сущ ествует  т а к а я  н евы рож денн ая  м атри ц а  С, что
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L ( t )  = Y 0 {t) C X 0 1 (t) является  матрицей Ляпунова. Из формулы Лиувил- 
ля и условий (5) — (6) следует

t

| i  ( М т ) +  Р г (т ) )— (<*i (т) +  a 2 ( x ) ) d x | < m 1 < + o o .  (7)
о

О бозначим:

( 2 при i = l  сб (0 = J j при . = 2; т ц (0 = j (Pi (т) — ct, (т)) йт i,/=l, 2;
t t

m u  =  lim  1 (Pi —  a j)  dr; m l} =  lim  | (p£ —  ct;) dr,
0 1-J-+0O о

тогда  условие (7) равносильно:

sup I m 1} (t) +  m25(/) ( 0  | <  +  oo; / = 1 , 2 .  (7,)
о

У словия (7;) явл яю тся  необходимыми условиям и  асимптотической эк в и 
валентности  уравнени й  (1) и (2). В дальн ейш ем  п редп олагаем  эти у сл о 
вия выполненными.

Н а  основании неравенств (7 j) нетрудно п о к азать  справедливость 
следую щ их утверж дений:

М ц  =  +  оо «=*• m 6(pap) =  —  оо ,

Ш Ц  —  ----  ОО ^  ffl6(;)6(j) =  -f-  0 0 ,

—  ОО <  Ш ц  <  +  оо 4=> — ОО • <  Щ щ щ / )  <  + 0 0 .

О бозначим
t t S

a \ f  (t ) =  exp  j (Р,- —  a,j) dx j  (ex p  j  (a 2 —  a x) dx) ds,
0 a 0

t t s

6 (b) (f) =  exp  j  (Pi —  a j)  dx j  (e x p  j  (p2 —  p ,)  dx) ds,
0 b 0

м  =  I
(  т ы \
1\  Ши т 2г )

Д а л ь н е й ш е е  исследование будем проводить в зависимости  от зн ач е 
ний niij  и rriij. П ри  этом, если по край ней  мере три элем ен та  м атрицы М  
равн ы  +  о о , или либо  первый столбец, либо вто р ая  строка  состоят из 
символов +  о о , то у р авн ен и я  (1) и (2) не я в л яю тся  асимптотически 
эквивалентны м и. О стальн ы е  д ев ять  случаев  д аю т  критерий асимптотиче
ской эквивалентности . С ф орм ули руем  некоторы е из них.

Т еорем а  1. П усть  все m ^ i t )  ограничены. Тогда у р авн ен и я  (1) и (2) 
асимптотически экви вален тн ы  то гд а  и только  тогда, к огд а  выполнено 
одно из следую щ их условий:

1) а =  b =  +  оо ;
2 ) а — b — 0 и с у щ е с т в у ю т  т а к и е  н е н у л е в ы е  Сц и  с22, ч т о  ф у н к ц и я  

с22а \°2 ( 0  —  си Ь \°2 ( 0  о г р а н и ч е н а .
Т еорем а  2. П усть  т ц  =  +  о о ; /п у  <  +  оо . Тогда уравнени я  (1) и (2) 

асимптотически экви вален тн ы  тогда  и только  тогда, когда  а =  Ъ =  +  оо 
и функции (t ), (t ) ограничены.

Т еорем а  3. П усть  т ц  =  +  оо; m i2 <  +  оо; m 21 <  +  оо; т 22 <  +  оо. 
Тогда  уравн ен и я  (1) и (2) асимптотически эк вивалентны  тогда  и только 
тогда, когда  выполнено одно из следую щ их условий:

а) а  =  b =  +  о о , функция (^) ограничена:
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t s

6) a =  0; b =  +  oo> Функции (t); a<$ (t) и ( (exp \ (a2— a ^ d r )  d s x
о о

t s

X j (exp j (P2 — p 0  dr)  ds ограничены.
CO 0
З а м е ч а н и е .  Если условие б) теоремы 3 выполнено, то 

lim  m u ( t )  =  +  оо и lim m 22 {t) =  —  оо .
—>■ + СО t' > 1 оо

В работе  [2] получены некоторые достаточные условия экви вален т
ности (1) и (2).
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