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О П РЕ О Б Р А З О В А Н И Я Х  СИСТЕМ Л А П П О -Д А Н И Л Е В С К О Г О

П усть даны  линейные д и ф ф ерен ц и альн ы е  системы
х  — Р  ( t ) x  (1) и z  =  Р ( t ) z  +  Q { t ) z ,  (*)

тде  P ( t ) — непреры вная  ограниченная м атрица, | |Q (^ ) | | -> 0 .  И звестно [1], 
что  п ок азател и  системы (1) неустойчивы при м алы х  //-возмущениях 
д а ж е  в случае  правильности системы (1).

Рассм отрим  систему
У =  v ( t ) P { t ) y ,  (2)

тде  ф ( / ) — неп реры вн ая  функция и lim ф (t) =  1. П редп олож им , что си

стем а  (1) прави льн ая .  Будут  ли совпадать  п о казател и  систем (1) и (2)?  
О к азы вается ,  что ответ на этот вопрос в общем случае отрицателен . 
М о ж н о  привести примеры систем, у  которы х п ок азател и  при ф-преобра- 
зо в ан и ях  не сохраняю тся. О днако , если мы рассмотрим правильную  си
стем у с матрицей  Л апп о-Д ан илевского , т. е. матрицей, удовлетворяю щ ей 
условию

Р  (0  • j  Р  (т) dx  =  J  Р  (х) dx-P (t),  (3)
to t0

то  м ож но показать , что п ок азател и  систем (1) и (2) совпадают.
Теорема. 1. Если 1) система (1) прави льн ая ,  2) выполнено у сл о 

ви е  (3) и lim ф ( 0  =  1> т0 х ар актеристические  п ок азатели  системы (2)
t - >  со

со в п а д а ю т  с п о к азателям и  системы (1), и система (2) прави льн ая.
Д о к а з а т е л ь с т в о .  С истем а (1) прави льн ая ,  значит, [2] н екото

р а я  н о р м ал ьн ая  ф у н д ам ен тал ьн ая  м атри ц а  системы (1) представи м а 
в  виде

X ( t ) =  S ( t ) e x p ( A t ) ,  (4)
где  S ( t ) — обобщ енная  м атр и ц а  Л яп ун ова ,  т. е. to[S] =  co[5~х] == О, 
где со [х] =  lim 1п Н_. Сделав преобразование у  =  S  (t) z, получим

z =  (Л  +  (Ф — 1) S ~ lP S )  z. (5)

Т ак  как  Р  (t) матрица Лаппо-Данилевского, то Х г (t) =  exp (  ̂ Р  (т) dx
и

фундаментальная матрица системы (1) и

X  (t) =  exp ( J  Р  (т) dx] С. (6)
to

У ч и ты вая  (3 ) ,  (4) и (6) , имеем

г  =  (А +  (Ф -  1) exp (At )  C~lP  (t) С  exp ( -  A t ) ) z, (5')
причем

со [S -1P S ]  =  со [exp (At )  C~lP (t) С exp (— A t )  ] ^  0. (7)
Р азо б ь ем  совокупность п о к азател ей  системы (1) на группы

л (П _ л (1) _ _  л (X) _  АА/ :— Л2 =  . . .  =  Ав1 =  А х
А О) _ _____ _ Л (1) __ дЛц+1 — • • • — — Л 2
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A (T) _  ■__ л (1)   Л*̂ lr 1 +1 * * *     А-г,

где Ik — tii +  n 2 +  . . . +  я/г, rii —  кратность п о к азател я  Л*. Рассм отри м  
м атри цу  R  (t ) =  (ф(^) — 1)ехр (A t )  C~lP ( t )  С exp (— A t )

<° ! / « ( * ) ]  <  0, если lk- i <  i lh, j  >  Ik,
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“ | / г Д О ] < 0 ,  если 4 - i ^  i  <  4 ,  j  <  к - 1,
С истем а

й ( 0  =  [Л  +  A ( i ) ] u ,  (8)
ГО, При 4 - 1  < г ' < 4 ,  / > 4

где а ^ ( / )  =  г;;. (О , при l k- i  <  i  <  4 ,  4 - i  <  j  <  4
( 0, при 4 _ i  ^  i  ^  4> /  <  4 —i

п р ави льн ая ,  так  к а к  Л  — постоянная  м атри ц а ,  a ciij(t)—> 0, п о казател и  
этой системы — А;1 ’. П риведем  ее к ниж не-треугольному виду с помощ ью 
унитарной м атрицы U ( t ) ,  где U ( t )  блочно-диагональная , такой ж е  
структуры , к ак  и A ( t ) .  Система

i i ( t ) =  K ( t ) v ( t ) ,  (9)
в которую  перейдет (8) после п реоб разован и я  U ( t ) ,  снова п р ави льн ая .  
Зап и ш ем  систему (5 ')  в виде

z  =  (А +  A ( t ) - \ -  B ( t ) - \ -  C ( t ) ) z ,  (10)

m e  h- tt\ = 1  °* ПрИ * * - ! < * < * * .  i > lk - 1,
4  j  r u  (t),  при l k- 1  <  i  <  j  <  4 ,

ci} (0 = ri} (t),  При Ik- 1 <  i <  4 ,  j  >  4 ,
0, при 4 -1  <  i <  4 ,  j  <  4-

С истем а (10) при преобразован и и  Н (Г) перейдет в

v ' ( t ) = K ( t ) v  +  U-4B U v  +  U-*CUv.  (11)
Р ассм отри м  систему

6 ( 0 =  K ( t ) v ( t ) +  U ~ 4 t ) B ( t ) U ( t ) v { l ) .  (12)
D  (() =  К  (t) +  U - W  (t) U ■— н и ж не-треугольн ая  м атри ца , причем д и а го 
н альн ы е  элементы им ею т точные средние значения. Т ак  к а к  выполнено
(7), то c o [ < i j j ( 0 ] ^  0. М ож н о  пок азать ,  что некоторая  н о р м ал ьн ая  ф ун 

д а м е н т а л ь н а я  м атр и ц а  системы (12) представи м а  в виде V  (t) =  
=  5  ( 0 exp ( Л 0 > где 5 ( 0 — обобщ енная  м атр и ц а  Л япун ова. И з критерия  
В. П. Б а с о в а  [2], Д .  М. Г р о б м ан а  [3], Ю. С. Б огд ан ова  [4] следует, что 
систем а (12) прави льн ая .

Р ассм отри м  систему (11). Т а к  к а к  о)[ГМ’СТУ] <  0, то, к а к  п о к а з а 
но в [5], показатели систем (11) и (12) совпадают и равны Aj!)( t = l ,  . . . ,  п).  
Следовательно, показатели системы (2) равны А,!1',  и эта система пра
вильная.

П редп олож им , что система (1) н еп рави льная . В [6] показано , что 
ф у н д ам ен тал ьн ая  м атр и ц а  системы (2) представи м а  в виде

t
У ( 0 = е х р  [ Р  (т) d v S  ( 0 ,  (13)

to

где S  ( 0 — обобщенная матрица Ляпунова и 5  (0  =  (ф — 1 ) Р ( Г ) 5 ( Г ) .  
Там ж е  показано, что А̂ 2) =  Я|!1). Если Ai1' =  . . .  =  Ai1), то справедлива 

Теорема 2. Если система (1) — система Лаппо-Данилевского и А)1' =  
=  А ^ =  . . .  = А < 1), то о (д2) О д1*.

Д о к а з а т е л ь с т в о  следует  из (13).
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