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У Д К  517.925.12

К А С И М  М У Х А М Е Д  А Л Ь -Х А И Д Е Р

СИЛЬН АЯ И ЗО Х Р О Н Н О С Т Ь  ЦЕНТРА  
А Н А Л И Т И Ч Е С К И Х  Д И Ф Ф Е Р Е Н Ц И А Л Ь Н Ы Х  СИСТЕМ,  
У Д О В Л Е Т В О Р Я Ю Щ И Х  УС Л О ВИ Я М  КОШИ — РИМАНА

Рассм отри м  д и ф ф ерен ц и альн ую  систему вида
х  =  — у  —  Р ( х ,  у ) ,  у  = . * +  Q ( x ,  у ) ,  (1)

где Р ( х ,  у )  и Q (x , у )-— голом орф н ы е в окрестности н а ч а л а  координат  
функции, не с о дер ж ащ и е  линейных и свободных членов. В дальн ейш ем  
предполагаем , что ( 1) имеет  в точке 0 (0 , 0 ) центр и удовлетворяет  у сл о ­
виям  Кош и — Р и м а н а

d P  dQ дР  dQ
д х ду  ’ д у  д х (2)

К а к  известно [1], система (1) всегда  яв л яется  изохронной. Естест­
венно теперь поставить вопрос: о б л а д а е т  ли ( 1) сильной изохронностью 
в общем случае? О казы в ается ,  что система (1) не всегда  о б лад ает  силь­
ной изохронностью. Так , рассм отри м  систему вида

х  =  — у  — А г 0х2 —  А п х у  +  А 20у 2 —  А 30х 3 —  А 21х2у + З А 30х у 2+  — А 21у 3, 

У =  х  + ^ - А 11х 2— 2 А 20х у ----- ~ А 11у 2+ - ^ - А 21х 3— З А 30х2у — А 21х у 2+ А 30у 3.
(3)

Н етрудно  проверить, что система (3) удовлетворяет  условию (2). 
Теорема. Д л я  того чтобы систем а (3) о б л а д а л а  сильной изохрон­

ностью, необходимо и достаточно, чтобы А ц  =  0 и либо А 2о =  0 , либо 
-<4зо =  0.

Доказательство.  П усть  система (3) о б л а д а е т  сильной изохронностью. 
Тогда согласно лем м е 5 из [2] сущ ествует  голоморфное п р ео б р азо в а ­
ние вида

u =  x,  v =  y +  2  (4)
<+/=2

при водящ ее  (3) к  виду

й — —  v - f  u F (u ,  v ) ,  v  =  и  +  v F  (и, v ) , (5)
где F ( u ,  v)  — го лом орф н ая  в окрестности и =  v =  0 функция, не содер­
ж а щ а я  свободных членов.

З ап и сав  систему (5) с учетом (4) и (3) в переменных х, у  и п р и р а в ­
няв затем  в полученных равен ствах  коэфф ициенты  при x vy i  (р +  q =  
=  2, 3, 4 ) ,  получим системы уравнени й , из которы х следует, что А ц  =  0 
и А20А 30 =  0 .
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Д о с т а т о ч н о с т ь .  1) П усть Лц =  Л 2о =  0, тогда, согласно тео ­
р ем е  2 из [3], система (3) о б л а д а е т  сильной изохронностью.

2) П усть Ли =  Лзо =  0. Тогда  по лемме 2 из [2] сущ ествует голо­
м о рф н ое  преобразование

со со

« -  X +  2  а 2* У2к> V =  У +  2  Ро (6)
ft=l £+1=2

при водящ ее  (3) к  виду (5).
Из (3 ) ,  (6 ) и (5) имеем

( -
• у  — А гох 2 +  А 20у 2 — А 21х 2у  +  -5- Л21г/3 +  2  У2к 1 Iх — 2Л*о ХУ

k=i
СО СО ОС 1+1

+  4 - А 21х 3 —  А 21х у 2) =  — у  —  2  Р о х У +  2 с о х + 2 а 2*У2" U  +  
' £+/=2 £+/=1 ft=l

+  2 р . , * у ) ,
s + i= 2

—  у  —  А 20х2 +  А 20у 2 — А 21х 2у  +  Л21г/3]( 2  г'Р о  х ! _ У ) +3 £+/=2
оо со

+  ( 1 +  2  /р «  ХУ -1 ) ( Х —  2^ 20х «/ +  4 " ^ 21х3 — A n  х у 2) =  х +  2  «2*г/2* +  
'  £+/=2 *=1 

ОО СО # ОО /-j— 1

+  2  со (х+ 2  аиУ2к) (у +  2  • (8)
£+/=1 fc=l V s+£=2

И з тож деств  (7) и (8 ) д л я  определения  коэффициентов (32о, Ри, Рог, 
« 2, Сю, coi получаем следую щ ие системы уравнений:

л:2 : — Л 2о =  — рго 4“ Сю, х у  : — 2аг =  — Pn 4" Coi, У2 : Л 2о == — Рог",
х 2 : Ри =  0 , х у  : — 2р2о 4- 2Рог — 2Л 2о =  Сю, у 2 : ~~ Р11 =  а 2 -f- Сои

О тсю да получим а 2 =  Си =  Ри =  0. Аналогично м ож но п о казать , что
fbo =  Р12 — Сго =  Сог =  Р31 =  Р13 =  С21 =  Соз =  СС4 =  0.

П р едп олож и м  теперь, что все агь, Ргг+i.j, c2s,г равны  нулю д л я  k  <  п, 
2 i  -+- /  <  2п  — 2, 2s +  / <  2п  — 2. Тогда д л я  нахож дени я  Ргп-гг-цго 
Сгп—гг—2,2г, i = 0 ,  1, 2, — 1 из (7) и (8) получаем системы у р а в ­
нений:

0 =  — Р2)г—1,0 +  С2п- 2,0, 0 =  — Рггг-3,2 +  Сггг-4,2,
0  =  —  р 2 п —5,4 4" С2п_ 6,4, 0  =  —  Р 2гг—7,6 4~ С2п -8 ,6 ,

0 =  —  Р7,2,г- 8  +  Сб,2п-8, 0 — —  Р5,2п- 6  4 ~ С4,2п-6,
0 =  — Рз,2и-4 4“ С2, 2гг- 4, 0 =  — Pl,2n-2 4“ Со,2п - 2‘, (9)

— (2п — 1)Ргп-1,о 4 -  2р2„-з,г =  с2п_2,о,
—  (2п  —  3 ) р 2 и —3,2 4“ 4 р 21г—5,4 =  С2п _ 4, 2,

— ’ ЗРз, 2п—4 4 "  (2м —  2) Pi,2гг—2 =  С2,2 п -4 ,

—- Pl,2n-2 =  Со,2п—2* (Ю)
Л егко  видеть, что системы (9 ) ,  (10) имею т единственное решение 

Й 2п—2г—1,2г =  С2к- 2г-2,2г =  0 ДЛ Я BCeX i =  0, 1, 2, . . . , 11— 1. АнаЛОГИЧНЫМ 
о б р аз о м  д о к азы в ается ,  что p2« - 2i - i ,2i+i =  c2n_2i - 2,2i+i =  a 2« =  0, i =  0, 1,

оо

2,  . . . ,  i i — l.  О тсю да следует, что и =  х,  v =  y  4 -  Р и,зх2ЛУ}> а
2 £+/=2

F  (и, v)  =  Сюн 4* C2i+i j«zi+1wi — голом орф н ая  в окрестности и  =  
£+/=1

=  о =  0 функция.
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В силу того, что и, v — голоморфные в окрестности х  =  у  =  0 ф унк­

ции, ф ункция F (х, у )  =  ci0x  +  c2i+i , j  x 2l+xy '  такж е голоморфная в
2i+j=l

окрестности х  =  у  =  0.
В данном случае имеем

й =  X =iy— V  +  x F  (х, у )  =  — у  — Р  (х, у ) ; (11)
v =  х  +  v F ( x ,  у ) .  (12)

Продифференцировав (11) по t, получим — v +  х  (Fxx  +  F yy ) '+  F x : =  
=  — у  —  Р хх — Руу.  Подставляя значение и из (12) в последнее равен­
ство и учитывая (11), будем иметь

y  =  [x +  x F * + ( 2 F  +  xF'x +  P x) ( y  +  P ) ] [ l  + P ' y  +  x F '„ r \  (13)

С оотношение (13), в силу теоремы  1 из [2], означает, что система (3) 
о б л а д а е т  сильной изохронностью.
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У Д К  330 .1 1 5 :6 2 -5 0

Л . А . П И Л И П Ч У К

К Д В О Й С Т В Е Н Н Ы М  МЕТОД АМ РЕШЕНИ Я  
Д В У Х П Р О Д У К Т О В О Й  Т Р А Н С П О Р Т Н О Й  СЕТЕВОЙ ЗА Д А Ч И

В работе  [1] Р. Ф. Г аб асо ва  и Ф. М. К ирилловой  излож ен  прямой 
опорный метод  реш ения р азн ооб разн ы х  з а д а ч  линейного п рограм м и ро­
вания. В [2— 3] рассм атр и в ается  прямой опорный метод реш ения д вух­
продуктовой транспортной зад ач и  с дополнительны м и ограничениями 
в следую щ ей постановке:

2 2 4 4 - mi n > 2  4  —  2  4  =  4 , ( е / ,  ^ е к ,
fee К у. лес/ j e i t ( U k) i&T(Uk)

2 2  4/4 =  аР’ р = !> 4 > °> 4 + 4 < dij, (i, i)€E.U, k ^ K , (1)
ksK (i, i ) e u

здесь д ля  5  =  {/, U} —  сети, U =  [] Uk, K  =  { 1, 2}. | / | < o o ,  l f ( U k) =  
=  { / : ( / ,  / ) ‘ G [ /* } ,  h  [Uk) =  { j : (/, i ) G l / s), заданы следую щ ие харак­
теристики: at =  {af, k  ее К )  — интенсивность узла ( E / ;  d u  —  пропускная 
способность дуги (г, j ) ,  (t, j ) e t / ;  Хц =  {х / ,  k E = K ( i ,  /)} —  мультипоток 
по дуге (i, /) е  № =  (4 >  k < = K { i ,  /)} — стоимость единичного дуго­
вого мультипотока.

В н астоящ ей  работе  д л я  зад ач и  (1) строится двойственный алгоритм. 
З а д а ч а ,  двой ствен н ая  к  (1), имеет вид:

i

22 4 4 —  2 d u  w u  +  2 а р г р m a x >
йеК ге/ (!, /)е£/ р=1

I
u ki —  Uj +  2 4 %  < 4 / ,  W ij  > 0 ,  (г, / )  Е ( / ,  f e e K .  (2)

Р=1
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